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Priklad — Helmholtzova rovnice

Uvazujme stacionarni formu skalarni homogenni vinové rovnice

1 0*U
~ 257 =0
¢t ot
Stacionarita predpokladd Casové ustaleny stav, o kterém u vlnové rovnice vime, Ze je realizovan harmonickym
fesenim U(z,t) = u(z)exp(iwt). Dosazenim tohoto ansatzu vskutku odstranime z rovnice ¢asovou zavislost a

dostavame Helmholtzovu rovnici )

Au+%u:0.
c

Protoze je vlnova rovnice linedrni, 1ze se na Helmholtzovu rovnici divat také jako na rovnici pro jednu frekvencéni
kopmonentu ¢asové proménného pole, nebot obecné

U(x,t) = Z u, () exp(iwt)

Obecné ¢asové proménné pole pak muzeme ziskat tak, ze provedeme vétsi mnozstvi stacionarnich simulaci pro
ruzné frekvence a ty potom v prostoru slozime s vdhami, které ziskame jako komponenty Fourierova rozvoje
budiciho pulzu.
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Sestavme nyni slabou formulaci ilohy s Helmholtzovou rovnici:

2
/ (Au—i— ‘”Zu) dQ = 0.
Q C

Dosazenim operatoru L(u) = Au + (w?/c?)u do funkciondlu MKP, pticemz u(x) = > u[i]N[i], dostdvame

2

j: > uli] [ N[IVN[i]dW — Zu[i]/ﬂ [VN[i]VN[j] - %N[j]N[i] dQ = 0.

: o9

Prvni integrél opét predstavuje prispévek od okrajovych podminek a druhy od samotného operatoru Helmholtzovy
rovnice.

+ K diagonalni ¢lentim K;; budou pfispivat viechny elementy, obsahujici uzel i.

K nediagonalnim ¢lenim K;; prispéji vzdy pouze dva elementy, které oba uzly
i, j obsahuji.
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Sestaventi rovnic ve 2D

Pro diagonalni integral K;; plati

OJ2

Ki= > VNJi] - VNJi] - CQN[@']N[@']) ds,
Ty EsuppN[i] Ty

pficemz

/ <VNTk i - VT[] — ‘;’QQNTk N T [i]) ds =

T

2 w2
== <215k> ci{(yl —yr)?1(2,0) + (z, — 2)21(0,2) + 2(y1 — ) (2 — 27)I(1, 1)+

+2(y — yr ) (@1yr — 2ey) 1(1,0) + 2(2 — 2) (219 — 2091)1(0, 1)+

kde uzly I, r jsou v tomto piipadé zbyvajici dva uzly vyhodnocovaného elementu, plati Ty (7,1, r).
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Obdobné, pro nediagondlni ¢leny plati

U/ /(VN( VN - 5 NIN 0) AQ=1+1,.

Odtud,

2 w2
I = - <2;’v) Ci{(yv =) (Wi = y0)1(2,0) + (25 — zo) (@0 — 2:)1(0,2)+

— i) + (yi — yo)(2j — )] 1(1, 1)+
V(@i — Toyi) + (ys — v)(xvyj - ijv)]f(l, 0)+
xzyv $vyi) (xv - xi)(xvyj - xjyv)} I(O7 1)+

c?

ToYj — TjYo)(Tily — Tw¥Yi) — ;’;[(yv = Yi) (Wi — Yo) + (75 — ) (70 — xi)]]I(O, 0)} )

+ [
+ [(wo +
+ [(z; +
+ |(

kde ptispévek pro levy a pravy trojuhelnik ziskdame jako I} = I,=; a I, = I,=,.
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Helmholtzova rovnice - okrajové podminky

Na zavér prozkoumejme mozné okrajové podminky pro Helmholtzovu rovnici. Dirichletova podminka predepisuje
amplitudu vybrané frekvenéni komponenty v daném misté hranice. Homogenni Neumannova podminka predstavuje
plné odrazivou hranici. Posledni podminka, kterou je vhodné pfipravit, je pak hranice volné vlnéni propoustéjici.
Tuto podminku lze vSak realizovat pouze piiblizné, a to napfiklad takto: uvazujme rovinnou vlnu

u = ugexp(ik - ).
M3-1i takova vlna volné projit hranici, musi byt jeji gradient
Vu = uoik exp(ik - ¢) = iku
rovnobézny s normalou k této hranici. Pfenasobime-li obé strany rovnice normalou n,
Vu-n=u, =ik -nu

vede pozadavek rovnobéznosti obou vyskytujicich se vektoru na podminku k- n = |k||n| a tedy
o0 : Uy = —

coz je podminka smiseného typu. Protoze tato podminka zajistuje, ze vlnéni bude prochizet kolmo kazdou
piislusnou ¢asti okraje tlohy, je velmi dulezité konstruovat tvar hranice pro numerickou simulaci v souladu s
predpokldddanym prubéhem analytického feSeni lohy.

Jinou moznosti je k hranici, kterou ma vlna simulovany objem opoustét, pridat nékolik vrstev prostredi, ve
kterém gradientné budeme zvySovat atlum prostfedi. Pii vhodném nastaveni se téméf zadna energie nevrati zpét
do simulovaného objemu a vlna efektivné prostiedi volné opusti (nezdvisle na sméru letu vaéci hranici).



