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Numericky vypocet derivace

Tayloruv rozvoj spojité funkce y(x) v okoli bodu x = a muzeme zapsat jako
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zde se zbytkem v Lagrangeové tvaru, kde £ lezi mezi x a a. Vyznam zbytku spo¢iva v tom, zZe s jeho vyuzitim
je rozvoj funkce neaproximativni. Neni sice jasné, jak konkrétné zvolit hodnotu &, ale i tak muzeme zbytek
prostiednictvim jeho majorizace dobie pouzit k odhadu presnosti rozvoje.

Diskretizace

Diskretizované hodnoty nezavislé proménné x ozna¢ime x[n]. V téchto uzlovych bodech evaluujeme zavislou
proménnou y, ozna¢ime piirozené y(x[n]) = y[n]. V rdmci (ekvidistantni) diskretizace zvolme x[n+1]—z[n] =
e > 0.

Predpokladejme v dalsim specidlné rozvoje jen v uzlovych bodech, napiiklad
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neboli, s vyuzitim zavedeného znaceni,
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Po shrnut{ élenii s druhou a vyssi derivacemi y do O(g?) o €2 miizeme napsat
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Tomuto vzorci se fiké jednobodovd doptednd prvni derivace, podle poctu a typu bodu, které jsou ve vzorci
zahrnuty kromé bodu vychoziho; chyba této formule je fadu e.
Stejné tak jsme ovSem mohli napsat
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a byli bychom dostali
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jednobodovou zpétnou prvni derivaci. Podotknéme, Ze numerické hodnoty dopiedné a zpétné derivace se
obecné lisi (a to v fadu chyby O(g)) i pro spojitou vychozi funkei.

Chybu muzeme zmens§it, kdyz pouzijeme oba rozvoje soucasné: pridanim druhé rovnice jsme ziskali jeden
stupen volnosti navic a ze soustavy (2), (4) tak muzeme eliminovat ¢len s druhou derivaci,
yln+1] — y[n—1]

y'[n] = 5 +0(e%); (6)

tomuto vzorci se fika dvoubodovd centrdlni prvni derivace. Jak je vidét z tvaru zbytku, pokud bude € malé,
skute¢né doslo oproti jednobodovym formulim ke zlepSeni pfesnosti.

Obdobnym zpusobem se hledaji n-bodové k-té derivace. Napiiklad dvoubodovd centrdlnd druhd derivace se
hleda opét ze soustavy (2), (4), tentokrat vyloué¢ime ¢len s prvni derivaci a dostavame




Centrélni vzorec nemusi byt mozné pouzit u hrani¢nich bodu intervalu, na kterém méame funkci vyjadienu.
Jedna varianta je vratit se zpét k piislusné orientované derivaci jednobodové, ale (z hlediska chyby) je lepsi
v takovém pfipadé - napiiklad u levé hranice - vypomoci si rozvojem

y[n+2] = y[n] + v/ [n]2e + %y"[n]lle2 +0() (8)

a ze soustavy (2), (8) opét vyloucit druhou derivaci; obdrzime

—3y[n] + 4y[n+1] — y[n+2]
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Tento vzorec se nazyva dvoubodovd doptednd prvni derivace.

Pouzivani necentralnich vztaht neni naStésti tak casté, jak by se mohlo zdat — zhusta mame na okrajich
intervalu definovany okrajové podminky, které zadavaji primo hodnotu neznamé funkce. Potom sestavujeme
derivace jiz jen ve vnitfnich bodech a tam lze uzit vzorce centrované. Pokud je pfedepsdna nulova hodnota
derivace na hranici, s centralni derivaci rovnéz vystacime.

Centrélni derivace nizsich tada v 1D shrnuje nésledujici obrézek:
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Alternativni formule

Pokusme se nyni pouzit diferen¢ni formule sofistikovanéjsim zpusobem. Piedpokladejme, ze bychom potiebovali
vyjadfit druhé derivace nikoliv pomoci nejbliz§ich sousedt, ale az druhych nejblizsich. To je samoziejmeé
mozné, staci napsat
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a ze souctu obou vztahu muzeme dostat

] = yln+2] = 2y[n] +y[n—2] | 0(2e).
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Vysledek neni prekvapivy, muzeme si predstavit, ze pocitame diferenci s nejblizsimi sousedy ve dvakrat fidsi
siti. Otdzkou nyni zustava presnost nového vypoctu, resp. jeji ndprava. Chceme-li dosdhnout i v fidsim
vzorkovani puvodni chyby, musime si vypomoci vicebodovou formuli. NapiSeme
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odkud (s majorizaci chyby) muzeme napsat

Jn] = —y[n+4] + 16y[n+2] — 2222[71] + 16y[n—2] — y[n—4] +O((4e)?)

(tedy opét bézna ctyibodova formule v #idsi siti).
Vice dimenzi

Ve vice dimenzich musime pouzit odpovidajici tvar Taylorova rozvoje:
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a diferencidly vyssich ddu se ziskaji formalnim umocnénim. Ve dvou dimenzich s (ekvidistantnimi) kroky
sité e, €y tedy napiiklad plati

f(x) = f(x0) + fu(x0)ex + fy(X0)ey + % (fx:v(XO)gaZc + 2 fay(X0)ezey + fyy<X0>532/) te

Tuto formuli muzeme vyuzit k vyjadieni dvourozmérného Laplasidanu jako zobecnéni druhé derivace. Zaméirime-
li se na pravoihly kiiz kolem uzlu z[k,l], muzeme ve zjednoduseném piipadé homogenni kartézské sité
(2 =€y =€) psat
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Sectenim vSech rovnic dostdvame hledanou aproximaci

FIE+1L0 + flk, 1+ 1) — 4f[k1) + flE—1,1] + f[k,1—1]

Af[kvl] = fl‘ﬂ?[k’l] + fyy[k’ ” = 62

+O(e)
Ze struktury vypoctu je patrné, ze jsme nejprve mohli secist prvni dvé rovnice a ziskat tak zndmou formuli
pro druhou derivaci v 1D, néasledné provést totéz ve druhé dimenzi a oba mezivysledky slozit.

Uvedena aproximace Laplasidnu je kanonicka, avSak zdaleka ne jedind. Pfedpoklddejme, ze bychom se

misto pravotuhlého kiize rozhodli pouzit kiiz thlopti¢ny. Potom bychom mohli psat

flk+1,04+1] = flk, 0] + folk, e + fylk, e + % (faxlk, 1]+ 2fuylk, [ + fyylk, 1) €% + O(?)

Flo=1041] = Ik, 0] — fulks Ul + £, [k, D)e + % Joalls 1] = 22y [0 1] + ks 1)) % + O(3)
f[k—l,l—l] = f[k, l] - fx[k:, l]s - fy[k:, l]e + % (fmc[k‘, l] + QfIy[k‘,l] + fyy[k:, l]) g2 + 0(53)
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Nyni opét pouhym sectenim vSech rovnic dostaneme
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a tato formule je (mimo jiné) o néco presnéjsi nez predchozi.
Grafické znazornéni obou ziskanych aproximaci 2D Laplasidnu spolu s pfisluSsnou smiSenou derivaci
zachycuje nasledujici obrizek:




Pokud bychom pokracovali s vypoctem kanonického Laplasianu do vice dimenzi, obdrzime posloupnost
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Adaptace sité na symetrii ulohy

Koneéné diference lze pomérné dobte vyuzit i ve slozitéjsich souradnych systémech nez kartézskych. Nasledujici
obrazky zachycuji vypocty Laplasidanu ve vostinové siti a v polarnich souradnicich:




