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Numerický výpočet derivace

Taylor̊uv rozvoj spojité funkce y(x) v okoĺı bodu x = a můžeme zapsat jako

y(x) = y(a) + y′(a)(x− a) +
1

2!
y′′(a)(x− a)2 + . . .

y[k+1](ξ)

(k + 1)!
(x− a)k+1, (1)

zde se zbytkem v Lagrangeově tvaru, kde ξ lež́ı mezi x a a. Význam zbytku spoč́ıvá v tom, že s jeho využit́ım
je rozvoj funkce neaproximativńı. Neńı sice jasné, jak konkrétně zvolit hodnotu ξ, ale i tak můžeme zbytek
prostřednictv́ım jeho majorizace dobře použ́ıt k odhadu přesnosti rozvoje.

Diskretizace

Diskretizované hodnoty nezávislé proměnné x označ́ıme x[n]. V těchto uzlových bodech evaluujeme závislou
proměnnou y, označ́ıme přirozeně y(x[n]) ≡ y[n]. V rámci (ekvidistantńı) diskretizace zvolme x[n+1]−x[n] =
ε > 0.

Předpokládejme v daľśım speciálně rozvoje jen v uzlových bodech, např́ıklad

y(x[n] + ε) = y(x[n]) + y′(x[n])ε+
1

2
y′′(x[n])ε2 + . . . ,

neboli, s využit́ım zavedeného značeńı,

y[n+1] = y[n] + y′[n]ε+
1

2
y′′[n]ε2 + . . . (2)

Po shrnut́ı člen̊u s druhou a vyšš́ı derivacemi y do O(ε2) ∝ ε2 můžeme napsat

y′[n] =
y[n+1]− y[n]

ε
+O(ε). (3)

Tomuto vzorci se ř́ıká jednobodová dopředná prvńı derivace, podle počtu a typu bod̊u, které jsou ve vzorci
zahrnuty kromě bodu výchoźıho; chyba této formule je řádu ε.

Stejně tak jsme ovšem mohli napsat

y(x[n]− ε) = y[n]− y′[n]ε+
1

2
y′′[n]ε2 + . . . (4)

a byli bychom dostali

y′[n] =
y[n]− y[n−1]

ε
+O(ε), (5)

jednobodovou zpětnou prvńı derivaci. Podotkněme, že numerické hodnoty dopředné a zpětné derivace se
obecně lǐśı (a to v řádu chyby O(ε)) i pro spojitou výchoźı funkci.

Chybu můžeme zmenšit, když použijeme oba rozvoje současně: přidáńım druhé rovnice jsme źıskali jeden
stupeň volnosti nav́ıc a ze soustavy (2), (4) tak můžeme eliminovat člen s druhou derivaćı,

y′[n] =
y[n+1]− y[n−1]

2ε
+O(ε2); (6)

tomuto vzorci se ř́ıká dvoubodová centrálńı prvńı derivace. Jak je vidět z tvaru zbytku, pokud bude ε malé,
skutečně došlo oproti jednobodovým formuĺım ke zlepšeńı přesnosti.

Obdobným zp̊usobem se hledaj́ı n-bodové k-té derivace. Např́ıklad dvoubodová centrálńı druhá derivace se
hledá opět ze soustavy (2), (4), tentokrát vylouč́ıme člen s prvńı derivaćı a dostáváme

y′′[n] =
y[n+1]− 2y[n] + y[n−1]

ε2
+O(ε). (7)
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Centrálńı vzorec nemuśı být možné použ́ıt u hraničńıch bod̊u intervalu, na kterém máme funkci vyjádřenu.
Jedna varianta je vrátit se zpět k př́ıslušně orientované derivaci jednobodové, ale (z hlediska chyby) je lepš́ı
v takovém př́ıpadě - např́ıklad u levé hranice - vypomoci si rozvojem

y[n+2] = y[n] + y′[n]2ε+
1

2
y′′[n]4ε2 +O(ε3) (8)

a ze soustavy (2), (8) opět vyloučit druhou derivaci; obdrž́ıme

y′[n] =
−3y[n] + 4y[n+1]− y[n+2]

2ε
+O(ε2). (9)

Tento vzorec se nazývá dvoubodová dopředná prvńı derivace.

Použ́ıváńı necentrálńıch vztah̊u neńı naštěst́ı tak časté, jak by se mohlo zdát – zhusta máme na okraj́ıch
intervalu definovány okrajové podmı́nky, které zadávaj́ı př́ımo hodnotu neznámé funkce. Potom sestavujeme
derivace již jen ve vnitřńıch bodech a tam lze už́ıt vzorce centrované. Pokud je předepsána nulová hodnota
derivace na hranici, s centrálńı derivaćı rovněž vystač́ıme.

Centrálńı derivace nižš́ıch řád̊u v 1D shrnuje následuj́ıćı obrázek:
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Alternativńı formule

Pokusme se nyńı použ́ıt diferenčńı formule sofistikovaněǰśım zp̊usobem. Předpokládejme, že bychom potřebovali
vyjádřit druhé derivace nikoliv pomoćı nejbližš́ıch soused̊u, ale až druhých nejbližš́ıch. To je samozřejmě
možné, stač́ı napsat

y[n±2] = y[n]± y′[n]2ε+
1

2
y′′[n]4ε2 ± 1

6
y′′′[n]8ε3 +

1

24
yIV[n]16ε4 +O((2ε)5),

a ze součtu obou vztah̊u můžeme dostat

y′′[n] =
y[n+2]− 2y[n] + y[n−2]

4ε2
+O(2ε).

Výsledek neńı překvapivý, můžeme si představit, že poč́ıtáme diferenci s nejbližš́ımi sousedy ve dvakrát řidš́ı
śıti. Otázkou nyńı z̊ustává přesnost nového výpočtu, resp. jej́ı náprava. Chceme-li dosáhnout i v řidš́ım
vzorkováńı p̊uvodńı chyby, muśıme si vypomoci v́ıcebodovou formuĺı. Naṕı̌seme

y[n±4] = y[n]± y′[n]4ε+
1

2
y′′[n]16ε2 ± 1

6
y′′′[n]64ε3 +

1

24
yIV[n]256ε4 +O((4ε)5)

odkud (s majorizaćı chyby) můžeme napsat

y′′[n] =
−y[n+4] + 16y[n+2]− 30y[n] + 16y[n−2]− y[n−4]

48ε2
+O((4ε)3)

(tedy opět běžná čtyřbodová formule v řidš́ı śıti).

Vı́ce dimenźı

Ve v́ıce dimenźıch muśıme použ́ıt odpov́ıdaj́ıćı tvar Taylorova rozvoje:

f(x) = f(x0) + df(x0) +
1

2
d2f(x0) + . . . ,

kde

df =
∂f

∂x
·∆x = fx∆x+ fy∆y + . . .
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a diferenciály vyšš́ıch řád̊u se źıskaj́ı formálńım umocněńım. Ve dvou dimenźıch s (ekvidistantńımi) kroky
śıtě εx, εy tedy např́ıklad plat́ı

f(x) = f(x0) + fx(x0)εx + fy(x0)εy +
1

2

(
fxx(x0)ε

2
x + 2fxy(x0)εxεy + fyy(x0)ε

2
y

)
+ . . .

Tuto formuli můžeme využ́ıt k vyjádřeńı dvourozměrného Laplasiánu jako zobecněńı druhé derivace. Zaměř́ıme-
li se na pravoúhlý kř́ıž kolem uzlu x[k, l], můžeme ve zjednodušeném př́ıpadě homogenńı kartézské śıtě
(εx = εy ≡ ε) psát

f [k+1,l] = f [k, l] + fx[k, l]ε+
1

2
fxx[k, l]ε2 +O(ε3)

f [k−1,l] = f [k, l]− fx[k, l]ε+
1

2
fxx[k, l]ε2 +O(ε3)

f [k,l+1] = f [k, l] + fy[k, l]ε+
1

2
fyy[k, l]ε2 +O(ε3)

f [k,l−1] = f [k, l]− fy[k, l]ε+
1

2
fyy[k, l]ε2 +O(ε3)

Sečteńım všech rovnic dostáváme hledanou aproximaci

∆f [k, l] ≡ fxx[k, l] + fyy[k, l] =
f [k+1,l] + f [k, l + 1]− 4f [k,l] + f [k−1,l] + f [k,l−1]

ε2
+O(ε)

Ze struktury výpočtu je patrné, že jsme nejprve mohli seč́ıst prvńı dvě rovnice a źıskat tak známou formuli
pro druhou derivaci v 1D, následně provést totéž ve druhé dimenzi a oba mezivýsledky složit.

Uvedená aproximace Laplasiánu je kanonická, avšak zdaleka ne jediná. Předpokládejme, že bychom se
mı́sto pravoúhlého kř́ıže rozhodli použ́ıt kř́ıž úhlopř́ıčný. Potom bychom mohli psát

f [k+1,l+1] = f [k, l] + fx[k, l]ε+ fy[k, l]ε+
1

2
(fxx[k, l] + 2fxy[k, l] + fyy[k, l]) ε2 +O(ε3)

f [k−1,l+1] = f [k, l]− fx[k, l]ε+ fy[k, l]ε+
1

2
(fxx[k, l]− 2fxy[k, l] + fyy[k, l]) ε2 +O(ε3)

f [k−1,l−1] = f [k, l]− fx[k, l]ε− fy[k, l]ε+
1

2
(fxx[k, l] + 2fxy[k, l] + fyy[k, l]) ε2 +O(ε3)

f [k+1,l−1] = f [k, l] + fx[k, l]ε− fy[k, l]ε+
1

2
(fxx[k, l]− 2fxy[k, l] + fyy[k, l]) ε2 +O(ε3)

Nyńı opět pouhým sečteńım všech rovnic dostaneme

∆f [k, l] =
f [k+1,l+1] + f [k−1,l+1]− 4f [k,l] + f [k−1,l−1] + f [k+1,l−1]

2ε2
+O

(ε
2

)
a tato formule je (mimo jiné) o něco přesněǰśı než předchoźı.

Grafické znázorněńı obou źıskaných aproximaćı 2D Laplasiánu spolu s př́ıslušnou smı́̌senou derivaćı
zachycuje následuj́ıćı obrázek:
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Pokud bychom pokračovali s výpočtem kanonického Laplasiánu do v́ıce dimenźı, obdrž́ıme posloupnost
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Adaptace śıtě na symetrii úlohy

Konečné diference lze poměrně dobře využ́ıt i ve složitěǰśıch souřadných systémech než kartézských. Následuj́ıćı
obrázky zachycuj́ı výpočty Laplasiánu ve voštinové śıti a v polárńıch souřadnićıch:
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