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MKP — priklad sestaveni v 1D, Poissonova rovnice

Uvazujme Poissonovu rovnici

L(u) = Au— 4mp = 0.
Jeliu=>3",

)

j: /QN[j]L( uli) N )dQ Z /N V(VN[i])dQ — 47r/N JpdQ = 0,

kde ovSem muzeme psit N[j]V(VN[i]) = V(N[j]VN]i]) — VN[j]VN[i] a na prvni ¢len pouzit Gaussovu vétu.
Dostaneme

u[i]N[i], dostavdme pro Galerkinovy podminky

j: Zu N [jIVN[i]dW — Z /VN VN[]dQ—47r/N [pdQ,
coz je algebraickd soustava Ku = b, kde piispévek objemovych ¢lenu je

Kij—/VN[j]VN[i]dQ bj—47r/N[j]pd9~
Q Q

vklad. Presnejl, trividlni Neumannova podminka nevyzaduje zadnou mod1ﬁkac1 rovnic, podminka Dirichletova
svymi hodnotami vstoupi do integralu u okrajovych elementu, ale jelikoz je hodnota na hranici zaddna, vSechny
takové ¢leny se prevadi jako konstanta na pravou stranu (v Dirichletovsky zadanych uzlech rovnice nesestavujeme).



F8370 Moderni metody modelovani ve fyzice D. Hemzal
jaro 2023 hemzal@physics.muni.cz

V uvedeném zapisu by sestaveni rovnic prochazelo ve velké smycce vSechny uzly, v kazdém cyklu by se dohledavaly
vSechny elementy, které uzel obsahuji. To neni praktické, zejména ve vysSich dimenzich vystup z generdtoru sité
obsahuje primarné seznam elementu a jeho neustdlé prohleddvani pro aktudlni uzel by bylo extrémné zdlouhavé.

Budeme proto matici soustavy a vektor pravé strany sestavovat ve smycce pfes jednotlivé elementy: v 1D
méame usecky T'(z[i], z[j]) a na nich jednotlivé vétve aproximacnich funkci,

x — x[i] = x — x[j]
z(j] — x[i]’

b= Sl = 2lj]

Nr[i

Na kazdém elementu budou existovat dva typy piispévku: dva diagondlni, typu

o 12d 2 — 1 i x—il ro x[j x|t
K= [(ONeliP = s /xm e = =g ~ O prowbl > =l
a mimodiagonalni, typu
x[j] ' ' S " T = - ro T|j| > x[t
Ry [ NNt = p g [ e = g <opro ol > sl

Zakladni kontrolou naseho sestaveni je symetrie matice K, v obecnéjsim pfipadé byvé matice soustavy pied
zavedenim okrajovych podminek hermiteovska. V praxi potradi uzli nefeSime a ve jmenovateli pouzijeme délku
elementu lp = |z[j] — x[d]].
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Komponenty vektoru pravé strany b; = 4w / N[j]pdQ se rovnéz rozpadaji na piispévky v rdmci jednotlivych

Q
elementu. V souladu s myslenkou MKP muzeme uvazovat p = >, p[¢]N[i], potom
by =4 3l [ NGINTde
i

d4 na elementu T'(1, J) piispévky

b[J] += 4 mﬂ "[B‘”] lr bl +=4x ["[6‘” pgﬂ] I

Vypisme si vSechny ziskané koeficienty ve zjednodusenim piipadé ekvidistantniho kroku e:

1 2
Kig=-2 Kjj=7 Kinj=--

47 6

S € z pravé strany rozeznavame v sestavené matici diskretizovany Laplasidn, na pravé strané zbyva vahovany
prumér hodnot v okoli aktudlniho uzlu, pfi¢emz vétsina vdhy spociva na hodnoté v aktudlnim uzlu. Duvod této
zmény (ve FD by vystupoval pouze aktudlni uzel) tkvi v Galerkinové optimalizaci - rovnici se snazime plnit nejen
v uzlovych bodech, ale i v oblasti mezi nimi.

byl _ [Pl =11+ 4pl5] + plj +1]
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Celé sestaveni FEM v naSem piipadé vypada takto:

vytvoreni prazdné matice K o velikosti po¢tu vnitinich uzla
vytvoreni prazdného vektoru b o délce poc¢tu vnitinich uzlua

pro kazdy element T'(I,J) :
lr = |z[I] — x| J]]
pro vnitini uzly I,J elementu 7"
la) Ky +=1/Ir 2a) by += 47 [% + @} -
1b) Kyj +=1/ly %) by += 4 [%Jr@} Iy
1C) Kry += —1/lT

1d) K;1 += —1/lT

dalsi element.

D. Hemzal
hemzal@physics.muni.cz

(V predchozim zépisu se z vypoctu vynechaji kroky, v nichz by kterykoliv z uzlu I, J nebyl vnitini.)



