J. Humlicek FKL II

8. Statisticka rovnovaha elektroni a dér
V polovodivém krystalu je obvykle relativné mala koncentrace pohyblivych nosicl naboje — elektronti a dér, s vinovymi funkcemi z malé oblasti
kolem dna vodivostniho a vrcholu valen¢niho pasu. Plyn volné pohyblivych kvazic¢astic je v tepelném kontaktu se ,,zbytkem krystalu®, zejména s
vibra¢nim pohybem mfize (S termostatem s absolutni teplotou T). Koncentrace volnych nosi¢l se navic miize ménit, zejména pii zméné teploty

nebo ve vnéjsim elektromagnetickém poli. Proto je zména vnitini energie U plynu sloZena z ptijatého tepla, prace A vykonané plynem a prace
vynalozené na zménu poctu N nosici:

dU =TdS —6A+ udN , (8.1)

kde S je entropie a  chemicky potencial. Statisticka rovnovaha plynu v kontaktu s termostatem a zdrojem ¢astic je popsana velkym kanonickym
rozdelenim, udavajicim pravdépodobnost W nalezeni plynu ve stavu s energii E; a poctem ¢astic N; (imérnou poctu moznosti, kterymi se tento
stav muze realizovat),
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Normovaci faktor Z je velka statisticka suma (parti¢ni funkce), g, znamena nasobnost degenerace stavu s energii E,. Velky kanonicky potenciél
je

Q=-kTIn(Z). (8.3)
Fermionovy plyn

Pro plyn tvofeny N (nerozliSitelnymi neinteragujicimi) fermiony musime pocitat s Pauliho vylu¢ovacim principem. Hamiltonian je souctem
jednocasticovych prispévkil,
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Stavovy vektor fermionového plynu musi byt antisymetricky vici zaméné Castic. Energiové hladiny E; mohou byt degenerované, musime tedy
stavy k nim pfislusné oznacit dalsim indexem, pouzijeme symbol ¢;. Pravdépodobnost
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zavisi na poctu n; 4 obsazenych jednocasticovych stavl ¢; s energii E;. Je vhodné si uvédomit, Ze obsazovani stavii riznych ¢astic je nezavislé,
ptislusné pravdépodobnosti se tedy nasobi, stejné jako odpovidajici faktory ve stavové sumé. Mozné hodnoty poctu obsazenych
jednocasticovych stavt jsou pro fermiony pouze 0 nebo 1; jeho stiedni hodnota je tedy
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Stredni pocet (8.6) je zaroven pravdépodobnosti obsazeni stavu i,ai, oznacuje se jako Fermi-Diracova statistika,



1
fFD(X):W .

Stiedni pocet Castic s energii Ej je (a5 =1,..., Gi)
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Jako obvykle mizeme vyuzit kvazispojitého spektra energii a pro pocet ¢astic ve stavech s energii mezi E a E + dE brat

E-u
foo (?j D(E)dE ,

kde D je hustota stavti. Stiedni hodnota celkového potu Castic je pak

_ [t [Ezm
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sttedni hodnota energie
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Parabolické minimum pasu

Pro disperzni relaci
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je v krystalu o objemu V hustota stavti (v okoli tfirozmérného minima)
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V hofejsim vztahu je zapocétena dvojnasobna spinova degenerace. Oznacime-li

m"=(mm,m,)"*

vychazi z (8.11) koncentrace elektron
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Integral v (8.16) nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkci. Je to jeden z Fermi-Diracovych integrald (pro j = 1/2)
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spliiujicich relaci
d .
E Fj (z)= JFj—l(Z) . (8.18)
Dutlezité je limita
F(2) > exp(z)Jtj exp(-t)dt =exp(2)I'(j+1) pro z—> -, (8.19)
0

kde I je Eulerova funkce (zobecnény faktorial), [(j+1) = j T'(j) , T(1/2) = Vr, T'(3/2) = Vr/2.
Nedegenerovany plyn (klasicka limita)

V limité (8.19) je chemicky potencial hluboko pod nejmensi energii pasu (ta je nulova) a plyn se oznacuje jako nedegenerovany. Podminkou
pouzitelnosti je zfejmeé moznost zanedbat jedni¢ku ve jmenovateli Fermi-Diracovy statistiky (8.8) proti velkym hodnotam exponenty, dostavame

klasickou Boltzmannovu statistiku fg:
E—u E—u Y7, E
f ~ f.| —— |=exp| = |[exp| —— | .
FD( KT j B( KT J p(ij p( ij (8.20)

Vztah (8.16) pro koncentraci se zjednodusi na

* 3/2
n:Z(Z”m KT) ex (’u) (8.21)
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Podminka pro pouziti Boltzmannovy statistiky ma jednoduchou interpretaci. Vztah (8.21) mtizeme totiZ piepsat jako
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veli¢ina Ar je de Broglieova vinova délka kvazicastice s efektivni hmotnosti m* a energii KT. Objem na jednu ¢astici, V/<N>, musi byt v klasické
limité mnohem vétsi nez je objem krychle s hranou rovnou de Brogliove vinové délce dané termalni energii KT. Pak se neuplatni kvantové jevy
spojené s nerozliSitelnosti ¢astic a plyn se chova klasicky. Vyraznym kvantovym efektem ov§em zustava piitomnost efektivni hmotnosti.

Pti zadané koncentraci (dané napf. Grovni dopingu, s teplotou dostate¢né malou k tomu, aby tepelna excitace ,,pies gap* byla zanedbatelnd)
dostavame z (8.21) explicitni zavislost chemického potencialu na teplot¢:
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(8.23)

Pouzitelnost klasické statistiky podporuje vysoka teplota, velka efektivni hmotnost a mal4 koncentrace. Pti teploté 300 K a efektivni hmotnosti

9.1E-28 g (klidova hmotnost elektronu) je
exp (ij U n= n ;
KT )~ am kT2 2.51x10° cm® (8.24)

s koncentraci 1E18 cm™ je chemicky potencial -0.107 eV a hodnota Boltzmannovy a Fermi-Diracovy statistiky pro energii E = 0 je po fadé
0.0159 a 0.0157. V této situaci je o¢ividné pouziti klasické statistiky opravnéné.

Silné degenerovany plyn
Dalsi zjednoduseni dostaneme pro velké koncentrace, nizké teploty, ptipadné malé efektivni hmotnosti. Kdyz je chemicky potencial mnohem

veétsi nez KT, miizeme hrub¢é aproximovat Fermi-Diracovu statistiku schodovou funkci, s hodnotou 1 pro E<gya 0 pro E>uy (zde je wp limita
chemického potencialu pro nulovou teplotu). V této aproximaci je koncentrace podle vztahu (8.16)
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Naopak, chemicky potencial pro nulovou teplotu vychazi z koncentrace jako
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Zde si v§imneme rozdilu proti klasickému vysledku pro objemovou hustotu energie, 3nkT/2. Veli¢ina u se zpravidla oznacuje jako Fermiho
energie, v piipad€ kovu mé vyznam nejvyssi jednocasticové energie v limité nulové teploty.

Pro kvantitativni orientaci vezmeme ve vztahu (8.26) hmotnost volného elektronu a koncentraci 1E22 cm™ (typicky kov), coz vede k Fermiho
energii 7.8 ¢V. Pro siln& legovany polovodi¢ miiZe byt typicka koncentrace 1E19 cm™, s efektivni hmotnosti 0.1mg je hodnota Fermiho energie
0.78 eV. V takové hloubce vodivostniho pasu ovSem nemiizeme ocekavat platnost predpokladané kvadratické disperze pasovych energii.

Vlastni polovodi¢

V idedlnim polovodivém krystalu jsou pii nenulové teploté obsazené stavy ve vodivostnich pasech diky tepelné excitaci stavi z valenc¢nich past,
ve kterych vznikaji volné pohyblivé diry. VZdy je tedy tepelnym pohybem excitovan pér elektron-dira. O koncentraci téchto parti rozhoduje
pomér Ey/KT a efektivni hmotnosti elektronti a dér, Eq je Sitka pasu zakazanych energii (gap). Pro dalsi rozbor zachovame pocatek odecitani



energii ve dnu vodivostniho pasu (8.13), vrchol valen¢niho pasu ma tedy energii -Eg. Omezime se na posouzeni izotropnich extrémi pasti ve
sttedu Brillouinovy zony, s disperznimi relacemi (E’ je energie stavu z valencniho pasu)

: (8.28)

kde m, a m, jsou efektivni hmotnosti negativné a pozitivn€ nabitych nosict naboje (elektront a dér). Pravdépodobnost toho, Ze stav s energii E’
neni obsazen elektronem, tedy je dirou, je s pomoci (8.6)

oo (EY) =1-fep (E') =1- E —EN . (629)
exp +1 exp +1
Pti ptedpokladané tepelné excitaci parit musi byt koncentrace elektronti (n) a dér (p) stejna; pfitom
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(8.30)

V klasické limité (malé koncentrace, velké teploty a efektivni hmotnosti) nahradime Fermi-Diracovu statistiku Bolzmannovou; s pomoci (8.20)
a (8.21) dostaneme
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Podminka neutrality (n=p) tedy dava
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Chemicky potencial pii nulové teploté (Fermiho energie) je ve stiedu pasu zakazanych energii. Diry maji zpravidla n€kolikrat vétsi efektivni
hmotnost nez elektrony, chemicky potencial tedy lezi o fadové kT nad stfedem pasu zakazanych energii. Koncentrace elektronii a dér (oznacuje
se jako intrinsicka) je

(8.33)

27 Jmm_KT)*? E E
ni:n:p:Z(ﬁ o, KT) exp( gj— OTexp( ]
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Koncentrace nor pted (typicky velmi malou) hodnotou exponencidly v poslednim vztahu je zfejmé fadoveé odpovida jednomu paru elektron-dira
v objemu krychle s hranou de Broglieovy vinové délky ¢astice s hmotnosti /mnmp a energii KT, viz (8.22). Pti teploté 300 K a efektivni

hmotnosti elektront i dér 9.1E-28 g (klidova hmotnost elektronu) je tato koncentrace 2.5E19 cm®, de Broglieova vlnova délka je 4.3 nm; pro
hodnoty E4 rovné 1 a 0.1 eV je n; po fadé 1E11 a 3.6E18 cm™.



Dopovany polovodi¢

Pro polovodivy krystal s Sitkou pasu zakazanych energii Ey vVyznac¢ime pfitomnost donorovych hladin s koncentraci donort np a jejich ionizacni

energii Ep, stejn¢ pro akceptory:

ENERGIE

POLOHA

Energie v dopovaném polovodici.
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Pti nenulové teplot€ jsou obsazovany stavy ve vodivostnim pésu jednak diky excitaci valen¢nich stavil, jednak excitaci (lokalizovanych)
piimésovych stavil. Celkova neutralita je vyjadfena rovnosti (pocet elektronti ve vodivostnim pasu) + (pocet elektronti v akceptorovych stavech)
= (pocet dér ve valen¢nim pasu) + (pocet dér v donorovych stavech), neboli

" (m) f (E ”j\/_dE+n fFD(ﬂj

5 KT

3/12 o E E
- Q%I fo (u}/ﬁdE 0 fog (M) _

B KT KT

(8.34)

Relativné jednoduse mizeme hotejsi situaci posoudit v ptipadé, kdy je chemicky potencidl uvniti zakdzaného pasu, dostate¢né daleko od okraju,
teplota a efektivni hmotnosti nejsou pfilis malé a 1ze tedy nahradit Fermi-Diracovu statistiku pro pasové stavy v (8.34) statistikou
Boltzmannovou. Tento pifedpoklad znamena splnéni nerovnosti

u
X =exp| — |<<1
p(ij (8.35)

a vztah (8.34) se zjednodusi takto:

(ZﬂmnkT)3/ 2
8°h°

nA
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zz(ﬂp ) exp[ gjl

X+

(8.36)

8°n° kT

Toto je algebraicka rovnice stupné 4 pro neznamou hodnotu X, ktera dava chemicky potencial.
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Jednoduchy vysledek dostaneme pro jediny typ dopantii, napt. donort (na = 0) a dostate¢né malou ioniza¢ni energii vzhledem k hodnoté gapu

(Ep « Ey):

@rmKT)*? n,

2 87°h° - E '
X exp (D) +1
KT

Pro malé teploty (KT « Ep) zanedbame jedni¢ku ve jmenovateli na pravé strané rovnice (8.37) a dostaneme

_ (27[h)3/2 n exp(— Dj
J2(27m k) NP 2kT )’

odtud chemicky potencial

E, KT, (2zh)°n,
—+—In B
2 2 2(2zmKT)

a koncentraci vodivostnich elektronu

2KT

3/4
n:\/E(ZﬂmnkT) - exp[—ij |

(272'h)3/2

Pro velkeé teploty (Ep « kT) zanedbame exponentu ve jmenovateli na pravé strané posledni rovnice a dostaneme

_ (2zny® 0
2(2zm kT)*¥? ° "

odtud chemicky potenciél

(8.37)

(8.38)

(8.39)

(8.40)

(8.41)

12



(2zh)°n,

u=KTIn 2(27rmnkT)3/2 (8.42)
a koncentraci vodivostnich elektront

n=ng . (8.43)
To jsme cekali, protoze tepelna energie ionizuje vSechny donory.
Vztahy (8.37-43) mizeme pouzit pro dopovani pouze akceptory (np = 0), kdyz vSude nahradime veli¢iny np , Ep, N, Ssymboly na , Ea, np,
polozime nulovou energii do vrcholu valen¢niho pasu a smér ke kladnym hodnotam dovnitt valen¢niho pasu.
Vsimneme si jesté souvislosti plynouci ze vztahti (8.31) a (8.33). Pro soucin koncentraci elektronli a dér dostavame

(27 Jm,m_KT)? E, )
np =2 S g L (8.44)

(872'3h3)2

to je Ctverec intrinsické koncentrace (v absenci dopingu). Pfitomnost volnych elektronti nebo dér z pfimésovych atomi tedy redukuje koncentraci
nosicl opacného znaménka a to tim vice, ¢im mensi je intrinsickd koncentrace.

Polovodivy krystal se soucasnou ptitomnosti donorovych 1 akceptorovych piimési oznacujeme jako (zpravidla pouze ¢astecné) kompenzovany.
Pro posouzeni statistické rovnovahy nosicii v krystalech s anizotropnim a degenerovanym dnem vodivostniho pasu je tieba hustotu stavli v
hotejs$im rozboru patfiéné modifikovat (cviceni). Podobné¢ pro nekvadratické disperzni relace valen¢nich past.

Hustota stavii v mnoha dopovanych polovodicich jde dnes podrobné zmapovana experimentalné. Nize je piiklad Si:P v blizkosti piechodu kov-

izolator (MI transition), ~3.5E18 cm’®,
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Zmétena fotoluminiscence Si:P pfii slabé (ktizky) a silné (prazdné krouzky) injekci a hustota
stavil (Ctverecky) z transportnich méfeni; riizné Grovné legovani fosforem, teplota 4.2 K.
Parametrizovana hustota stavii — plna cara. Z Altermatt et al., JAP 2006.
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né¢kolika teoretickych rozbord. Z Altermatt et al., JAP 2006.
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