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Vliv matematiky na jiné obory

Matematika se pouziva jako zakladni jazyk a prostfedek ve viech pfirodnich
védach i technickych oborech a je i velmi vyznamnym podplrnym nastrojem
humanitnich a spolecenskych véd (ekonomie, jazykovéda, pravo, sociologie).
Nékteré konkrétni aplikace matematiky v technickych oborech jsou velmi
hezky ilustrovany na strankach
http://commons.bcit.ca/math/examples/.

Na této pfednasce se budeme snazit ilustrovat principy matematického

mysleni v realném zivoté na prikladech, kdy ne vZdy je intuitivni pristup
rovnéz optimdlni.
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Hry a sazky Hra na zacatek/zavér

Hra na zacatek/zavér

Jak prfemysleji jednotlivi hraci v riiznych hrach si mizete vyzkouset

v nasledujici hre:
m kazdy ucastnik napiSe na papirek ¢islo od 0 do 20 a papirek odevzda
m vypocte se aritmeticky prdmér odpovédi

VVVVV

Jaky bude vas tip?
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Stfedni hodnota Ocekavany vynos a doba ¢ekani na uspéch

Ocekavany vynos

Z matematickych pojmud budeme pouzivat zejména pojem olekdvany vynos
(stfedni hodnota) nahodné veliciny, ktery je definovan jako soucet
pFislusnych vynost vynasobenych pravdépodobnosti jejich vyskytu?, tj.

v pfipadé diskrétni veli¢iny s kone¢né mnoha hodnotami

E(X):Pl'V1+"'Pn'Vn-

Napf. stfedni hodnota padlého ¢isla pii hodu Sestibokou kostkou je
1+t 2+1.3412.442.541.6=35

lvazeny posluchat tuéi, Ze jsme zde zna¢né neformalni, korektni matematicka
definice stfedni hodnoty nahodné veli¢iny by vyzadovala jistou pfipravu, my se
vSak v ramci konceptu prednasky budeme snazit formalnostem vyhybat.
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Stfedni hodnota Ocekavany vynos a doba ¢ekani na uspéch

Predpokladané (ocekavané) cekani

[lustrujme pojem stfedni hodnoty (v tomto pfipadé predpoklddaného Cekdni)
na prikladu, ktery kazdy z nas zna ze hry Clovéce, nezlob se.

Jaka je primérna doba ¢ekani na to, Ze pfi hodech kostkou padne ¢islo 6?
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Stfedni hodnota

Ocekavany vynos a doba ¢ekani na uspéch

Redeni

Se znalosti teorie pravdépodobnosti samoziejmé mizeme konstatovat, Ze

jde o klasicky priklad diskrétni nahodné veliliny X s tzv.

geometrickym rozdélenim, ur¢enym pravdépodobnostni funkci

PUX=K) = (1 =p)*-p,
kde p je pravdépodobnost Uspéchu, tedy v naSem pfipadé p = % Tato
nahodna veli¢ina ma zakladni momenty E(X) = %,D(X) = p;z”
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Stfedni hodnota Ocekavany vynos a doba ¢ekani na uspéch

Redeni (pokr.)

Uloha se tedy da snadno vyresit se znalosti teorie pravdépodobnosti, my to
ale zvladneme i bez toho. Necht je pravdépodobnost Uspéchu p, jaky je
otekavany pocet opakovani pokusu, nez se Uspéch dostavi?

Uspéch nastane pfi 1. pokusu - pravdépodobnost p
Uspéch nastane pfi 2. pokusu - pravdépodobnost (1 — p)p
Uspéch nastane pfi 3. pokusu - pravdépodobnost (1 — p)?p

m Uspéch nastane pfi n-tém pokusu - pravdépodobnost (1 — p)"~!p
Celkem je ocekavany pocet pokus( roven

Lp+2-(1—pp+3-(L—p)Pp+---+n-(L—p)p+---.

Jde o soucet nekonecné fady, ktery lze vypocitat s vyuzitim geometrickych
fad? - soucet je roven 1/p.

http://en.wikipedia.org/wiki/Wheat_and_chessboard_problem
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Stfedni hodnota Ocekavany vynos a doba ¢ekani na uspéch

Kolik bude stat sbér karticek?

Priklad

Marek sbira karticky hokejistd NHL. Jeho cilem je mit vSech 100 karticek a
zajima ho (tedy asi spiSe rodice, ktefi to plati @), kolik krabi¢ek, do kterych
jsou karti¢ky nahodné po jedné umistovany, v priméru potfebuje, aby ziskal
vSech 100 karticek.
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Stfedni hodnota Ocekavany vynos a doba ¢ekani na uspéch

Re3eni
Prvni karta je jist& nova, druha karta bude nova s pravdépodobnosti 99/100,
takzZe délka ocekavaného tekani na druhou kartu je 100/99 krabicek.
Podobné tfeti karta atd. Na zisk sté karticky bude v priméru ¢ekat 100/1
krabicek.

Celkem je o¢ekavana doba Cekani na vSechny karti¢ky rovna

1 1 11
100<i664-§§4—~-+-54—1) ~ 518.7.

Rada v zavorce je tzv. harmonicka fada, o niZ je znam pomérné prekvapivy
fakt: s¢itame-Li ¢isla 1/n dostatecné dlouho, piekro¢ime libovolné velkou
predem zvolenou mez. Soucet prvnich n ¢lend harmonické fady se da dobfe
odhadnout jako Inn + ~, kde v = 0,57721 je tzv. Eulerova konstanta.

V nasem pfipadé da tato aproximace vysledek 100(In 100 + v) ~ 518,2.
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Stfedni hodnota Ocekavany vynos a doba ¢ekani na uspéch

Co fika o divergenci harmonické rady ChatGPT 4.0 ?

Prove the divergence of harmonic series using high school arguments only.

E
To prove the divergence of the harmonic series using high school arguments, we can
use the comparison test, which compares the given series to another series whose
behavior is known.

Let’s consider the series 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + ... and compare it to the series 1 + 1/2
+1/4 + 1/4 + ... where each term in the second series is the value of the previous
term divided by 2.

We can see that each term in the second series is less than or equal to the
corresponding term in the first series. Therefore, the partial sums of the second
series are also less than or equal to the partial sums of the first series.
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Stfedni hodnota Ocekavany vynos a doba ¢ekani na uspéch

Reseni (pokracovani)
The sum of the second seriesis 1 +1/2 +1/4+ 1/4 + ... = 2. This is a finite value, as
each term in the series approaches 0 as we continue adding more terms.

Since the partial sums of the first series are greater than or equal to the
corresponding partial sums of the second series, and the sum of the second series is
finite, we can conclude that the sum of the first series is greater than or equal to 2
and therefore must be infinite.
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Stfedni hodnota Ruleta a spol.

Ruleta

Podivejme se ted na hazardni hry a sazky.
Ruleta je znama hra, kde se sazi na Cisla 1 az 36 a jejich rdzné kombinace.
Aby mél provozovatel zisk, je dale na hraci plo3e ¢islo 0 (a v americké verzi

jesté 00).
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Stfedni hodnota Ruleta a spol.

S pomoci teorie pravdépodobnosti snadno spocitame ocekavany vynos pfi
sazce 100 K¢ na jedno &islo (v takovém pripadé vyhravame 35-tinasobek

vkladu):

—100§+35 100— —2,70K¢,

resp. —5,26 K¢ v amerlcke varianté. Budeme-Li sazet na ,je
pravdépodobnost vyhry 18 37, tj. oekavany vynos Cini

—100%2 + 110028 = —2,70 K& Stejné je to i pfi v3ech ostatnich
varlantach sazek. VSimnéte si, Ze vyplaty a sazky v ruleté jsou konstruovany
tak, Ze je Uplné jedno na co se sazi, o¢ekavany vynos je vzdy stejny, totiz
—+- vkladu (v americké varianté pak — 2 vkladu).
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Stfedni hodnota Ruleta a spol.

Stastnych 10

Stastnych 10 je sazkova hra, kterou provozuje Sazka, a.s., a v niz se tipuje 1
az 10 Cisel z 80. V losovani je tazeno 20 Cisel. Hra obsahuje mnoho variant
vyhry pfi uhodnuti riizného poctu ¢isel a ,dokonce” cenu utéchy pfi tipovani
alespon 6 Cisel a neuhodnuti zadného. Vypoctéme si alespon pramérny
vynos z jedné vsazené stokoruny:

m pii sazce na jedno Cislo (pfi uhodnuti dostaneme dvojnasobek vkladu)

B pii sazce na pét Cisel (3: 2x; 4: 16x; 5: 200x)

m pfi sazce na deset Cisel (0: 1x; 5: 3x; 6: 10x; 7: 20x; 8: 500x; 9: 10000x;

10: 200000x)
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Stfedni hodnota Ruleta a spol.

Jaka je pravdépodobnost vyhry?

Hledanou pravdépodobnost vyjadfime jako podil poctu Uspésnych jevl ku
poctu vSech moznych. Sazime-Li ¢ Cisel, jaka je pravdépodobnost, ze
uhodneme h z nich?
V3ech moznych vsazenych ¢-tic je (%), vyhravajicich 2 pak (%%) (,%%,). Pro
jednotlivé zkoumané moznosti tak dostavame priimérné vynosy>
m 1003 — 1002 = —50 K¢
m 100(200-6,4-10"%4+16-1,2-1072+2-8,4-1072 — 1) ~ —51 K¢
m —50,15 K¢ (i s cenou Utéchy, jejiz pravdépodobnost je
60\ /(80\ .
(10)/ (10) & 4,6%)

7Téz takto: (;) - (301)/ (50)-
3Podrobnéji ve worksheetu na

http://www.math.muni.cz/~bulik/ostatni/stastnychl@.xls.
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Stfedni hodnota Ruleta a spol.

Jak tedy vyhrat?

Letmy pohled na internet nam pfitom nabidne hned nékolik zarucenych tipd,
jak sazet v rlznych hrach a neprohrat. Napf. v ruleté sazime na barvu nebo
ve hie Stastnych 10 na jedno &islo (dokud nevyhrajeme) vzdy dvojnasobek
predchozi sazky (strategie znama jako Martingale betting strategy). Viz napt.
navod jiz z roku 1882 (Frantisek Batkovsky pod pseudonymem Vlastimil
Benatsky, Jak sdzeti do loterie, bychom zcela jisté vyhrdli*).

Navody jsou to v podstaté korektni az na pfedpoklad, ze doty¢ny ma

k dispozici neomezeny zdroj penéz na sazky a s tim, Ze vynos ze sazeni je

i v takovém pfipadé zanedbatelny vzhledem k mnozstvi penéz, které
musime mit k dispozici a je tedy tfeba k vydélku odehrat vétsi mnozstvi her.

*http://goo.gl/qLn9s
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Stfedni hodnota Ruleta a spol.

Analyza Martingale strategie

Priklad

Reknéme, ze mate k dispozici 50 000 K¢ na sazky zacinajici na 1 K¢ a
uplatiiujete uvedenou strategii (sazime pfitom na barvu). Nazvéme jednim
kolem nékolik proher zakonéenych vyhrou (pfip. sérii proher zakonéenych
bankrotem). Na zavér Uspésného kola vzdy vydélame 1 K¢&. Jaka je stiedni
hodnota vyhry? Zbankrotujeme, pokud soucet sazek

1+2+22...42m1=2"_1

prekroci nas rozpocet, tj. pokud n > 16. Pravdépodobnost bankrotu (16
proher v Fadég) je (v evropské verzi rulety) (19/37)% ~ 0,002% (tedy miziva),
pravdépodobnost vyhry 1 K¢ je zbytek do 100 %. Stfedni hodnota vyhry za
jedno kolo je pak

(19/37)% . (=50000) + (1 — (19/37)*) -1 ~ —0,17. %
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Stfedni hodnota Ruleta a spol.

(Psychologické) kouzlo Uspéchu téchto her je samoziejmé v tom, ze prohra
100 K¢ boli méné nez tési vyhra 3500 KE. Internet je plny zprav téch, kdo
touto strategii néjaké ty koruny vyhrali, téch, ktefi podstatné vétsi penize
prohrali je jednak méné a jednak se tim zifejmé nechlubi (a nebo uz nemaji
pfipojeni k Internetu).

Priklad

Podivejme se na tuto strategii jesté jednim pohledem - jakou mame Sanci,
Ze jejim prostiednictvim zdvojnasobime svij kapital diive nez
zbankrotujeme??

Ke zdvojnasobeni kapitalu je pfi nastavenych podminkach tfeba odehrat
50000 uspé&3nych kol®. UZ jsme spotitali, ze pravdépodobnost bankrotu
b&hem jednoho kola je mizivych p, = (19/37) ~ 0,002 %, tedy
pravdépodobnost, Ze v kazdém z 50 000 kol vyhrajeme 1 K¢, je

(1 — pp)>°9%°, co? je pouhych cca 31 %.

Mame tedy vyrazné vyssi $anci, ze o sv(j vklad pfijdeme, nez ze ho
zdvojnasobime (a to i pfi predpokladu ,férovosti® kasin).

9Téz viz simulaci na https://bettingsimulation.com/.
bjakkoliv se mozna tento polet nezda realny, v internetovych kasinech je
bézné dosazitelny.
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Stfedni hodnota Sportovni sazky

Sportovni sazky

Na vcerejsi, 4. zapas play-off hokejové extraligy (nikoliv nahodou
pojmenované po jedné sazkové kancelafi) mezi Kometou a Vitkovicemi jsou
u jedné internetové sazkové spolecnosti nasledujici kurzy: 2,26 na vitézstvi
Komety; 4,11 na remizu a 2,77 na vitézstvi Vitkovic.

Predpokladame-li, Ze kurzy vypsané sazkovou spolecnosti odrazeji
pravdépodobnost vyskytu daného jevu, pak podle vztahu pro oCekavany
vynos dostavame pfi sazce 100 K¢ na kazdou z variant

Loian o 50020

226- 2,26 411 2,77

Je to tedy skutené tak, Ze sazkova kancelaf s nami Cestné hraje hru, v niz
vydélava jen diky tomu, Ze jeji bookmakefi jsou lepsi v tipovani vysledku
nebo jsme nékde udélali chybu v Gvaze?
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Stfedni hodnota Sportovni sazky

b) je spravné: Chybu jsme udélali v tom, Ze jsme predpokladali, ze kurzy
vypsané sazkovou spolecnosti odpovidaji pravdépodobnostem vyskytu
danych jevl - protoze soucet P = ﬁ + ﬁ + % ~ 1,047 neni roven
jedné (zadny jiny jev ptitom nastat nemdze a jevy jsou tzv. vylucujici se jevy),
Lrealné” kurzy pro spravedlivou hru tedy dostaneme, kdyZ uvedené kurzy
vynasobime Cislem P.

Prevracena hodnota P pak zaroven udava, kolik vyhrajeme z kazdé koruny,
rozdil 1/P — 1 = —0,045 je tedy hledana ocekavana hodnota vynosu ze
sazeni.

Do téchto her by se ale i (sportovné zalozeny) matematik mohl zapojit,
pokud je presvédcen, ze jednotlivé pravdépodobnosti jsou stanoveny
chybné (tedy, je ze chytfejsi nebo informovanéjsi nez pfislusny bookmaker).
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Stfedni hodnota Lze vibec systematicky vyhravat?

Jak vydélat diky matematice - pripad Cash WinFall

Jak uz jsme si fekli diive, vydélat je mozné v pfipadé, Ze je hra néjakym
zplGsobem chybné nastavena - k tomu doslo napf. v pfipadé loterie Cash
WinFall ve staté Massachusetts, spusténé na podzim roku 2004 jako
nahrada za loterii Mass Millions, ktera se stala neatraktivni vzhledem

k tomu, Ze za cely rok nikdo neziskal jackpot.

Ve hie Cash WinFall bylo tazeno 6 Cisel z rozmezi 1 az 46 a jackpot se
nezvySoval s kazdym tydnem, kdy jej nikdo neziskal, ale po prekroceni
hranice 2 milion0 dolar(i ¢ast penéz posilila mensi ceny. Tim mélo byt
dosazeno vétsi atraktivity, coz se loterijni komisi podafilo vic nez asi
zamyslela.
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Stfedni hodnota Lze vibec systematicky vyhravat?

Herni plan vypada na zacatku takto:

pii uhadnuti 6 ¢isel (cca 1:9,3 mil.) se vyhrava jackpot
m pfi uhadnuti 5 ¢isel (1:39 000) je vyhra 4 tis. dolard

m pfi uhadnuti 4 Cisel (1:800) je vyhra 150 dolarC
= (
u (

pfi uhadnuti 3 Cisel (1:47) je vyhra 5 dolarQ
pfi uhadnuti 2 ¢isel (1:6,8) je vyhrou los zdarma (v cené 2 dolar()

Snadno spocitame, Ze pfi jackpotu v hodnoté 1 mil. dolar( je o¢ekavana
hodnota vyhry na jeden (dvoudolarovy) los 79,8 centu (tedy mensi podil nez
v piipadé ,Stastnych 10).
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Stfedni hodnota Lze vibec systematicky vyhravat?

Situace se ale zasadné zméni v pfipadé, kdy jackpot ,pFetece” do nizsich
cen. Tak tfeba 7. nora 2005 se v jackpotu shromazdily 3 mil. dolard, které
nikdo nevyhral (nikoliv prekvapivé, kdyz hru hralo pouze cca 470000 hraca).
Podle schématu hry bylo 600 tis. dolar(i urceno pro hrace, ktefi uhadli 5
Cisel, 1,4 mil. pro ty, ktefi uhadli 4 &isla a dalSich 600 tis. pro ty, jiz uhadli 3
Cisla.

Stfedni hodnota vyhry se tak najednou Cini cca 5,53 dolarll na jeden los.

Toho si vS§iml James Harvey, student MIT, ktery s nékolika prateli nejprve
koupil tisic los( a svou investici vice nez ztrojnasobil. Pozdéji v Lété roku
2005 uz kupovali desitky tisic sazenek (které vSechny Gdajné ru¢né
vypliovali). A vi se nejméné o dvou dalSich sazkovych klubech, ktefi
vyuzivali téhoz principu.

Pritom ale ani stat nic netratil - zisk takto organizovanych hraca plyne

vvvvvv

az do roku 2012, kdy byla po vySetfovani ukoncena.
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Stfedni hodnota Lze vibec systematicky vyhravat?

Jak lze obrat protihrace v jednoduché hre

Uvazovani hrace nad dominanci jejich strategii mGzeme ilustrovat na dalsim
prikladu:

Priklad

Pri hodu minci (Panna, Orel) opakovaném 3krat, mame 8 moznych jevd,
kazdy se stejnou pravdépodobnosti %:

PPP, PPO, POP, POO, OPP, OPO, OOP, 000.

Hru hraji 2 hraci - kazdy si vybere jednu trojici, pak haZzeme minci tak
dlouho, az se jedna z téchto trojic objevi. Dotycny hrac¢ vyhrava.

Kdo si zahraje?
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Stfedni hodnota Lze vibec systematicky vyhravat?

Vysvétleni prikladu
Lze ukazat, ze existuje pro druhého hrace strategie vybéru tak, ze ma vzdy
pravdépodobnost vyhry alespon 2/3.

m Pokud 1. hra¢ vybral trojici, zalinajici xx, ja vyberu yxx

m Pokud 1. hrac vybral trojici, zacinajici xy, ja vyberu xxy
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Stfedni hodnota Lze vibec systematicky vyhravat?

Dokonceni prikladu

Ukazeme, Ze pfi vybéru POP a PPO je pravdépodobnost prvniho vyskytu
trojice PPO rovna 2/3.

Snadno je vidét, ze dokud pada orel, $ance obou se neméni. Jakmile padne
panna, mame v dal$im tahu pravdépodobnost 1, Ze padne znovu panna a
stejnou pravdépodobnost, Ze padne orel. Pak

m v piipadé panny s jistotou vyhrava PPO - hazeme tak dlouho nez padne
orel - celkem pravdépodobnost 2,
m v pfipadé orla vyhrava POP pouze tehdy, pokud nasledné padne panna,
v opacném pfipadé jsme znovu na zacatku - tj. celkem pro POP %.
Celkem tedy ve dvojndsobném poctu pfipadii vyhrava PPO, t;.

v . LV . 2
pravdepodobnost jeho vitézstvi je .
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Stfedni hodnota Lze vibec systematicky vyhravat?

Dokonceni prikladu, 2. ¢ast

Podobné snadno zdlvodnime, ze pokud 1. hrac vybere napt. PPO, my
budeme mit s volbou OPP vétsi pravdépodobnost Uspéchu.
m dokud se v seznamu hodU neobjevi dvojice PP, jisté nemohl nikdo
zvitézit
m uvazme prvni vyskyt dvojice PP:
1. je-li hned na zatatku posloupnosti hodd (p = ), vyhrava jisté 1. hrag
2. objevi-li se dvojice PP az pozdéji, nutné pred jejim prvnim vyskytem
musel padnout Orel a vitézime.

Celkem tedy vyhrava OPP s pravdépodobnosti %.
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Stfedni hodnota Lze vibec systematicky vyhravat?

Tti ruletky

Mate k dispozici nékterou z ruletek s uvedenymi Cisly a jejich
pravdépodobnostmi. Hraji dva hradi, pficemz ten, kdo vylosuje vétsi ¢islo,
vyhrava. Kterou ruletku si vyberete?

0,56 0,51

Lze snadno odvodit, Ze ruletka A je lepsi nez kterakoliv ze zbyvajicich,

ruletka C je naopak nejhorsi. V situaci, kdy budou hrat tfi hraci se v3ak
poradi ruletek obrati! Situace nikoliv nahodou pfipomina problematiku
volebnich systémd ...
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jil i kolem pr ép 10sti Citliva a specificka podminéna pravdépodobnost

Testy na Covid-19 a jejich ,spolehlivost*

Béhem pandemie Covid-19 se Casto v médiich i vefejnosti diskutovala
,spolehlivost® riiznych testd. Tento termin neni pfili$ korektni, testy se
charakterizuji prostfednictvim tzv. senzitivity (citlivosti) a specifi¢nosti.

Z matematického pohledu jde o velmi jednoduché pojmy, nejdfiv si ale
ukazme, jak i celkem jednoduchou véc dokaze urednicky jazyk zamotat:
[https://covid.gov.cz] ,Senzitivita se méfi pomérem pozitivné
otestovanych antigennim testem proti vdem nakazenym (v¢etné lidi ktefi
vysli z antigenniho testu negativné, i kdyz referencni RT-PCR test vy3el
pozitivng). To znamena ze negativni vysledek z antigenniho testovani
nemusi znamenat, Ze nejste nakaZen s takovou spolehlivosti, jako PCR test.
Specificita se méfi pomérem negativné otestovanych antigennim testem
proti vSem nenakazenym (vCetné lidi, ktefi vysli z antigenniho testu
pozitivné, i kdyz referenéni RT-PCR test vy3el negativné). Antigenni testy
obecné maji vysokou miru specificity. To znamena ze ¢lovek, kterému vySel
pozitivné antigenni test je s vysokou mirou pravdépodobnosti nakazen.”
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i kolem pr ép 10sti Citliva a specificka podminéna pravdépodobnost

Senzitivita (citlivost) a specifi¢nost testu

\ Pozitivni skute¢nost Negativni skute¢nost

Test pozitivni | True positive False positive
Test negativni | False negative True negative
Senzitivita Specifi¢nost

Napf. u diskutovaného Cinského antigenniho rychlotestu ze slin (Lepu
Medical) uvadi studie > (nikoliv oviem prodejci) u asymptomatickych jedinc
citlivost cca 45 % a specificnost 90-98 % (hodnoty pochopitelné nemohou
byt zcela pfesné, protoZe jsou porovnavany pouze s vysledkem RT-PCR testd,
skute¢nost neni znama).

Ag test | Pozitivni skute¢nost  Negativni skute¢nost
Test pozitivni | 45 % 5%
Test negativni | 55% 95%

5https://www.medrxiv.org/content/l@.1181/2@21.02.11.21251553v1
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i kolem pr ép 10sti Citliva a specificka podminéna pravdépodobnost

(Zastaraly) triple test a jeho vysledky

Triple test je vySetieni krevniho séra na hodnoty choriogonadotropinu,
estriolu a alfa-fetoproteinu. Provadélo se v druhém trimestru téhotenstvi a
ma slouzit k detekci rizik genetickych poruch a poruch vyvoje nervové
trubice.

Detekuje poruchy s uspésnosti 70 % a naopak 5 % zdravych piipadu
rozpozna jako porusené. Budoucim matkam, u kterych triple test ukaze
zvySené riziko vad plodu, je obvykle doporuceno néjaké dalsi zpresnujici
vysetfeni, napfiklad amniocentéza (odbér plodové vody). Uvadi se, ze

u téhotné zeny ve véku 20-24 let je pravdépodobnost narozeni ditéte

s Downovym syndromem cca 1:1500, u téhotné Zeny ve véku 35-39 let je
pravdépodobnost narozeni ditéte s Downovym syndromem cca 1:200.
Prozkoumejme (alespon z matematického hlediska) vyznam provadéni
tohoto testu za uvedenych predpokladd, kdy se rodi cca 100 tis. déti ro¢né,
z toho cca 10 % Zenam ve véku 35-39 let a cca 12 % zenam ve véku 20-24
let®

6S vypoéty pomuze worksheet na
http://www.math.muni.cz/~bulik/ostatni/testy.xlsx.
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i kolem pr ép 10sti Citliva a specificka podminéna pravdépodobnost

Senzitivita (citlivost) a specifi¢nost testu

Pozitivni skute¢nost  Negativni skutecnost
Test pozitivni | True positive False positive
Test negativni | False negative True negative
Senzitivita Specifi¢nost
Triple test Pozitivni skutecnost  Negativni skuteCnost
Test pozitivni | 70 % 5%
Test negativni | 30 % 95 %
Senzitivita Specifi¢nost

Za drive uvedenych predpokladd snadno vypocteme, ze pravdépodobnost
(tzv. PPV - positive predictive value), Ze dité ,star$i“ matky bude skutecné
postizeno Downovym syndromem, pokud vySel pozitivni test, je pouhych
cca 6,6%. U mladych Zen se pak tato pravdépodobnost pohybuje kolem
0,9% a je tedy na zvazenou, zda toto plosné testovani v dané vékové
skupiné provadét, pokud navic uvadéné riziko potratu pfi pfipadné
amniocentéze se pohybuje kolem jednoho promile.
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i kolem pr ép 10sti Citliva a specificka podminéna pravdépodobnost
Vypocet
Uvazujme (hypoteticky) vzorek deseti tisic Zen ve véku 35-39 let:
Starsi Zzeny Pozitivni skute¢nost Negativni skute¢nost
Test pozitivni | 35 4975 532,5
Test negativni | 15 9452,5 9467,5
50 9950

Proto lze pravdépodobnost, ze dité ,star$i“ matky bude skute¢né postizeno
Downovym syndromem, pokud vy3el pozitivni test, spocitat jako
532 = ~ 6,6%. A pro 12 tis. Zen ve véku 20-24 let dostaneme:

Mladsi zeny Pozitivni skute¢nost  Negativni skute¢nost

Test pozitivni | 5,6 599,6 605,2

Test negativni | 2,4 11392,4 11394,8
8 11992

Pravdépodobnost, Ze dité ,mladsi“ matky bude skute¢né postiZzeno
Downovym syndromem, pokud vy3el pozitivni test, lze nyni spocitat jako
605 2 ~0 9%.
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jil i kolem pr ép 10sti Citliva a specificka podminéna pravdépodobnost

Moderni testy

V dnesni dobé je pouzivan kombinovany screening (integrated screening test
’) s hodnotou citlivosti na vyrazné vy33i trovni cca 93 %. Ani to ale, jak
ukazuje nasledujici tabulka, neni diivod k uspokojeni.

Uvazujme opét vzorek deseti tisic zen ve véku 35-39 let:

Starsi zeny Pozitivni skutecnost Negativni skute¢nost

Test pozitivni | 46,5 497,5 544

Test negativni | 3,5 9452,5 9456
50 9950

Proto lze pravdépodobnost, Ze dité ,star$i“ matky bude skute¢né postizeno
Downovym syndromem, pokud vysel pozitivni test, spocitat jako
535 ~ 8,5%. V poslednich letech jsou inzerovany ® nové vyvinuté testy
s deklarovanou citlivosti 99,5 % a specifi¢nosti 99,9 %. U téchto testl Cini
hodnota PPV jiz zajimavych 83 %.
’Viz napf. https://www.nature.com/articles/srep18866 nebo https:
//geneticcounseling.info/2013/08/27 /prenatal - screening-overview/
8http://www.downsyndromeprenataltesting.com/
how-accurate-is-the-new-blood-test-for-down-syndrome/
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i kolem pr ép 10sti Simpsondv paradox

Simpsoniyv ,paradox

Uvedme nékteré situace, kdy se lidska intuice dostava do problémd:
Statisticky (zdanlivy) paradox, ktery se pomérné ¢asto objevuje i na realnych
datech. Nejlépe je asi pochopitelny na (skutecnych) ptikladech:

Klinicka studie se zabyvala porovnanim uspésnosti dvou zpUsobl lé¢by
ledvinovych kamend. Studie zkoumala zvlast uspéSnost na malych
kamenech a velkych kamenech.

| Metoda A Metoda B
Malé kameny | 93% (81/87) 87% (234/270)
Velké kameny | 73% (192/263) 69% (55/80)
Celkem 78% (273/350) 83% (289/350)

Ackoliv je metoda A lepsi jak pro malé, tak velké kameny, celkové se ukazuje
jako horsi. Je to proto, Ze v testu byla metoda A vyrazné Castéji pouzita pro
vyrazné hlre dopadajici velké kameny.
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i kolem pr ép 10sti Simpsondv paradox

Zaloba na University of California, Berkeley

Jeden z nejznaméjsich pfikladd Simpsonova paradoxu pochazi z roku 1973,
kdy byla UCB zalazovana kv(li udajnému evidentnimu znevyhodfiovani zen
v pfijimacim fizeni, coz méla dokladat tabulka:

| Uchazedi  Uspé&3nost

Muzi | 8442 44%
Zeny | 4321 35%
Pritom se ukazalo, Ze jednotlivé katedry spiSe mirné zvyhodnovaly zeny:
Muzi Zeny

Katedra | Uchazec¢i Prijati Uchazecky Prijaté
A 825 62% 108 82%
B 560 63% 25 68%
C 325 37% 593 34%
D 417 33% 375 35%
E 191 28% 393 24%
F 272 6% 341 7%
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i kolem pr ép 10sti Simpsondv paradox

Sportovni priklad

Nad timto jevem se obcas z neznalosti podivuji i sportovni komentatofi.
Objevil se napfiklad v této statistice Uspésnosti baseballovych odpall:

1995 1996 1997
Derek Jeter 12/48 .250 | 183/582 .314 | 190/654 .291
David Justice | 104/411 .253 | 45/140  .321 | 163/495 .329

Celkem ale Derek Jeter dosahl skére 385/1284, tj. 30% Uspésnosti, kdeZto
David Justice 312/1046, tj. 29.8%. °

°Nebylo mu to ale nic platné, kazdy rok byl Justice prohlaen za lep$iho.
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jil i kolem pr ép 10sti Simpsondv paradox

Podobny efekt miva napf. srovnavani uspésnosti stiednich kol pfi
pfijimacich zkouskach na vysoké 3koly (Absolventi tfidy A dopadli pfi
pfijimackach na kazdy obor lépe nez absolventi tfidy B, protoze se ale
vyrazné vic hlasili na obory s mensi Uspésnosti, celkové procento Uspésnosti
tfidy A bylo nizsi).

Vzdy je proto tfeba pellivé uvazit, jestli u¢inéné zavéry opravdu odpovidaji
naméfenym datdim nebo jde o jednu z mnoha méné ¢i vice ,pfiohnutych®
statistik a jejich interpretaci.
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Simpsondv paradox

Asi zbyte¢ny naznak zdivodnéni
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i kolem pr ép 10sti Simpsondv paradox
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