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2 ResSené priklady

Newtonova metoda

Pri pouziti prostej iteracnej metédy sme sa mohli presvedéit o tom, Ze najst vhodni
itera¢ni funkciu nemusi byt priamociare a jednoduché. Z analyzy vieme, Ze v pripade
niektorych funkcii mézeme pre vypocet pribliznych funkénych hodnot pouzit Taylorov po-
lyném. Myslienka Newtonovej metdody spociva v opakovanom pouziti aproximacie Tayloro-
vym polynémom prvého radu v blizkosti korena. Predpokladajme, Ze bod xy sa nachadza
v blizkosti korena ¢ funkcie f. Taylorov polyném T)(x) prvého radu funkcie f v bode x
ma nasledujuci tvar:

y =Ti(x) = f(xo) + f'(xo)(x — 20).

V skutoc¢nosti sa jedna o priamku, ktora je dotycnicou ku grafu funkcie f v bode xy.
Taylorov polyném dobre aproximuje funkciu f v blizkosti bodu zy. To znamena, ze ak x
je blizko bodu &, potom aj koreni T} (z) bude blizko £. Preto ma zmysel zvolit x; tak, aby
bol tento bod koretiom T} (x), teda aby platilo:

0= f(xo) + f'(x0)(x1 — z0).

Odtialto vyjadrime x1:
. f(zo)
(o)
Bod z; je dalsim odhadom korertia &, takze cely postup modZzeme opakovat, ¢o nas privadza
k Newtonovej metdde:
f(zy)

T T )

r =

>
X /Xn+1 Xn

Obrazek 1: zdroj:wikipedie
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Specialne, tvar hladanej itera¢nej funkcie je:

@)

Samozrejme, aby tato postupnost konvergovala, a aby vobec bola definovana, musi
mat funkcia f vhodné vlastnosti. V prvom rade potrebujeme, aby f’(z) bola nenulova na
nejakom okoli bodu £&. Monoténnu konvergenciu nam zarucia tzv. Fourierove podmienky:

e [ € (C?a,b] a f m4 v intervale [a,b] (jediny)' koren &,
e f’, f” nemenia znamienko na intervale [a, b], Specidlne Vz € [a, b] plati f'(z) # 0,

e pre pociatofni aproximéciu o plati, Ze znamienko f(x) je rovnaké ako znamienko
/" na intervale [a, b].

Jednoducho povedané, staci nam, aby funkcia f bola monoténna a bud konvexnd alebo

konkavna na [a, b]. Potom si ¢lovek musi dat pozor uz len na to, ¢i pociato¢ni aproximéaciu

voli nalavo alebo napravo od koreria £. Pri zlej volbe metdda nemusi konvergovat.
Vyhodou Newtonovej metddy je, Ze generuje postupnost, ktorej rad konvergencie je 2.

INasledujtica podmienka zaruéi, Ze v uvazovanom intervale je nanajvys jeden korefi.
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Priklad 1. Ndjdite kladny koren rovnice f(z) = z* +sin(z) —2 = 0.
Nagprv si spocitagme potrebné derivacie:

f'(z) = 2x + cos(z), f"(z) =2 —sin(z).

Evidentne, vietky funkcie si spojité na celom R. TieZ plati, Ze f(1) = sin(l) —1 < 0 a
f(2) =2 +sin(2) > 0, preto ma f v intervale [1,2] aspori jeden koren §. Kedze |cos| < 1
a|sin| <1, na intervale [1,2] tieZ plati f' >0 a f” > 0. Volbou xo = 2 zarucime splnenie
aj poslednej Fourierovej podmienky. Funkcia g ma v nasom pripade tvar:

r? + sin(x) — 2
2z + cos(x)

g(z) ==

MozZeme pocitat:

Ty = 2

x1 = 1,188220807567148
ro = 1,064727906526682
rg = 1,061551949628386
xy = 1,061549774632405
x5 = 1,061549774631384 . ..

1 ot 1.4 1.6 1.8 2

Piiklad 2. Ndjdite najuicsi zdporny koreri rovnice f(x) = 2sin(z — 1) + sz + 1.
Prva a druhd derivdcia funkcie f maju tvar:

f'(z) = 2cos <x—i)—|—%, f"(z) = —2sin (x—i)
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Opiit, vietky tri funkcie f, [’ a f" s spojité na celom R, takZe si tieZ spojité€ na akomkolvek
podintervale R. Spocitagme niektoré funkcné hodnoty:

: 1 1 1
f(O)—qu'l(—Z)+1>2(—Z—1>+1—§>0,

. 5 1 . U 1 1
f(=1) =2sin (_Z> —1—5 < 2sin (_Z> —1—5 = —\/§+§ < 0.

Funkcia f md v intervale [—1,0] asponi jeden koren &. Vysetrime znamienka prvej a druhej

derwdcie. Ak x € [—1,0], potom © — § € [=2,—31] C [—m,0]. Preto je funkcia cos(z — 1)

rastica na intervale [—1,0] a tym padom aj funkcia f'(x). V lavom krajnom bode plati:
5 1 T 1 1
(—1) =2cos (=2 ) + = >2 (——) S
f(=1) cos( 4>+2> cos (—5 +2 2>O

Zistili sme, Ze na intervale [—1,0] je funkcia f'(x) kladnd. KedZe funkcia sin je v intervale
(—m,0) zdapornd, je funkcia f"(x) na intervale [—1,0] kladnd. Za pociatoéni aprozimdciu
mozeme zvolit napriklad xq = 0. Dostaneme:

2o =20

x1 = —0,207230672398087
xe = —0,213094450937999
x3 = —0,213101107654045
xg = —0,213101107662691

x5 = —0,213101107662692.. . .

0.6

-0.6 : : - : : : : :
-04 035 -03 -025 -02 -015 -01 -005 O
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Pozrime sa na to, ¢o sa moze stat v pripade, ked pociatoéni aproximéciu nezvolime
v stlade s Fourierovymi podmienkami. Lahko sa modZzeme presvedcit o tom, Ze skiimand
funkcia f spliia vetky na fiu kladené podmienky aj na intervale [—2,0]. Takto by to
dopadlo, keby sme za pociato¢ni aproximaciu zvolili napriklad xo = —1,41:

ro = —1,41

x1 = 3,863132948935251
xo = 5,441494800941664
x3 = 4,073020017434738
x4 = 5,759740929476607
x5 = 4,474064870902095 . ..

Vidime, ze v takejto situdcii sa moze dalsia aproximécia od hladaného korera vzdialif a
premiestnif do oblasti, kde m4 funkcia iné vlastnosti. Specidlne, nablizku nemusi byt Ziadny
koren.
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Metoda secen

Nevyhodou Newtonovy metody je fakt, ze v kazdém iteracnim kroku je nutné pocitat
hodnotu funkce f(xy) i jeji derivace f’(xy). Nékdy je vSak vypocet derivace naro¢ny a
je vhodné hodnotu derivace v daném bodé aproximovat. Geometricky se jedna o nahra-
zeni te¢ny (v ptipadé Newtonovy metody) sefnou. Matematické vyjadieni aproximace je

nasledujici:
flzy) — f@p—1)
Ty — Tk

f(wy) =

Nahrazenim derivace v Newtonoveé metodé touto aproximaci ziskame iterac¢ni posloup-

nost ve tvaru:
L — Tk—1

PR T T ) = )

Dalsi iteraci ziskdme vzdy z pfedchozich dvou iteraci (jedna se tedy o dvoukrokovou
metodu) jako prusecik secny prochézejici body [xx_1, f(xr_1)] a [z, f(zx)] & osy x.

flzn), k=0,1,2,...

f(x)

Obrazek 2: zdroj:wikipedie

Co je treba overit a kdy bude posloupnost konvergovat k presnému kotenu funkce? Po-
stacujici podminkou konvergence je, ze je funkce f spojitd, ma na daném intervalu prave
jeden koren a pocatecni aproximace jsou dostatecné blizko hledaného bodu. K ziskani poca-
tecnich aproximaci, které jsou dostatecné blizko hledaného kotene lze vyuzit napt. metody
bisekce.
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Priklad 3. Pomoci metody secen najdéte kofen funkce f(x) = 2 — 22? — 5 na intervalu
2, 3].

Funkce f(z) je zrejmé spojitd. Navic plati f(2) = =5 a f(3) = 4, a tedy funkce mad
na intervalu aspori jeden koven. Derivace funkce je f'(x) = 32 — 4z, coZ je na daném
intervalu kladnd funkce. Tedy funkce f je rostouct na daném intervalu a md v ném prdvé
jeden koren.

Jako pocatecni aproximace zvolime krajni body intervalu a dalsi iterace pocitame podle
daného vzorce. Ziskame posloupnost

o = 2

T = 3
23 .

Ty = — = 2,5556
9

3 = 2,6991

Ty = 2, 6924
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Metoda regula falsi

Princip je podobny jako u metody secen s tim rozdilem, ze vzdy chceme zajistit, aby
koren lezel mezi dvéma pouzitymi iteracemi. Tato metoda pfi splnéni podminek vzdy kon-
verguje podobné jako metoda bisekce. Rozdil je v tom, Ze interval v kazdém kroku ne-
pulime, ale rozdélujeme v urc¢itém poméru, ktery je dany secnou prolozenou krajnimi body
intervalu.

Itera¢ni posloupnost ziskdme nasledovné:

T — Tg
Tpp1 =Tp — ———————
w g f(xk) - f(xs)
kde s = s(k) je nejvétsi index takovy, ze f(zx)f(zs) <O0.

f(xk)7 k=0,1,2,...,

f(x)

Obrazek 3: zdroj:wikipedie

Co je treba overit a kdy bude posloupnost konvergovat k presnému kotenu funkce? Po-
stacujici podminkou konvergence je, Ze je funkce f spojita a ma na daném intervalu prave
jeden koten. V takovém pripadé je metoda konvergentni pro libovolné pocatecni aproximace
spliiujici xg, x1 € [a,b], f(zo)f(x1) <O,.

Priklad 4. Pomoci metody regula falsi najdéte kofen funkce f(x) = x3—x*+1 na intervalu
[—1,0].

Funkce f(x) je zrejmé spojitd. Navic plati f(—1) = —1 a f(0) = 1 a tedy funkce mad
na intervalu aspori jeden koven. Derivace funkce je f'(x) = 3x® — 2x, coZ je na daném
intervalu kladnd funkce. Tedy funkce f je rostouct na daném intervalu a md v ném prdvé
jeden koren.

Jako pocdtecni aprorimace zvolime krajni body intervalu, tj. xo = —1 a ©1 = 1. Vzhle-
dem k tomu, Ze nyni k =1, zreyjmé s =0 a

1 — o

f(x1) = f(z0)
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Spocitime funkcéni hodnotu v této iteraci a zjistime f(—0,5) > 0, tedy pro dalsi iteraci
budeme vybirat nejuétsi index, pro ktery je funkéni hodnota zdpornd, coz je s = 0. Podobné
jako u metody bisekce muZeme nyni zuzit interval na [—1; —0,5]. Dalsi iterace je

T2 — X

f(x2) — f(x0)

Opét zjistime znaménko funkcéni hodnoty v dané€ iteraci, tj. f(x3) > 0. Opét nejuyssi index
zaporn€ funkcéni hodnoty je s = 0.

9
— ~ —0,6923.
13 ’

T3 = T2 —

fla2) = —

f(x3) — f(zo)

Cely proces opakujeme do poZadované presnosti.
Ziskdme posloupnost

Ty — T3 —

f(x3) = —0,7412.

To = —1
T, =
9 .
Ty =g = —0,6923
x3 = —0,7412
xq = —0,7520
x5 = —0,7543

Na tomto prikladu jsme si mohli vSimnout, Ze index s zistaval porad stejny, tedy
jeden krajni bod intervalu ztistaval fixni a ménil se pouze druhy. To neplati vzdy, ale pouze
tehdy, kdyz funkce neméa na daném intervalu inflexni bod, tedy kdyz druha derivace neméni
znaménko. V takovém piipadé je fixnim bodem ten krajni bod, jehoz funkéni hodnota ma
stejné znaménko jako je znaménko druhé derivace.

V predchozim piikladu je f”(x) = 62 — 2 a je na daném intervalu vZzdy zéporna. Proto
pro vSechny iterace plati z, = —1.
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Quasi—-Newtonova metoda

Predchozi metody (metoda secen a regula falsi) maji nevyhodu v tom, Ze se jedna o
dvoukrokové metody. Tedy pro vypocet nasledujici iterace musime znat dvé predchozi ite-
race. Quasi—-Newtonova metoda tento problém fesi. Geometricky opét budeme konstruovat
sefnu. Jeden bod je jasny, a to [z, f(xx)]. Druhy bod bychom chtéli ziskat tak, aby byl
v kazdém kroku bliz a bliz prvnimu bodu. S vyhodou lze tedy pouzit funkéni hodnotu
f(zy), kterd by méla konvergovat k nule v ptipadé, Ze iteracni posloupnost konverguje ke
kofenu funkce. Z bodu xy se tedy posuneme o f(x). Mizeme se posouvat doprava nebo
doleva, podle toho, zda budeme funkéni hodnotu pri¢itat nebo odecitat. Vzniknou tak dveé
moznosti predpisu iterac¢ni posloupnosti. V nékterych pripadech lze pouzit obé varianty, v
nékterych pripadech je nutné vybrat variantu s + nebo — dle zadané funkce.

V quasi-Newtonové metodé tedy derivaci aproximujeme jako

Flae) ~ flaw) = flaw £ foe)  flaw) — flon £ flaw)
‘ x — (g £ f(21)) Ff(zk) '
Geometricky konstruujeme se¢nu v bodech [z, f(zx)] a [z £ f(xr), f(ar £ f(zy))] (dle
zvolené varianty s + nebo —).
Itera¢ni posloupnost bude ve tvaru:

f* (@)
flaw) = flae £ f(z)
Co je treba overit a kdy bude posloupnost konvergovat k presnému kotenu funkce? Po-
stacujici podminkou konvergence je, ze je funkce f spojita, ma na daném intervalu prave
jeden kofen a pocatecni aproximace je dostatecné blizko hledanému kofenu.

xk+1:$k:l: /{ZZO,LQ,...

Priklad 5. Pomoci quasi-Newtonovy metody najdéte kladny korfen funkce

f(z) =32 —e".

Funkce f(x) je zrejmé spojitd. Pro lepsi grafickou prezentaci muzZeme problém hleddni
kotenu funkce f prevést na hleddni priseciku funkci 3z% a e®.

Na obrdzku vidime, Ze funkce f bude mit dva koteny a kladny koten je prave jeden
lezici v intervalu [0,1]. Pro ilustraci zvolme jako pocdtecni aproximaci xy = 0, pricemZ
f(zo) = —1. Nyni je treba zvolit variantu quasi—Newtonovy metody. Vybirdme, zda jako
druhy bod pro seénu volit xo — f(xo) = 1, nebo xo + f(xo) = —1. Chceme-li hledat kladny
koren, je jasné, Ze musime volit variantu s —, jinak bychom zrejmé konvergovali k druhému
korenu.
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¥ 2
Obrazek 4
Ziskame posloupnost
o — 0
f* (o) :
r1 = To— =0, 7802
' ’ f(xo) — f(xo — f(20))
xo = 0,8939
x3 = 0,9097
xq = 0,9100
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Urychleni konvergence

V pfipadé, ze mame konvergentni posloupnost, ktera konverguje pomalu, mtize nas na-
padnout otazka, jak urychlit konvergenci, tj. nahradit tuto posloupnost novou posloupnosti,
ktera bude konvergovat ke stejnému bodu, ale rychleji. K tomu slouzi tzv. Aitkenova A%
metoda. Poznamenejme, Ze nyni nemluvime pouze o itera¢nich posloupnostech, ale obecné
o posloupnostech.

Novou posloupnost ziskdame jako

P (Thg1 — p)? o (Axy)? o (Azy)?
N e = 2r +aC Az —Axe ¢ Ay

kde Axy = 231 — 11 a A%z = A(Awy) = Axyy g — Azy. Odtud také ndzev metody.

Piiklad 6. Pomoci Aitkenovy A%-metody najdéte soucet geometrické fady > -, 0, 99".

Z teorie posloupnosti vime, Ze soucet geometricke rady je limitou posloupnosti castec-
nych soucti, tato limita je konvergentni v pripade, Ze |q| < 1. V nasem pFipadé je ¢ = 0, 99.
Podiveyme se na prvnich nékolik clent posloupnosti:

s1=20,99

59 =10,99 +0,99* = 1,9701

53 =0,99 4 0,99% + 0,99 = 2,940399

54 = 0,99 +0,99% +0,99% + 0,99* = 3,90099501

0,99
1-0,99
nijch soucti konverguje velmi pomalu. Pro zrychleni konvergence pouZijeme Aitkenovu A®-

metodu. Sestrojime novou posloupnost

Limita této posloupnosti je lim, o0 S, = = 99. Vidime, Ze posloupnost cdstec-

~ (52 - 81)2
=5 ——= "7 =99
e S3 — 283 + 81
i 2
§2 = S9 — <83 82) = 99

S4 — 283 + So

Vidime, Ze nové ziskand posloupnost hned v pronim kroku dokonvergovala do hledaného
bodu.
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Steffensenova metoda

Tato metoda je aplikaci Aitkenovy A%-metody pro itera¢ni proces x5, 1 = g(). Pied-
pokladejme, ze mame pocatecéni aproximaci xy a nasledné dva kroky, tj. x; = g(xo) a
xe = g(z1) = g(g(x0)) Prvni ¢len nové posloupnosti bychom ziskali ve tvaru

(21 — w0)”

i‘():l'o——.
$2—2$1+$0

Tento bod pak nastavime jako novy pocatecni bod pro iteracni proces a cely postup zopaku-
jeme. Pro zjednoduseni zapisu zavedeme nové znacent: y, = g(zx) a zr = 9(yx) = g(g(xx)).
Ptedchozi krok tedy mtzeme zapsat jako

(Yo — 5130)2

330:930——.
20 — 2yo + To

Nasledujici ¢len iteracniho procesu tak bude x; = Zy. Obecné tedy

(yr. — x1)°

@k:l‘k——.
zk—2yk+xk

Poznamenejme navic, ze Steffensenova metoda konverguje v pripadé poc¢atecni aproxi-
mace zvolené dostatecné blizko hledanému korenu, zaroven konverguje kvadraticky a to i
v piipadsé, zZe |¢'(§)| > 1.

Pr¥iklad 7. Aproximujte ¢islo /3 pomoci Steffensenovy metody. Tento postup porovnejte
s metodou prosté iterace. Jako pocatecni aproximaci zvolte o = 2.

Dané ¢islo je kovenem napriklad funkce f(x) = x* — 3. Nejprve je treba zvolit iteracni
funkci g(x). VyzkouSejte si riuzné varianty. Volbou miZe byt napr. g(x) = % Iteracni
posloupnost pro metodu proste iterace je

To = 2
3
ZL‘1:§
IQZZ
3
.%’3—5

Zregmé dand posloupnost osciluje. MuZete si zkusit ovérit podminky konvergence metody
proste iterace.
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Nyni pouziyme Steffensenovu metodu:

3

xO:2 y0:§ ZO:2
5 (3-2) 7 12 7

Tr1 = — —= — P — 21 = —

' 2-2-312 4 =T 1=

T (F-D . .

Tog =+ — 7% o = 1,73214 ys = 1,73196 29 =1,73214
4 Z_Q 7+Z

MiZeme videt, Ze posloupnost konverguje k hledané hodnoteé.

Newtonova metoda pro nasobné koreny

V pripadé, ze hledany kofen funkce je vicendsobny, konvergence Newtonovy metody
nebude kvadraticka, ale pouze linearni. Pokud zname néasobnost lze metodu modifikovat,
abych urychlili konvergenci nasledovné:

f(xy)
f(x)’

Le+1 = Tk - M

kde M je nasobnost hledaného koiene.
V pripadé, ze nasobnost kofene nezndme, mizeme najit funkci, kterd ma stejné koteny
jako funkce f(x), ale vSechny pouze nasobnosti 1. Z matematické analyzy vime, Ze je to

funkce u(z) = ]{c,((:;)). Budeme tedy hledat kofen funkce u(z).

Ptiklad 8. Pomoci Newtonovy metody najdéte koien funkce f(z) = (x* — 3)%. Jako
pocatecni aproximaci zvolte xy = 2.

Ziejmé hleddme koten /3. Nejprve wvazujme klasickou Newtonovu metodu. Ziskdme
iteracni proces:

Tog =2

x1 = 1,9375
x9 = 1, 88886
x3=1,85129

Vidime, Ze konvergence je pomald. UvaZujme, Ze zname ndsobnost hledaného kotene,
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tedy 4, a pouzZijme Newtonovu metodu pro nasobné koreny. Iteracni posloupnost je:

To = 2
r1=1,75

ro = 1,73214
xg = 1,73205

Na zdver jesté uvaZujme situact, kdy nezname ndsobnost hledaného korene. Spocitame
si tedy funkci u(x):

x?—3
u(z) = S

Pro tuto funkci pouZijeme Newtonovu metodu.

To — 2

T = Tg— M =1,71429
' (o)

x9 = 1,73196

xr3 = 1,73205
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Nyni se budeme vénovat hledani kofenti polynomi. Na polynomy lze nahlizet jako na
nelinearni rovnice. Lze tedy pouzit vSechny metody, které jsme doposud uvazovali. Nyni
vsak vyuzijeme specialnich vlastnosti polynomt a ukazeme, jak nalézt kofeny polynomu
vyhodnéji. Diky vlastnostem polynomt jsme schopni pomoci téchto numerickych metod
aproximovat vSechny realné koreny polynomu. Predpokladame polynom stupné n s real-
nymi koeficienty ve tvaru

P(z) = apa" + - - + a12 + ag

s koteny &1, ...,&,.

Hornerovo schéma
Zopakujte si uziti Hornerova schématu pro vypocet funkéni hodnoty polynomu a vy-
pocet funkénich hodnot derivaci. Na internetu je spoustu ucebnich material, napt. odkaz.
Zopakujete si také, jak lze najit kofeny v pfipadé polynomt s celociselnymi koreny. V
neposledni fadé si zopakujte déleni polynomt.

Hranice korenti polynomu
Na zakladé koeficienttt daného polynomu lze nalézt hranice, mezi kterymi se nachézi
absolutni hodnoty polynomt:

A = maX(|an—1|7 ceey ‘a0’)7

B = max (|ay|,...,|a]),

<& <1+ A
B — ISkl = PR
1+W ’an

Priklad 9. Najdéte hranice, mezi kterymi se nachazi absolutni hodnoty polynomu:
P(z) = 2* — 52 +4
Nejprve spocitame konstanty A a B:

A =max{0,5,0,4} =5
B =max{1,0,5,0} =5
Hranice jsou tedy:

1
1+

)
§|§k|§1+1

<[] <6

O | & o
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Sturmova posloupnost a Sturmova véta

Nyni je nasim cilem zjistit pocet kofentt na daném intervalu. Diky tomu budeme mimo
jiné schopni odpovédét na otézky: kolik redlnych kofenii ma dany polynom? kolik klad-
nych/zapornych kofenti ma dany polynom? kolik kofenid mé polynom na intervalu [a, b]?
Stejné tak v kombinaci s dalsimi znalostmi bychom mohli byt schopni separovat jednotlivé
kofeny, tzn. nalézt intervaly, ve kterych lezi pravé jeden koren.

Nejprve je nutné zkonstruovat tzv. Sturmovu posloupnost. Ziskame ji jako

Po(z) = P(x),  Pi(z) = —Fy(z)

P, sestrojime rekurentné délenim polynomu P;_; polynomem F;, tedy
Py = Qsz(Qi) - CiPi+1<x)a

kde stupenP; > stupenF;,; a konstanty c¢; jsou kladné. Posledni polynom P, je nejvetsi
spolecny délitel polynomi P a P;.

Navic predpokladéame, ze polynom P m&a vsSechny kofeny jednoduché. Kdyby tomu
tak nebylo, nejvétsi spolecny délitel bude mit realné kotreny. V takovém piipadé vydélime
polynom P timto nejvétsim spolecnym délitelem a ziskame polynom, ktery bude mit stejné
kofeny jako polynom P, ale vSechny nasobnosti jedna.

Jednotlivé ¢leny Sturmovy posloupnosti mizeme vynésobit/vydélit kladnou konstan-
tou, aby se ndm s nimi lépe pracovalo.

Sturmova véta:

Pocet redlnych kofentt polynomu P v intervalu [a, b) je roven W (b) — W (a), kde W (x)
je pocet znaménkovych zmén ve Sturmové posloupnosti v bodé x (z niz jsou vyskrtnuty
nuly).

Poznamenejme, ze ve Sturmové vété je uvazovan polouzavieny interval zleva. Avsak v
pripadé, ze je krajni bod piimo kofenem daného polynomu, bude funkéni hodnota prvniho
¢lenu Sturmovy posloupnosti nulova. Danou vétu je tedy mozné pouzit pro rtzné typy
intervali.

Priklad 10. Zjistéte pocet realnych korenii, pocet kladnych kofenu, pocet zapornych
korenti a pocet kofenti na intervalech [—1,1] a [—1,0] polynomu:

P(x) = 2%+ 32> — 1
Nejprve sestrojime Sturmovu posloupnost:
Py(z) = P(z) = 2* + 32° — 1

Spocitdme derivaci polynomu P'(x) = 3x* + 6. Pro ziskdni dal§iho ¢lenu Sturmovy po-
sloupnosti vydélime tento polynom konstantou 3 (neni to nutné, ale polynom si zjednodu-
gime).

Py(r) = —2* — 22
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Vydeélime polynom Py(z) polynomem Py(z). Viysledkem tohoto déleni je polynom —x — 1
a zbytek —2x — 1. Dalsim clenem Sturmovy posloupnosti je prdave zminény zbytek déleni s
opacnym znaménkem, tj.

Py(z)=2zx+1
Opakujeme postup. Nyni vydélime polynom Py(x) polynomem Py(x). Vysledkem tohoto
déleni je polynom —%x — % a zbytek Z%. Dalsim c¢lenem Sturmovy posloupnosti je prdave

zminény zbytek déleni s opacnym znaménkem, tj. —%. Zde ndm jde hlavné o znaménko,
muzeme podelit kladnou konstantou, tedy

Pg(ZL‘) =—-1

Pokud bychom znovu postup opakovali, zreymé pri dalsim déleni by byl zbytek 0. Polynom
P3(x) je tedy poslednim prvkem Sturmovy posloupnosti. Navic vidime, Ze nejuétsi spolecny
deélitel polynomu P a jeho derivace je konstanta, tzn. polynom P a P’ nemaji spolecné
koreny a tedy P ma vsechny koreny jednoduché. Celou posloupnost shriime:

Py(z) =2 +32% — 1
Py(7) = —2* — 22
Py(z)=2rx+1
Psy(x) = -1

Nyni bychom chtéli vyuzit Sturmovu vétu, proto potrebujeme spocitat pocty znamén-
kovych zmen v jednotlivych kragnich bodech danych intervali. Poznamenejme, Ze pocet
redlnych koteni odpovidd intervalu (—oo,00), pocet kladngch kotent intervalu (0,00) a
pocet zdpornych kotend intervalu (—oo,0). Do ndsledugici tabulky uspordiddme znaménka
funkénich hodnot jednotlivych polynomau Sturmovy posloupnosti ve vsech krajnich bodech
intervali.

Py | P | Py| B3
oo | = [ = = =
g+ ]+ —]=
0 [~ [0+ -
T+ |- +]-
o |+ | = |+ | =

V kazdém rdadkd spocitame kolikrat se méni znamenko z + na — nebo naopak, nuly ne-
wvazujeme. Tim ziskame pocet znaménkovych zmén pro dany bod. Zdroven poznamenejme,
Ze Zadny z krajnich bodu intervali nent primo korenem daného polynomu.

Py | P | PP | W

—oo | —| =] —=|—=10
L+ - =] ]
0O | —10 ] +]—|2

I |+ | -]+ —]3
© |+ |- |+ |- |3
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Je zreyme, Ze pokud seradime hranice podle velikosti, musi nam prislusny pocet zna-
ménkovych zmén rist nebo zustat konstantni (dobrd kontrola chyb). Abychom urcili pocet
korentd na dangch intervalech, odecitdme pocet znaménkovych zmén v horni mezi inter-
valu minus pocet znameénkovych zmén v dolni mezi. Pro kontrolu chyb: nesmi vyjit zdporné
cislo!

interval | W(b) | W(a) | pocet koreni
(—00,0) 3 0 3
(—o0,0) | 2 0 2
(0,00) 3 2 1
—1,1 | 3 1 2
—1,0] | 2 1 1

Zregmé bychom byli schopni separovat jednotlivé koreny. Pomoci st miZeme i vypoctem
hranic absolutnich hodnot koreni:

A =max{3,0,1} =3
B =max{1,3,0} =3

1
- < <4
4_|€k|_

Zaverem shrneme vSechny poznatky o daneém polynomu. Vime, Ze jde o polynom stupné
tri. Dle Sturmovy posloupnosti md tri redalné koveny (tedy Zddny komplexni). Vsechny
koteny leZi v intervalu [—4,4]. Pocet zapornijch kotend je 2, z toho jeden v intervalu (—1,0),
tzn. druhy zaporny koten lezi v intervalu [—4, —1). Interval pro proni zaporny koten mizZeme
dokonce zuzit na (—1, —i]. Kladny koten je jeden, a diky znalostem hranic muZeme urcit
interval, v kterém lezi, jako [},1).
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Méjme nyni polynom stupné n s readlnymi koeficienty ve tvaru
P(z) =au2" + -+ a1z +ag
s realnymi koteny &;,7 = 1,...,n, pricemz plati
§1 28> =&

Nasim tkolem nyni bude najit vSechny kofeny polynomu P(z).

Zdvojena Newtonova metoda

V prvni fadé se zaméfime na hledani nejvétsiho kofenu polynomu P(z). Je mozné pouzit
klasickou Newtonovu metodu, ale jak vime, konvergence zavisi na volbé pocatec¢ni aproxi-
mace. D4 se ukazat, ze posloupnost {z}72, urcend Newtonovou metodou je konvergentni
klesajici posloupnost pro kazdou pocatecni aproximaci xo > &1 a & = limy_, 5. Ale tato
konvergence nemusi byt vzdy dostatecné rychla. Zavedeme proto zdvojenou Newtonovu
metodu, kterd ma tvar
_ Pla)

P'(x)

Geometricky vyznam je trochu odlisny od klasické Newtonovy metody. Dalsi ¢len ite-
racni posloupnosti neni prisecikem tecny a osy x, ale prisecikem se¢ny se smérnici %
a osy x. Zdvojena Newtonova metoda konverguje rychleji nez klasicka Newtonova metoda,
ale miizeme kofen ¢ ,prestfelit”, tj. pro néktery ¢len iteracni posloupnosti plati zj, < &;.
V takovém ptipadé pokracujeme klasickou Newtonovou metodou s pocatecni aproximaci
Ty = Tky-

Tk+1 = Tk

Postup pro nalezeni nejvétsiho kofene polynomu:

1. Zvolime pocatecni aproximaci x tak, ze zo > &;. Mlizeme pouzit horni hranici kotrent.
_ A _
Tedy 20 =1+ 7, kde A = max (|ap—1,- .-, |ao|)-

2. Pouzijeme zdvojenou Newtonovu metodu, ale musime kontrolovat, zda jsme ne-
prestrelili.

3. V pfipadé, ze P(xy,)P(x¢) > 0, pokra¢ujeme zdvojenou Newtonovou metodou, tedy

P Tk,
o = =252
0

4. V piipadé, ze P(xy,)P(zo) < 0, pTesttelili jsme a pokracujeme klasickou Newtonovou

metodou, tedy
P('Tko )

- /

P (Iko)
Pozn. jako pocatecni aproximace pro klasickou Newtonovu metodu je brana prestie-
lena aproximace.

xk‘o+1 = :Ck‘o

Dale pokracujeme uz pouze klasickou metodou.
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5. Pokracujeme tak dlouho, dokud nedosahneme pozadované presnosti.

Pozn. Pro vypocet funkénich hodnot polynomu P(x) a derivace polynomu P’(x) je vihodné
vyuzit Hornerovo schéma.

Priklad 11. Najdéte nejvétsi koren polynomu

P(z) = 2* — 52 + 4.

Nejprve spocitdme hranice korenti:

A =max{0,5,0,4} =5

B =max{1,0,5,0} =5

me Slal <1+

o <1l <6

Spocitdme derivaci polynomu: P'(x) = 423 — 10x.
Zdvojenda Newtonova metoda md tvar :

(zp)* — 5(xy)? + 4
4(Q3k)3 — 10513'k

Tpy1 = Tp — 2

Jako pocatecni aproximaci zvolime horni hranici korenu, tj. xo = 6 a podle predchozich
pokyni sestrojime iteracni posloupnost:

Ty — 6
xr = 3,2139 P(z1)P(x¢) > 0= pokracujeme zdvojenou metodou
xo = 2,0406 P(x9)P(z0) > 0= pokracujeme zdvojenou metodou
xrg = 1,9642 P(x3)P(x0) < 0= pokracujeme klasickou metodou
1,9642* —5-1,9642% + 4

= 1,9642 — = - = 2,0022
T 4-1.9642% —10-1,9642
x5 = 2,0000

Newtonova—Maehlyova metoda

Po aproximaci 51 nejvétsiho korene & polynomu P(z) budeme hledat dalsi kofeny.
Mohli bychom vyuzit metodu snizovani stupné a zdvojenou Newtonovu metodu aplikovat
na polynom

P(x)

r—&
Takto bychom mohli postupné najit vSechny koreny polynomu. V pribéhu vsak dochéazi
k zaokrouhlovacim chybam. Nejvétsi kofen nezndme pfesné a ani polynom P;(z) nebude
znam presné, budeme tedy hledat aproximaci kofene polynomu s nepfesnymi koeficienty.

Pl(l')
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Nepresné koeficienty vSak mizou mit za nasledek naprosto odlisné kofeny od ptvodnich
kofenii.
Resenim je spocitat derivaci polynomu P, jako

Plz) = 2@ _Pla)
=& (v—§)?
Newtonova metoda pro polynom P; méa tedy tvar
Tp1 = Tk — Pl(xP(M)P(xk) :
1)

Stejnym zplsobem muZzeme najit i dalsi kofeny. Pfedpokladejme, Ze jsme uz aproximo-
vali &;,...&; a hledame &;;,. Newton-Maehlyova metoda ma tvar

Xz =T P<xk)
k+1 = Tk — T Pz "
Pr(ay) = Y1, 1

Samoziejmé muzeme pouzit i zdvojenou verzi, ale musime si dat pozor, abychom ne-
prestielili.

Poznamenejme, 7Ze pred pouzitim Newton—-Maehlyovy metody je dobré provést separaci
jednotlivych kofent, napt. pomoci Sturmovy véty. Je také dobré nejprve zjistit, zda nékteré
koreny nejsou nasobné.

Priklad 12. Najdéte vSechny kofeny polynomu

P(x) = 2% 4+ 32* — 1.

Nejgprve opét spocitame hranice korent:

A =max{3,0,1} =3

B =maz{1,3,0} =3

L <lal <1+

1<l <4

Spocitdme derivaci polynomu: P'(x) = 3x? + 6x.

Pozn. Pro lepsi informaci o korenech, bychom pomoci Sturmovy véty mohli urcit inter-
valy, v kterych jednotlive koveny lezi. Tuto cast nechdvame k samostatnému procvicent.

Aktualizace dne: 10. kvétna 2020



25

Nejvétsi koren najdeme zdvojenou Newtonovou metodou: & :

o — 4
P
7y =" — QPI((JEO)) = 0,9167 P(z")P(z°) > 0 = pokracujeme zdvojenou metodou
Zo
P
Ty = T — 2% = 0,3454 P(z3)P(x0) < 0= pokracujeme klasickou metodou
T
P(zs)
= _— = 2
T3 T2 P’(J,’Q) 0,59 7
x4 = 0,5358
x5 = 0,5321

Nyni pristoupime k odhadu druhého nejvéetsiho korene. PouZijeme Newton—Maehlyovu
metodu. Nejprve je zapotrebi zvolit pocdtecni aproximact. Ta by zrejme mela byt mensi neZ
aprorimace predchoziho korene. Pokud jsme provedli separaci korenu, muZeme nyni tuto
informaci zohlednit. Rozhodli jsme se jako pocatecni aproximaci pro druhy nejvétsi koren
zvolit xg = 0,5.

3
Ty = 0,5
P
Ty =120 — 2 (o) = —1,2351 P(z1)P(x9) < 0= pokracujeme klasickou metodou
/ P(xo)
Pr(zo) = 202
P
Ty =T, — (xl)P(m) — 0,3332
Pl = 528

r3 = —0,6171
24 = —0,6522
s = —0,6527
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Pro aproximact tretiho korene opét pouZijeme Newton—Maehlyovu metodu. Tentokrat

jsme se rozhodli jako pocatecni aproximaci zvolit o = —0,7.
53 3
Ty = —0,7
P
Ty = Tg— 2 Igfoz Py — 00744 P(x1)P(z0) < 0 = klasickd metoda
P'(xg) — =% — 2%
zo—&1 z0—&2
P
m=al - — 152”12 o = —2,8794
Pl =05 ~oa
x3 = —2,8794
x4 = —2,8794
x5 = —2,8794
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Itera¢ni metody reSeni systému linearnich rovnic

Dalsim tématem, kterému se budeme vénovat, je hledani feSeni systému linearnich
rovnic Ax = b s regularni matici A. Presné feseni tohoto systému ozna¢me x* a plati
x* = A~ 'b. A¢koliv je mozné spodéitat piesné feseni daného systému, v nékterych pripadech,
kdy ma matice A specialni tvar, miize byt vyhodnéjsi vyuzit nékterou z numerickych metod.
Myslenka téchto metod je prevést problém na hledani pevného bodu systému, t;j.

x=1Tx+g,

kde matice T' se nazyva iteracni matice
Sestrojime tedy itera¢ni posloupnost ve tvaru

xM = Tx" + g, k=0,1,...

Samoziejmeé je nutné zabyvat se otdzkou konvergence této posloupnosti k presnému feseni
soustavy. Existuje nékolik kritérii (viz skripta, pfednasky). Nutnou a postacujici podmin-
kou konvergence je spektralni polomér matice 7' (maximélni absolutni hodnota vlastnich
Cisel matice) mensi nez 1.

Pro néasledujici dvé iteracni metody zavedme nésledujici znaceni

a1y 0
D =
0 G
0 0
I, = —@21
—Aap1 —Upn—1 0
0 —ap - —Qin
U =
. _anfl,n
0 0

Matici A tedy muzeme zapsat ve tvaru A =D — L — U.
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Jacobiho metoda
V pripadé této metody upravime systém néasledovné

(D-L-U)x=b
Dx=(L+U)x+b
x=DYL+U)x+D'b

[tera¢ni matice pro Jacobiho metodu je tedy tvaru Ty = D~!(L+U). Nutnou a postacujici
podminkou konvergence je, aby spektralni polomér matice T'; byl mensi nez 1. Jednoduseji
se ale ovéruji nékteré z postacujicich podminek a to zejména vzhledem k tomu, Ze tyto
podminky se ovéruji pomoci matice A.

1. Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.

n
|aii|>2|az‘j|, 1=1,...,M.
Jj=1
J#
Pak Jacobiho itera¢ni metoda konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci x° € R™.

2. Necht matice A je ryze sloupcové diagonalné dominantni, tj.

n
’akk’>2’@ik‘a k=g,....,n.
i=1
itk
Pak Jacobiho itera¢ni metoda konverguje pro kazdou poc¢ateéni aproximaci x° € R™.

P1i vypoctu iteracni posloupnosti mame dvé moznosti, jak k vypoctu pristoupit. Prvni
moznost je vyuzit maticového vyjadieni x*+1 = Tx* 4+ g ;. Spocitat matici T'; a vektor g;.
Tento zpiisob je vhodny zejména pii vyuziti pocitace. Pfi ru¢nim vypoctu je vyhodnéjsi
vyuzit vyjadifovani z rovnic nasledovné:

1. z 1-té rovnice vyjadiime x;

2. k + 1 iteraci spoc¢itame dosazenim k-té iterace do jednotlivych rovnic
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Priklad 13. Pomoci Jacobiho metody aproximujte feSeni systému:
31 +x0 + 213 =2
201 +4x9 + 23 =4
—x1 — Xy — 33 = —1

Jako podcétecni aproximaci zvolte vektor x° = (0,0,0)7.
Nejprve overime konvergenci Jacobiho metody. Pro ovéreni nejprve zkontrolujeme, zda

nejsou splneny postacujici podminky, ktere je mozné zkontrolovat pomoci zadané matice
A. Plati:

3>1+1
4>2+1
3>1+1

Tedy matice A je ryze tadkové diagondlné dominantni. To znamend, Ze je splnéna posta-
cujict podminka konvergence. Poznamenejme, Ze matice neni ryze sloupcové diagondlné
dominantni, nebot 3 % 2+ 1, a tuto podminku tedy meni mozné pro urceni konvergence
pouZzit.
1. zpusob - vyjadrovani z rovnic

Z 1. rovnice vyjadrime xy: x1 = l(2 — Ty — x3)

Z 2. rovnice vyjddrime xy: 19 = ;(4 — 211 — 13)

Ze 3. rovnice vyjadrime w3: x3 = %(1 —x1 — )

Pro vypocet k + 1 iterace pouzijeme ve vsech rovnicich k-tou iteraci:

k+1:12_xk k)

T -

1 3( 2 3
1

w3t = (4 207 — af)

1 1 2

1 2 1 7
R L i U

1 2 2
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Ziskdme tedy iteracni posloupnost ve tvaru x° = (0,0,0)7, x! = (2,1,H)7, x®> =
(3,5, —2)", x* = (0,5463;0,9444; 0,0648)", ...

2. zpusob - maticové
Spocitdme matici T :

% 0 0 0 -1 -1 0 —% —%
T;=10 }l 0 -2 0 —-1]= —% 0 —%1
1 1 1
0 0 —3 1 1 0 -5 —3 0
A vektor g;:
1 2
3 0 0 2 3
g/=[0 7 0 4 ]1=11
1 1
00 —3 -1 3
Pomoci x*1 = T)x* + g; ziskdme stejnou posloupnost jako pomoci proniho zptisobu.

Poznamenejme, Ze piesné feseni soustavy je x* = (0,4231;0,8077; —0,0769)T". Relativni
* 3
chybu treti iterace muzeme spocitat s pouZitim vektorové normy jako 3 = ”X”;ﬁ I Tedy
pri pouziti euklidovské normy dostavame €3 = 0,2322.
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Gaussova—Seidelova metoda
V pripadé této metody upravime systém néasledovné

(D—-L-U)x=b
(D—L)x=Ux+b
x=(D-L)'Ux+(D-L)"'b
[tera¢ni matice pro Gaussovu—Seidelovu metodu je tedy tvaru Ty = (D — L)~'U. Nutnou
a postacujici podminkou konvergence je, aby spektralni polomér matice Tz byl mensi nez

1. Jednoduseji se ale ovétuji nékteré z postacujicich podminek a to zejména vzhledem k
tomu, Ze tyto podminky se ovéfuji pomoci matice A.

1. Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.

n
|aii|> E |CLZ'j|, Z:j,,n
i=1
J#i
Pak Gaussova—Seidelova itera¢ni metoda konverguje pro kazdou pocateéni aproxi-
maci x° € R".
2. Necht matice A je ryze sloupcové diagonalné dominantni, tj.
n
|agr| > E | @i, k=g,....,n.
i=1
i#k
Pak Gaussova—Seidelova iteracni metoda konverguje pro kazdou pocatecni aproxi-
maci x° € R".

3. Necht A je pozitivné definitni matice. Pak Gaussova—Seidelova itera¢ni metoda kon-
verguje pro kazdou podéatecni aproximaci x° € R".

Ztejmé prvni dvé postacujici podminky jsou stejné jako u Jacobiho metody. V piipadé
jejich splnéni konverguji tedy obé metody a Gaussova—Seidelova metoda konverguje rychleji
(na druhou stranu vypocet Jacobiho metody je jednodussi).

Pfti vypoctu itera¢ni posloupnosti mame dvé moznosti, jak k vypoctu pristoupit. Prvni
moznost je vyuzit maticového vyjadieni x**! = Tx* +g. Spocitat matici Ty a vektor gg.
Tento zptisob je vhodny zejména pii vyuziti pocitace. Pfi ru¢nim vypoctu je vyhodnéjsi
vyuzit vyjadfovani z rovnic nasledovné:

1. z 1-té rovnice vyjadiime z;

2. k + 1 iteraci spocitdme dosazenim nejvyssi znamé iterace x;,j # ¢ do jednotlivych
rovnic, tj. pro j < ¢ pouzijeme k + 1 iteraci a pro j > i pouzijeme k-tou iteraci
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Priklad 14. Pomoci Gaussovy—Seidelovy metody aproximujte feSeni systému:

3$1+l’2+1’3:2
2x1+4x2—|—x3:4

—T1 — Ty —3173 =-—1

Jako pocdtecni aproximaci zvolte vektor x° = (0,0,0)7.

Priklad je totozny s prikladem pro Jacobiho metodu. Vime, Ze matice A je ryze radkove
diagondlné dominantni. Tedy Gaussova—Seidelova (stejné jako Jacobiho) metoda konver-
guje.

1. zpusob - vyjadrovani z rovnic

7 1. rovnice vyjddiime x,: 1 = (2 — 19 — x3)

Z 2. rovnice vyjddrime xy: 19 = 3(4 — 211 — 13)

Ze 8. rovnice vyjadrime x3: x3 = %(1 —x1 — )

Pro vypocet k + 1 iterace pouzZijeme nejvyssi znamou iteraci:

1
P = (20— )
1
P = 120k )

=
x%zi(4—2§—0):§
B=zl-z-2)=-3
ﬁ:%(z—;jté):;io,zxsm
T3 = i(4— 2; + %) = % = 0,7870
ri = %(1 — ;—3 - %) = —% = —0,0895
Ziskdme tedy iteracni posloupnost ve tvaru x° = (0,0,0)", x! = (3,2, 3)T, x* =

(0,4814;0,7870; —0,0895)T, ...

2. zpusob - maticové
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Spocitame matici Tg:

-1

3.0 0 0 0

2 4 0 =|-: 1 0

1 1 1

-1 -1 =3 R Tz 3
1 1 1
o ER AN e
¢ _§ Zl 1 ; N ? _5ﬁ
~i "1 T3 00 0 0 15 3%

A vektor g;:

1 2

L0 0 2 2

- _31 1 0 4 - %

81 = 6 4 =1 3

S B | 1 1

18 12 3 9

Pomoci x*

H = ToxF + g ziskdme stejnou posloupnost jako pomoci proniho zpisobu.
Relativni chyba druhé iterace pri pouZiti euklidovské normy je €5 = 0,0631. Je tedy

vidét, Ze Gaussova—Seidelova metoda konverguje rychleji.

Priklad 15. Rozhodnéte, zda Gaussova—Seidelova metoda FeSeni systému:

$1—|—3.T2—4333: 1
21’2 - 2[)’23 =0
—4.131 + 16372 + 3]73 = -2

konverguje pro libovolnou pocatec¢ni aproximaci.

Vidime, Ze matice soustavy neni ryze radkové ani sloupcové diagondlné dominantni. To
znamend, Ze pomoci techto postacujicich podminek nejsme schopni rozhodnout o konver-
genci metody. Spocitame tedy spektralni polomér iteracni matice, tedy matice T¢;. Nejdrive
tuto matici musime zkonstruovat.

1 00 1 0 0
0 2 0] =(0 % 0
4 8§ 1
-4 16 3 : 21
1 0 0 0 -3 4 0 -3 4
Te=10 % 0 00 2]=10 0 1
4 8
s -3 3 0 0 0 0 —4 0
Vypocitame vlastni cisla matice Tg:
- -3 4
0 —A 1]|==-N—-4x=-)\\"+4)
0 —4 —A

Viastni cisla tedy jsou Ay = 0 a A\y3 = £2i. Spocitadme absolutni hodnotu téchto cisel tj.

|A1] = 0 a |Ao3] = 2. Spektrdlni polomeér matice Te; je tedy 2 a to znamend, Ze Gaussova—
Seidelova metoda nebude konvergovat.
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Na zavér poznamenejme, ze muzeme mit soustavu s matici A, pro kterou uvedené
metody nebudou konvergovat. Nékdy je ale mozné vhodnou zménou poradi rovnic, ziskat
soustavu, pro kterou metody konvergovat budou. Uvedme jednoduchy ptiklad.

Uvazujeme soustavu

ZEl—?)ZL'QZ]_
2$1—|—Z’2:—2

= 7))

Pro soustavu linedrnich rovnic s touto matici A Jacobiho ani Gaussova—Seidelova metoda
nekonverguji. Zménime-li vsak potradi rovnic

s maticl

2[E1 + 9 = —2

T1 —3.1'2 = 1,

A:G _13)‘

Tato matice je ryze fadkové (i sloupcové) diagonalné dominantni a obé metody budou
konvergovat.

matice soustavy méa tvar
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Newtonova metoda pro feseni systému nelinearnich rov-
nic
Resime systém m nelinearnich rovnic o m nezndmyrch:

filxy, zo, .o x) =0

(1,29, ..o ) =0,
vektorovy zapis soustavy: F(x) = 0,z € R™ 0 = (0,...,0)7 € R™, piesné Fesent:
€ = (517527 s 7§m)T S R™.
Systém F'(x) = 0 pfevedeme na ekvivalentni tlohu ve tvaru @ = G(x) s itera¢ni matici

G(z) = @ — J5 (@) F(x),

df1(x) . Of1(x)
ox1 O0Tm
kde Jr(x) = : . : se nazyva Jacobiova matice funkce F'.
Ofm(x) - Ofm(x)
ox1 Oxm

Newtonova itera¢ni metoda pro systém F'(x) = 0 za predpokladu, ze Jg(x) je regularni,
se spojitymi prvky v okoli bodu &:

Ty =xp — Jp (xp)F(zr), k=0,1,2, ...

Itera¢ni posloupnost mtzeme pocitat pomoci tohoto vztahu. Potfebujeme vSak pocitat
inverzni matici. Pro ru¢ni vypocet je jednodussi pouzit nasledujici postup:

1. oznatme Ay = Tp1 — Ty
2. Jp(xp) A = —F(x) — vypolet Ay
3. dosazeni do itera¢niho vztahu: @1 = xp + Ay

Priklad 16. Vypocitejte prvni dva kroky Newtonovy metody pro zadany systém rovnic

1
fi: x2—x—|—y—§:()

fo: a®—=bBxy—y=0

o .9 z° 1
a pocatecni aproximaci x° = 0 =19
Vypocet parcidlnich derivaci a sestaveni Jacobiho matice:
0
fl(x7y> sz—l, 8f1(£(],y) :1;
(91: 3y
0 0
fa(z,y) 2% — 5y, falz,y) _ e 1,
ox oy
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— Jacobiho matice: Jp(x) = (22;3__52 _5;_ 1)-

Oznacme A = (ii) a pocitejme soustavu Jp(x®)A® = —F(x), kde

229 — 1 1 1 1 1
Jr(@?) = (2x0 —5y® —5a° — 1) - (2 —6) o~ F@) = <—21> '

Dostavame soustavu
AT :
2 —6 —1

kterou vyresime (Gaussova eliminacni metoda)

1 13 10

2 —6|—1 01
1 1

e ()« ()
4

Vipocet A': Fesime soustavu Jp(z')A' = —F(x!)

D))= (F) = ()
2 . = 6] = Al = s ) .
<z§x _24_9 Ay 711 72796
5 13 1.2332
m2:w1+A1:(%>+( 72796)%< )
: L 0.2126

Priklad 17. Pro zadany systém naleznéte pocatecni aproximaci pro Newtonovu metodu
pro hledani korene z I. kvadrantu.

N

1. krok:

2. krok:

8x —dx? +y? + 1
xr = s
8
20 —x? + 4y —y* + 3
; .

y:

Nejgprve upravime rovnice pro nalezeni priseciku

1. rovnice:
8rv = 8xr —4a? +1? + 1
422 — y? =1 ... rovnice hyperboly, hleddme priiseciky s osami:

prisecik s osou x:y =0 — 2% = % — = :I:%
priisecik s osouy: x =0 — y> +1 =0 ...nemd redlny prisecik

2. rovnice:
dy=2r —2*+4y—y*+3
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?+y?—2r—-3=0
(x —1)2+y*> =4 ...rovnice kruZnice se stredem S = (1,0)" a polomérem r = 2
.

= poddtecni aprozimace: xo = (1,2)"

Primé metody reseni systému linearnich rovnic
Méme systém linearnich rovnic

ayx - Qin by T
AXvaA: 7b: , X =

ap1 - Qpn bn Tn

Budeme hledat pfesné feseni soustavy x* =

*

"L‘n
Nejznaméjsi metodou je Gaussova elimina¢ni metoda (GEM). Hlavni myslenkou je pte-
vést zadany systém ekvivalentnimi ipravami na redukovany problém, tj. na systém s horni
trojihelnikovou matici Rx = c. Z toho systému pomoci zpétného chodu jednoduse ziskame
presné Teseni x*. Zaroven pomoci GEM miizeme ziskat rozklad matice A na soucin dolni

a horni trojuhelnikové matice.

GEM: (Alb) ~ --- ~ (R|c)
Ukézeme si nékolik modifikaci GEM:

1. GEM bez vymény radku
e neménime poradi fadki (ne vzdy je to mozné - néktery pivot mtze byt nulovy
a nelze pokracovat)

e nasobky prvniho rfadku odecitame od ostatnich radkit, abychom pod prvnim
prvkem prvniho fadku (hlavni prvek, pivot) ziskali nuly

e pokud mame nuly pod pivotem prvniho fadku, udélame totéz pod prvkem na
diagonale druhého radku (pivot druhého fadku)
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postup dale opakujeme podle velikosti matice
na konci ziskdme (R|c), kde R je horni trojihelnikova matice

zaroven ziskame rozklad matice A = LR, kde L je dolni trojihelnikova matice
obsahujici multiplikatory, kterymi jsme nésobili jednotlivé fadky

2. GEM s ¢asteénym vybérem pivota

v prvnim sloupci najdeme nejvétsi prvek v absolutni hodnoté

rfadek s timto prvkem vymeénime s prvnim fadkem a prvky pod timto pivotem
vynulujeme

v druhém sloupci (bez prvniho fadku) najdeme nejvétsi prvek v absolutni hod-
noteé

fadek s timto prvkem vymeénime s druhym fadkem a prvky pod timto pivotem
vynulujeme

postup dale opakujeme podle velikosti matice
na konci ziskame (R|c), kde R je horni trojihelnikova matice

zaroven ziskame rozklad matice PA = LR, kde L je dolni trojihelnikova matice
obsahujici multiplikatory, kterymi jsme néasobili jednotlivé radky, a matice P je
permutacni matice (ukazuje, které fadky jsme museli vyménit)
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Priklad 18. Reste systém linedrnich rovnic

2.361 + 633'2 — I3 = 3
2.731 + 31’2 + x3 = 4
—3z; — 6z = -3

1. GEM bez vymeény radku

Pro nads systém je rozsirenda matice soustavy:

2 6 —-1| 3
2 3 1| 4
-3 -6 0]-3

Proni radek vyndsobime 1 a odecteme od druhého. Pruni vdadek vyndsobime —% a

odecteme od trettho. Prvky dolni trojuhelnikové matice L tedy budou loy =1 a l3; =

— % Ziskdame

2 6 —-1]3
0 -3 2|1
0 3 -3y

Druhy radek vynasobime —1 a odecteme od druhého. Prvek dolni trojuhelnikovéeé ma-
tice L tedy bude l3o = —1. Ziskame

2 6 —-1/3
0 -3 2|1
0 0 3|2
Resent systému rovnic tedy je
5/2
T3 1/—2—5
1—-2-5
To = =
2T -3
S 3+5—-6-3 5
1= 5 =
Rozklad matice A je
1 00 2 6 -1
A=LR = 1 10 0 -3 2
-3 -1 1 0 0 3

2. GEM s casteénym vybérem pivota

Zacneme se stejnou rozsirenou matict soustavy:

2 6 —-1| 3
2 3 1| 4
-3 -6 0]-3
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Z pruntho sloupce vybereme nejvétsi cislo v absolutni hodnoté. To je —3 wve tretim

radku. Vymenime tedy treti radek s pronim. To odpovidd permutacni matici P; =

0 01
1

0 0 |. Ziskame
1 00
-3 —6 0]-3
2 3 1| 4
2 6 —-1| 3
Proni rddek vyndsobime —% a odecteme od druhého, resp. od tretiho. Prvky dolni
trojuhelnikové matice L tedy budou ly; = —% als = —%. Ziskdme
-3 —6 0]-3
0o -1 1| 2
0 2 —-1] 1

V' druhém sloupci vybereme nejuétsi prvek v absolutni hodnoté (bez proniho tddku).
To je 2 ve tretim radku. Vymeénime tedy treti a druhy radek. To odpovida permutacni

100
matict Py = 0 0 1 |. Pozor, musime vyménit 1 jiZ ziskané prvky matice L.
010
Ziskame
-3 -6 0|3
0 2 -1 1
0o -1 1| 2
Druhy radek vyndasobime —% a odecteme od druhého. Prvek dolni trojuhelnikovéeé ma-

tice L tedy bude I35 = —%. Ziskdme

-3 —6 0]-3
0 2 —1] 1
o o i 2
Resent systému rovnic tedy je
5/2
= — = 5
ARV
145
Ty = T =3
—-3+6-3
T = 3 = -5
Celkovd permutacni matice je
00 1
P=PP;=|10 0
010
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a rozklad matice PA tedy je

100 -3 6 0
PA=| -2 10 0 2 -1
I RVANC RN

Dalsi modifikaci GEM by mohla byt GEM s Gplnym vybérem pivota. Ukazeme si
ji rovnou pii feseni systému linearnich rovnic z predchoziho piikladu.
Zacneme opét s rozsifenou matici soustavy:

2 6 —-1| 3
2 3 1| 4
-3 -6 0]-3

Vybereme nejvétsi ¢islo v absolutni hodnoté v celé matici A. To je 6 v prvnim fadku
a druhém sloupci nebo —6 ve tretim rfadku a druhém sloupci. Mtzeme si tedy vybrat a
rfadek s timto prvkem presuneme na prvni fadek. My vybereme prvek v prvnim radku a
druhém sloupci, nemusime tedy zadné radky ménit. Vynulujeme vSechny prvky ve druhém
sloupci pod timto prvkem. Prvni fadek vynasobime % a odecteme od druhého, podobné
prvni fadek vynasobime —1 a odec¢teme od tfetiho. Ziskdme

— = N
oo o
— N =
oot

V submatici bez prvniho fadku a druhého sloupce vybereme nejvétsi prvek v absolutni
hodnoté. To jsou % v druhém fadku a tfetim sloupci. Rédek s timto prvkem bychom

presunuli na druhy radek, to uz opét mame. Prvky pod timto prvkem vynulujeme. Druhy

rfadek vynéasobime —% a odecteme od tretiho. Ziskame

Wl = DN
[l e iNeN
O NIW =
wlowolor QO

Z této rozsirené matice jednoduse ziskdme feSeni soustavy

5
o= 2B

—1/3

5/2+5

pu— :5

ARDYE

345425
ZEQZT:?)

Na zavér se podivame na obecny rozklad matice A na soucin dolni a horni trojithelnikové
matice - obecny LU rozklad. Zaroven si ukdzeme, jak tento rozklad vyuzit pfi feSeni
soustav linearnich rovnic.
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Obecny LU rozklad ukazeme opét na predchozim ptikladu soustavy linearnich rovnic.
Mame

2 6 —1 3
A= 2 3 1 ab= 4
-3 -6 0 -3

Rozklad matice A si zapiSeme obecné.

2 6 —1 lll 0 0 U1 U2 U3
A = 2 3 1 = l21 l22 0 0 Ug2 U3
-3 —6 0 l31 l32 133 0 0 Us3

Liiun Litusg liiugs

= | launn lauig + lagugs lo1u1s + laotiog

lsrurn  ls1uge 4 lsouen  ls1us + lgouas + l33uss

Porovnanim jednotlivych prvkd matic ziskdme 9 rovnic pro 12 neznamgych, feseni tedy neni
jednoznacné. Mizeme napriklad predpokladat, ze na diagonale dolni trojihelnikové matice
L jsou 1, tedy l;; = Iy = l33 = 1. Pak dostaneme

1 00 2 6 -1
L= 1 10 aU=[0 -3 2
3 1
-5 —1 1 0 0 3

Nyni pfistoupime k Feseni soustavy Ax = b. Tu miiZeme piepsat jako LUx = b. ReSeni
soustavy najdeme postupnym vyfesenim dvou soustav linearnich rovnic s trojihelnikovymi
maticemi:

Lz=Db
Ux =1z
Tedy
1 00 2 3
1 10 | =] 4
—% -1 1 zZ3 -3
3
Reseni této soustavy jez = | 1 |. Poté fesime dalsi soustavu
5
2
2 6 —1 T 3
0 -3 2 n | =11
1 5
0 0 5 I3 9
-5
Vyftesenim ziskdme konecné feseni soustavy x = 3
5
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V predchozi ¢éasti jsme si ukézali, jak zkonstruovat rozklad matice na soucin dolni a
horni trojuhelnikové matice a jak tento rozklad nasledné vyuzit pti feseni systému. Nasle-
dujici dvé metody se zamétuji na specialni pripady matice A. Hleddame opét presné feseni
soustavy Ax = b.

Choleského rozklad

Tato metoda slouzi pro rozklad matice A, kterd je symetrickd a vSechny jeji hlavni
minory jsou rtizné od nuly. V tom piipadé je mozné provést rozklad A = TTT, kde matice
T je horni trojihelnikova matice. Tuto matici mizeme ziskat pomoci vzorci ze skript,
nebo pfimym porovnanim prvki.

Reseni soustavy najdeme postupnym vyfesenim dvou soustav linearnich rovnic s troj-
thelnikovymi maticemi:

Je-li matice A pozitivné definitni matice, probihd vypocet bez problému. V tom pripadé
jsou vSechny prvky matice T realné. Obecné vsak mize mit matice T ryze imaginarni
prvky. Ty se vyskytuji vzdy v celém rfadku matice a v dalsim kroku se imaginarni prvky
vyrusi.

Priklad 19. Choleského metodou feSte soustavu

11 1 71 2
15 5 e | = 5
15 14 o 8

Matice A je symetrickd matice. Zkontrolujeme nenulovost hlavnich minori.

1 1
5 5 |=36
)

Podminky pro Choleského metodu jsou tedy splnény. Nejprve rozloZime matici A na
soucin matice TT a T, které jsou tvaru

t11 ti2 ti3 ty 0 0
T = 0 to tog |, TV = tiz t2o O
0 0 ts3 tig Tog 133
Jejich soucinem ziskdme:
2 t11t12 t11t13
TIT = | tutn 3, +13, t1at13 + taotas

tiitiz  tiotiz + toatas  tig 4 155 + t3g
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Proky této matice porovndme se zadanou matici. Tim ziskame jednotlive prvky matice T:

ti1 =1 tio =1 tiz=1
fog = 2 t23:2 t33:3

Resime tedy soustavu ve tvaru:

1 00 21 2
1 20 zo | =15
1 2 3 23 8
2
Resent této soustavy je z = % . Poté resime dalst soustavu
1
1 11 1 2
0 2 2 T2 = %
00 3 T3 1
5
4
Vyresenim ziskame konecné reseni soustavy x = %
1
3
Priklad 20. Choleského metodou feste soustavu
xry + 2[)32 — r3 = 1

21’1 —|— 21‘2 —|— 41‘3 =
—-T1 + 4.2132 + 81’3 = 6

w

Matice A je symetrickd matice. Zkontrolujeme nenulovost hlavnich minori.

1 2 -1

‘1‘:1’ 92 9

1
=-2 |2 — —50

-1

4
8

Podminky pro Choleského metodu jsou tedy splnény. MuZeme postupovat stejne jako v
predchozim prikladu nebo pouZit vzorce ze skript.

tllzl tggz\/2—22:\/— :1\/§

1 6
to = 2 tog = ——(4— (—1)-2) = — = —31v/2
12 23 l\/i( ( ) ) 1\/5

tiy = —1 tsz=vV8—1+18=5
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Matice T je tedy tvaru

1 2 -1
T=[ 0 W2 —-31V2
0 0 )
Resime tedy soustavu ve tvaru:
1 00 21 1
2 W2 0 29 = 3
-1 -3W/2 5 23 6
1
Reseni této soustavy je z = —172 . Poté tesime dalsi soustavu
2
1 2 -1 T 1
0 12 —31v/2 To = —1\/7i
0 0 5 T3 2
0
VyfeSenim ziskdme konecné feSeni soustavy x = %
2
5

Croutova metoda

Tato metoda uvazuje matici A, ktera je tfidiagonalni, fadkové diagonalné dominantni
(nemusi byt ryze) a na dvou vedlejsich diagonalach se neobjevuji nuly. V tom pfipadé je
mozné provést rozklad na soucin dolni a horni trojuhelnikové matice. Tyto matice jsou
tvaru:

111 0 0 1 U12 0
lor oo 0o - 0 1 o3
0 0 1

L= 0 lsy lsg - , U=

a muzeme ziskat pfimym porovnanim prvki.
Reseni soustavy najdeme postupnym vyfesenim dvou soustav linearnich rovnic s troj-
thelnikovymi maticemi:
Lz=Db
Ux =1z

Priklad 21. Croutovou metodou reste soustavu

4dxy + 3x9 = 24
3331 + 4.7?2 — I3 = 30
— T2 + 4.T3 = =24
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Matice soustavy je zrejme tridiagonalni a radkove diagondlné dominantni. Rozklad lze tedy
provést. Soucin matic vypadd nasledovné

lll 0 0 1 U12 0 lll l11u12 0
LU = lor oo 0 : 0 1 ugs = lor loruig + lag  loguas
0 l32 l33 0 O 1 0 l32 l32U23 —+ l33

Porovnanim s matici A ziskame jednotlivé prvky matic:

3
=4 U2 = 1
4
121 =3 U3z = _?
l30 = —1
7
laz = 1
24
l33 = =
Resime tedy soustavu ve tvaru:
4 0 0 21 24
310 » | = 30
0 -1 % 23 —24
6
Resent této soustavy je z = 478 . Poté resime dalst soustavu
-5
12 0 ) 6
4 _ 48
0 1 -7 ) = a
00 1 X3 -5
3
Vyresenim ziskame konecné reseni soustavy x = 4
-5

Aktualizace dne: 10. kvétna 2020



47

3 Neresené priklady
Priklad 1. Pomocou Newtonovej metody odhadnite koren funkcie
f(z) =6z —e*+e7 "
pre x € [2,5].
P¥iklad 2. Pomoci metody secen aprozimugjete s presnosti 107> koven funkce
f(z) =In(x — 1) + cos(z — 1)
pro x € [1,2].

Piiklad 3. Pomoci metody regula falsi aprozimujete s presnosti 10~* koten funkce

fla) =~ 2

72
pro x € [3,1].

P¥iklad 4. Pomoci metody quasi-Newtonovy metody aprozimujete s presnosti 10~* koven
funkce
f(z) = —2* — cos(w)

s pocatecni aproximact xg = 0. UvaZujte obé varianty metody a diskutujte, kterd varianta
je vhodnad.

Priklad 5. Pomoci metody secen, metody requla falsi a quasi—Newtonovy metody aproxi-
mujete s presnosti 10=% vsechny koteny funkce

f(z) = (z —2)* = In(x).
Nejprve naleznéte intervaly, které obsahugi pravé jeden koten.
Priklad 6. Z matematickej analyjzy vieme, Ze na intervale (0,2) plati:
i k:+1 (z — 1)
k=1

PouZite postupnost ciastocnych suctov pre priblizné urcenie hodnoty ln(%). Pouzite Aitke-
novu A%-metodu pre uryjchlenie konvergencie. Porovnajte ziskané vysledky.

Priklad 7. Uvazujme nasledujicu rovnicu:

ze® = 1.

Aplikujte prostu iteracni metdodu a Steffensenovu metodu na funkcie g1 = e a g = eﬁfrll.

Zistite rddy tychto metdd a porovnajte rijchlosti konvergencie. (V pripade Steffensenovej
metddy a funkcie go je v Matlabe nutné zvysit presnost vipoctu.)

—T
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Priklad 8. Pomocou Newtonovej metddy ndjdite koreni funkcie f(x) = (tan(z) — 1)3.
PouZite aj klasicki verziu aj verziu upraveni pre viacndsobny koreri a porovnajte rijchlost
konvergencie.

Priklad 9. Pomocou Hornerovej schémy a vseobecného tvaru raciondlnych korernov poly-
nomu s celociselnymi koeficientmi ndjdite vsetky raciondlne korene polynomu

225 — 92° + 132* — 923 + 72® — 4.
RieSenie: 2,2,1, —1.

Priklad 10. Pomocou hranic pre korene polynomu a Sturmovej vety separujte korene
nasledujiceho polynomu
22° — 2% — 62 + 3.

Riesenie (jedno z mozngjch): [—4, —31], [, 1), [1,4].

Priklad 11. Pomocou klasickej Newtonovej metody a zdvojenej Newtonovej metody najdite
najudcst realny koren polynomu
2% — 102" — 1.

Visledky porovnajgte. Ako pociatocni aproximdciu moZete zvolit horny odhad pre korene
polynomu.

Priklad 12. Pomocou Newtonovej—Maehlyovej metddy odhadnite vsetky vlastné c¢isla ma-

tice
1 2 -1
3 0 —4
-2 1 4

Priklad 13. Pomocou Jacobiho metody a Gaussovej—Seidelovej metody odhadnite rieSenie
systemu,

6ZE1 —XT2 —2$3 = 6,
—x1 +bxy —x3 = 10,
—3I1 —2ZE2 +7ZL’3 = —14.

Nezabudnite sa presvedcit o konvergencii obidvoch metod pre akikolvek pociatocni aproxi-
maciu.

Priklad 14. Uvazujme nasledujici systém linedrnych rovnic:

r1 —xXo —I3 = 1,
+4l’2 —21'3 = 2,

T —2562 —2LU3 =—1.

Zistite, ¢i pre tento systém konverguji pre akikolvek pociatoéni aproximdciu metody Ja-
cobiho a Gaussova—Seidelova. Ak dno, pouZite ich na odhad riesenia.
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Riesenie: obidve metody konverguji.
Priklad 15. Uvazujme nasledujici systém nelinedrnych rovnic
_12 + y2 = 17
z? —y=0.

Pomocou ndcrtu zvolte vhodni pociatoéni aprorimdciu pre koren nachddzajici sa v prvom
kvadrante. Vypocitajte dalsie dve aproximdcie Newtonovej metddy.

Priklad 16. Uvazujme nasledujicu maticu

1 2 =3
A=12 4 -5
-1 -3 2

Pre vhodnu permutacnid maticu P najdite pomocou GEM rozklad matice PA = LR, kde L
je dolna trojuholnikovd matica a R je horna trojuholnikovd matica. Pomocou tohto rozkladu
vyrieste systémy Ax = b;, kde by = (0,1, -2)T, by = (=2,-3,1)T a by = (=5, —8,2)T.

Priklad 17. Owverte, ¢i nasledujici systém spliia podmienky pre pouZitie Choleského me-
tody.

433'1 — 233'2 — 10.1'3 = 48
—2%1 + 37(1)2 + 473)3 = 54
—10171 -+ 47172 + 831’3 = =20

Ak dno, potom ho s jej pomocou vyrieste.

Piiklad 18. Ouerte, ¢i nasledugiici systém spliia podmienky pre pouitie Croutovej metddy.

21‘1 + T = 3
—2x17 — 4x9 + a3 = =5
+ 3%2 — 5$3 — Ty = -3

+ 4333 + 6.%4 = 10

Ak ano, potom ho s jej pomocou vyrieste.
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