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Rozložeńı prvoč́ısel

Nyńı se budeme snažit zodpovědět následuj́ıćı otázky:
1 Je prvoč́ısel nekonečně mnoho?
2 Je prvoč́ısel nekonečně mnoho v každé (nebo aspoň některé)

aritmetické posloupnosti?
3 Jak jsou prvoč́ısla rozložena mezi p̌rirozenými č́ısly?

There are two facts about the distribution of prime
numbers. The first is that, [they are] the most arbitrary
and ornery objects studied by mathematicians: they grow
like weeds among the natural numbers, seeming to obey
no other law than that of chance, and nobody can
predict where the next one will sprout. The second fact is
even more astonishing, for it states just the opposite:
that the prime numbers exhibit stunning regularity, that
there are laws governing their behavior, and that they
obey these laws with almost military precision.

Don Zagier
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Prvoč́ısel je nekonečně mnoho

Věta (Eukleidés)

Mezi p̌rirozenými č́ısly existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel.

Důkaz.

Předpokládejme, že prvoč́ısel je konečně mnoho a označme je
p1, p2, . . . , pn. Položme N = p1 · p2 . . . pn + 1. Toto č́ıslo je bud’

samo prvoč́ıslem nebo je dělitelné nějakým prvoč́ıslem r̊uzným od
p1, . . . , pn (č́ısla p1, . . . , pn totiž děĺı č́ıslo N − 1), což je spor.

Poznámka

Existuje mnoho variant důkaz̊u nekonečnosti prvoč́ısel z r̊uzných
oblast́ı matematiky, uved’me ještě alespoň některá tvrzeńı, z nichž
zároveň źıskáme alespoň částečnou informaci o rozložeńı prvoč́ısel
mezi p̌rirozenými č́ısly.
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Prvoč́ısel je vcelku hodně

Př́ıklad

Pro celé n > 2 existuje mezi č́ısly n a n! alespoň jedno prvoč́ıslo.

Řešeńı

Označme p libovolné prvoč́ıslo děĺıćı č́ıslo n!− 1 (takové existuje
podle Základńı věty aritmetiky, protože n!− 1 > 1). Kdyby p ≤ n,
muselo by p dělit č́ıslo n! a nedělilo by n!− 1. Je tedy n < p.
Protože p | (n!− 1), plat́ı p ≤ n!− 1, tedy p < n!. Prvoč́ıslo p
splňuje podḿınky úlohy.

Z této věty rovněž vyplývá nekonečnost prvoč́ısel, jej́ı tvrzeńı je ale
velice slabé. Bez důkazu uvedeme podstatně silněǰśı tvrzeńı.

Věta (Čebyševova, Bertrandův postulát)

Pro libovolné č́ıslo n > 1 existuje alespoň jedno prvoč́ıslo p
splňuj́ıćı n < p < 2n.
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Prvoč́ısel je vcelku málo

Př́ıklad

Dokažte, že pro libovolné p̌rirozené č́ıslo n existuje n po sobě
jdoućıch p̌rirozených č́ısel, z nichž žádné neńı prvoč́ıslo.

Řešeńı

Zkoumejme č́ısla (n + 1)! + 2, (n + 1)! + 3, . . . , (n + 1)! + (n + 1).
Mezi těmito n po sobě jdoućımi č́ısly neńı žádné prvoč́ıslo, protože
pro libovolné k ∈ {2, 3, . . . , n + 1} plat́ı k | (n + 1)!, a tedy
k | (n + 1)! + k , a proto (n + 1)! + k nemůže být prvoč́ıslo.
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Prvoč́ısla jsou relativně rovnoměrně rozložena v tom, smyslu, že
v libovolné

”
rozumné“ aritmetické posloupnosti je jich nekonečně

mnoho. Nap̌ŕıklad zbytek 1 po děleńı čty̌rmi, stejně jako zbytek 3
po děleńı čty̌rmi dá vždy nekonečně mnoho prvoč́ısel (zbytek 0
nedá samožrejmě žádné a zbytek 2 pouze jediné). Obdobná situace
je pak p̌ri uvažováńı zbytk̊u po děleńı libovolným jiným p̌rirozeným
č́ıslem, jak uvád́ı následuj́ıćı věta, jej́ıž důkaz je ovšem velmi
obt́ıžný.

Věta (Dirichletova o prvoč́ıslech v aritmetické posloupnosti)

Jsou-li a,m nesoudělná p̌rirozená č́ısla, existuje nekonečně mnoho
p̌rirozených č́ısel k tak, že mk + a je prvoč́ıslo. Jinými slovy, mezi
č́ısly 1 ·m + a, 2 ·m + a, 3 ·m + a, . . . existuje nekonečně mnoho
prvoč́ısel.

Uved’me proto alespoň důkaz ve speciálńım p̌ŕıpadě.
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Prvoč́ısel tvaru 3k + 2 je nekonečně mnoho

Př́ıklad

Dokažte, že existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel tvaru 3k + 2, kde
k ∈ N0.

Řešeńı

Předpokládejme naopak, že existuje pouze konečně mnoho
prvoč́ısel tohoto tvaru a označme je p1 = 2, p2 = 5, p3 = 11, . . . ,
pn. Položme N = 3p2 · p3 · · · · · pn + 2. Rozlož́ıme-li N na součin
prvoč́ısel, muśı v tomto rozkladu vystupovat aspoň jedno prvoč́ıslo
p tvaru 3k + 2, nebot’ v opačném p̌ŕıpadě by bylo N součinem
prvoč́ısel tvaru 3k + 1 (uvažte, že N neńı dělitelné ťremi), a tedy
podle ďŕıvěǰśıho p̌ŕıkladu by bylo i N tvaru 3k + 1, což neńı pravda.
Prvoč́ıslo p ovšem nemůže být žádné z prvoč́ısel p1, p2, . . . , pn, jak
plyne z tvaru č́ısla N, a to je spor.
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Asymptotické chováńı prvoč́ısel

Z tvrzeńı uvedených v této kapitole je možné si udělat hrubou
p̌redstavu o tom, jak ”hustě”se mezi p̌rirozenými č́ısla prvoč́ısla
vyskytuj́ı. Přesněji (i když ”pouze”asymptoticky) to popisuje velmi
důležitá tzv. ”Prime Number Theorem”:

Věta (Prime Number Theorem, věta o hustotě prvoč́ısel)

Necht’ π(x) udává počet prvoč́ısel menš́ıch nebo rovných č́ıslu
x ∈ R. Pak

π(x) ∼ x

ln x
,

tj. pod́ıl funkćı π(x) a x/ ln x se pro x →∞ limitně bĺıž́ı k 1.

Poznámka

To, jak jsou prvoč́ısla hustě rozḿıstěna v množině p̌rirozených
č́ısel, rovněž udává Euler̊uv výsledek

∑
p∈P

1
p =∞. Přitom nap̌r.∑

n∈N
1
n2 = π2

6 , což znamená, že prvoč́ısla jsou v N rozḿıstěna

”
hustěji“ než druhé mocniny.
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Věta

Je-li P množina všech prvoč́ısel, pak
∑

p∈P
1
p =∞.

Důkaz.

Bud’ n libovolné p̌rirozené č́ıslo a p1, . . . , pπ(n) všechna prvoč́ısla
nep̌revyšuj́ıćı n. Položme

λ(n) =

π(n)∏
i=1

(
1− 1

pi

)−1

.

Jednotlivé činitele lze chápat jako součet geometrické řady, proto

λ(n) =

π(n)∏
i=1

( ∞∑
αi=0

1

pαi
i

)
=
∑ 1

pα1
1 · · · p

απ(n)

π(n)

,

kde sč́ıtáme p̌res všechny π(n)-tice nezáporných celých č́ısel
(α1, . . . , απ(n)).
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Důkaz.

Protože každé č́ıslo nep̌revyšuj́ıćı n se rozkládá pouze na prvoč́ısla
z množiny {p1, . . . , pπ(n)}, je určitě každé takové č́ıslo v tomto

součtu zahrnuto. Tedy λ(n) > 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n , a protože
harmonická řada diverguje , je i limn→∞ λ(n) =∞.
S využit́ım rozvoje funkce ln(1 + x) do mocninné řady dále
dostáváme

lnλ(n) = −
π(n)∑
i=1

ln
(

1− 1
pi

)
=

π(n)∑
i=1

∞∑
m=1

(mpmi )−1 =

= p−1
1 + · · ·+ p−1

π(n) +

π(n)∑
i=1

∞∑
m=2

(mpmi )−1 .
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Důkaz.

lnλ(n) = p−1
1 + · · ·+ p−1

π(n) +

π(n)∑
i=1

∞∑
m=2

(mpmi )−1 .

Protože vniťrńı součet lze shora odhadnout jako

∞∑
m=2

(mpmi )−1 <

∞∑
m=2

p−mi =

= p−2
i

(
1− p−1

i

)−1 ≤ 2p−2
i ,

uḿıme shora odhadnout i diverguj́ıćı posloupnost

lnλ(n) <
∑π(n)

i=1 p−1
i + 2

∑π(n)
i=1 p−2

i . Druhý součet p̌ritom žrejmě
konverguje (viz konvergence řady

∑∞
n=1 n

−2), proto muśı nutně

divergovat prvńı součet
∑π(n)

i=1 p−1
i , což jsme chtěli dokázat.
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Př́ıklad

O tom, jak odpov́ıdá asymptotický odhad π(x) ∼ x/ ln(x),
v některých konkrétńıch p̌ŕıkladech vypov́ıdá následuj́ıćı tabulka:

x π(x) x/ ln(x) rel. chyba Li(x) rel. chyba

100 25 21,7 0,13 29,1 0,04
1000 168 144,7 0,13 176,6 0,01

10000 1229 1085,7 0,11 1245,1 0,002
100000 9592 8685,9 0,09 9628,8 0,0004
500000 41538 38102,9 0,08 41605,2 0,0001

Li(x) =
∫ x

2
dt
ln t znač́ı tzv. logaritmický integrál a za p̌redpokladu

tzv. Riemannovy hypotézy plat́ı odhad

|π(x)− Li(x)| = O(
√
x ln x).
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Kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ačkoliv je to pojem velice
jednoduchý, jeho důležitost a užitečnost v teorii č́ısel je
nedocenitelná; projevuje se zejména ve stručných a p̌rehledných
zápisech některých i velmi komplikovaných úvah.

Definice

Jestliže dvě celá č́ısla a, b maj́ı p̌ri děleńı p̌rirozeným č́ıslem m týž
zbytek r , kde 0 ≤ r < m, nazývaj́ı se a, b kongruentńı modulo m
(též kongruentńı podle modulu m), což zapisujeme takto:

a ≡ b (mod m).

V opačném p̌ŕıpadě řekneme, že a, b nejsou kongruentńı modulo
m, a ṕı̌seme

a 6≡ b (mod m).
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Lemma

Pro libovolná a, b ∈ Z, m ∈ N jsou následuj́ıćı podḿınky
ekvivalentńı:

1 a ≡ b (mod m),

2 a = b + mt pro vhodné t ∈ Z,

3 m | a− b.

Důkaz.

”(1)⇒(3)”Jestliže a = q1m + r , b = q2m + r , pak
a− b = (q1 − q2)m.
”(3)⇒(2)”Jestliže m | a− b, pak existuje t ∈ Z tak, že
m · t = a− b, tj. a = b + mt.
”(2)⇒(1)”Jestliže a = b + mt, pak z vyjáďreńı b = mq + r plyne
a = m(q + t) + r , tedy a i b maj́ı p̌ri děleńı č́ıslem m týž zbytek r ,
tj. a ≡ b (mod m).
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Základńı vlastnosti kongruenćı

Př́ımo z definice plyne, že kongruence podle modulu m je reflexivńı
(tj. a ≡ a (mod m) plat́ı pro každé a ∈ Z), symetrická (tj. pro
každé a, b ∈ Z z a ≡ b (mod m) plyne b ≡ a (mod m)) a
tranzitivńı (tj. pro každé a, b, c ∈ Z z a ≡ b (mod m) a b ≡ c
(mod m) plyne a ≡ c (mod m)) relace, jde tedy o ekvivalenci.
Dokážeme nyńı daľśı vlastnosti:

Kongruence podle téhož modulu můžeme sč́ıtat. Libovolný
sč́ıtanec můžeme p̌renést s opačným znaménkem z jedné
strany kongruence na druhou. K libovolné straně kongruence
můžeme p̌rič́ıst jakýkoliv násobek modulu.
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Kongruence podle téhož modulu můžeme násobit. Obě
strany kongruence je možné umocnit na totéž p̌rirozené
č́ıslo. Obě strany kongruence je možné vynásobit stejným
celým č́ıslem.

Obě strany kongruence můžeme vydělit jejich společným
dělitelem, jestliže je tento dělitel nesoudělný s modulem.

Obě strany kongruence i jej́ı modul můžeme současně
vynásobit t́ımtéž p̌rirozeným č́ıslem.

Obě strany kongruence i jej́ı modul můžeme vydělit jejich
společným kladným dělitelem.

Jestliže kongruence a ≡ b plat́ı podle modul̊u m1, . . . ,mk ,
plat́ı i podle modulu, kterým je nejmenš́ı společný
násobek [m1, . . . ,mk] těchto č́ısel.

Jestliže kongruence plat́ı podle modulu m, plat́ı podle
libovolného modulu d , který je dělitelem č́ısla m.

Jestliže je jedna strana kongruence a modul dělitelný nějakým
celým č́ıslem, muśı být t́ımto č́ıslem dělitelná i druhá strana.
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Poznámka

Některé vlastnosti kongruenćı jsme již použ́ıvali, aniž bychom si
toho povšimli – nap̌ŕıklad p̌ŕıklad z minulého týdne lze
p̌reformulovat do tvaru ”jestliže a ≡ 1 (mod m), b ≡ 1 (mod m),
pak také ab ≡ 1 (mod m)”, což je speciálńı p̌ŕıpad zp̌redhoźıho
tvrzeńı.
Nejde o náhodu. Libovolné tvrzeńı použ́ıvaj́ıćı kongruence můžeme
snadno p̌repsat pomoćı dělitelnosti. Užitečnost kongruenćı tedy
netkv́ı v tom, že bychom pomoćı nich mohli řešit úlohy, které bez
nich řešit nejsme schopni, ale v tom, že jde o velmi vhodný způsob
zápisu. Osvoj́ıme-li si ho, výrazně t́ım zjednoduš́ıme jak
vyjaďrováńı, tak i některé úvahy. Je to typický jev: v matematice
hraje vhodná symbolika velmi závažnou úlohu.
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Př́ıklad

Nalezněte zbytek po děleńı č́ısla 520 č́ıslem 26.

Řešeńı

Protože 52 = 25 ≡ −1 (mod 26), plat́ı
520 ≡ (−1)10 = 1 (mod 26), a tedy zbytek po děleńı č́ısla 520

č́ıslem 26 je jedna.

Př́ıklad

Dokažte, že pro libovolné n ∈ N je 37n+2 + 16n+1 + 23n dělitelné
sedmi.

Řešeńı

Plat́ı 37 ≡ 16 ≡ 23 ≡ 2 (mod 7), a tedy podle základńıch
vlastnost́ı plat́ı

37n+2+16n+1+23n ≡ 2n+2+2n+1+2n = 2n(4+2+1) ≡ 0 (mod 7).
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Př́ıklad

Dokažte, že č́ıslo n = (8355 + 6)18 − 1 je dělitelné č́ıslem 112.

Řešeńı

Rozlož́ıme 112 = 7 · 16. Protože (7, 16) = 1, stač́ı ukázat, že 7 | n
a 16 | n. Plat́ı 835 ≡ 2 (mod 7), a tedy

n ≡ (25 + 6)18 − 1 = 3818 − 1 ≡ 318 − 1 =

= 276 − 1 ≡ (−1)6 − 1 = 0 (mod 7),

proto 7 | n. Podobně 835 ≡ 3 (mod 16), a tedy

n ≡ (35 + 6)18 − 1 = (3 · 81 + 6)18 − 1 ≡ (3 · 1 + 6)18 − 1 =

= 918 − 1 = 819 − 1 ≡ 19 − 1 = 0 (mod 16),

proto 16 | n. Celkem tedy 112 | n, což jsme měli dokázat.
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Př́ıklad

Dokažte, že pro libovolné prvoč́ıslo p a libovolná a, b ∈ Z plat́ı

ap + bp ≡ (a + b)p (mod p).

Řešeńı

Podle binomické věty plat́ı

(a + b)p = ap +
(p

1

)
ap−1b +

(p
2

)
ap−2b2 + · · ·+

( p
p−1

)
abp−1 + bp.

Dále, protože p |
(p
k

)
pro libovolné k ∈ {1, . . . , p − 1} (dokažte!),

plat́ı
(p
k

)
≡ 0 (mod p), odkud plyne tvrzeńı.
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Aritmetické funkce

Aritmetickou funkćı zde rozuḿıme funkci, jej́ımž definičńım
oborem je množina p̌rirozených č́ısel.

Definice (Möbiova funkce)

Rozložme p̌rirozené č́ıslo n na prvoč́ısla: n = pα1
1 · · · p

αk
k . Hodnotu

Möbiovy funkce µ(n) definujeme rovnu 0, pokud pro některé i plat́ı
αi > 1 a rovnu (−1)k v opačném p̌ŕıpadě. Dále definujeme
µ(1) = 1.

Př́ıklad

µ(4) = µ(22) = 0, µ(6) = µ(2 · 3) = (−1)2, µ(2) = µ(3) = −1.
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Dokážeme nyńı několik důležitých vlastnost́ı Möbiovy funkce,
zejména tzv. Möbiovu inverzńı formuli.

Lemma

Pro n ∈ N \ {1} plat́ı
∑

d |n µ(d) = 0.

Důkaz.

Zaṕı̌seme-li n ve tvaru n = pα1
1 · · · p

αk
k , pak všechny dělitele d č́ısla

n jsou tvaru d = pβ1
1 · · · p

βk
k , kde 0 ≤ βi ≤ αi pro všechna

i ∈ {1, . . . , k}. Proto∑
d |n

µ(d) =
∑

(β1,...,βk )∈(N∪{0})k
0≤βi≤αi

µ(pβ1
1 · · · p

βk
k ) =

=
∑

(β1,...,βk )∈{0,1}k
µ(pβ1

1 · · · p
βk
k )

=
(k

0

)
+
(k

1

)
· (−1) +

(k
2

)
· (−1)2 + · · ·+

(k
k

)
· (−1)k

=
(
1 + (−1)

)k
= 0.
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S Möbiovou funkćı úzce souviśı pojem Dirichlet̊uv součin
(konvoluce):

Definice

Bud’te f , g aritmetické funkce. Jejich Dirichlet̊uv součin je
definován p̌redpisem

(f ◦ g)(n) =
∑
d |n

f (d) · g
(
n
d

)
=
∑

d1d2=n

f (d1) · g(d2).

Lemma

Dirichlet̊uv součin je asociativńı.

Důkaz.

((f ◦ g) ◦ h)(n) =
∑

d1d2d3=n

f (d1) · g(d2) · h(d3) = (f ◦ (g ◦ h))(n)
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Př́ıklad

Definujme dvě pomocné funkce I a I p̌redpisem I(1) = 1, I(n) = 0
pro všechna n > 1, resp. I (n) = 1 pro všechna n ∈ N. Pak pro
každou aritmetickou funkci f plat́ı:

f ◦ I = I ◦ f = f a (I ◦ f )(n) = (f ◦ I )(n) =
∑
d |n

f (d).

Dále plat́ı I ◦ µ = µ ◦ I = I, nebot’

(I ◦ µ)(n) =
∑
d |n

I (d)µ( n
d ) =

∑
d |n

I ( n
d )µ(d) =

=
∑
d |n

µ(d) = 0 pro všechna n > 1

podle lemmatu za definićı Möbiovy funkce (pro n = 1 je tvrzeńı
žrejmé).
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Věta (Möbiova inverzńı formule)

Necht’ je aritmetická funkce F definovaná pomoćı aritmetické
funkce f p̌redpisem F (n) =

∑
d |n f (d). Pak lze funkci f vyjáďrit ve

tvaru
f (n) =

∑
d |n

µ( n
d ) · F (d).

Důkaz.

Vztah F (n) =
∑

d |n f (d) lze jiným způsobem zapsat jako
F = f ◦ I . Proto F ◦ µ = (f ◦ I ) ◦ µ = f ◦ (I ◦ µ) = f ◦ I = f , což je
tvrzeńı věty.
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Definice

Multiplikativńı funkćı p̌rirozených č́ısel rozuḿıme takovou
aritmetickou funkci, která splňuje, že pro všechny dvojice
nesoudělných č́ısel a, b ∈ N plat́ı

f (a · b) = f (a) · f (b).

Př́ıklad

Multiplikativńımi funkcemi jsou nap̌r. funkce f (n) = σ(n),
f (n) = τ(n), či f (n) = µ(n) nebo, jak brzy dokážeme i tzv.
Eulerova funkce f (n) = ϕ(n).
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Eulerova funkce

Definice

Necht’ n ∈ N. Definujme Eulerovu funkci ϕ p̌redpisem

ϕ(n) = |{a ∈ N | 0 < a ≤ n, (a, n) = 1}|

Př́ıklad

ϕ(1) = 1, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2, je-li p prvoč́ıslo, je žrejmě
ϕ(p) = p − 1.
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Nyńı dokážeme několik důležitých tvrzeńı o funkci ϕ:

Lemma

Necht’ n ∈ N. Pak
∑

d |n ϕ(d) = n.

Důkaz.

Uvažme n zlomk̊u

1

n
,

2

n
,

3

n
, . . . ,

n − 1

n
,
n

n
.

Zkrát́ıme-li zlomky na základńı tvar a seskuṕıme podle
jmenovatel̊u, snadno dostaneme právě uvedené tvrzeńı.
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Věta

Necht’ n ∈ N, jehož rozklad je tvaru n = pα1
1 · · · p

αk
k . Pak

ϕ(n) = n ·
(

1− 1

p1

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
.

Důkaz.

S využit́ım p̌redchoźıho lemmatu a Möbiovy inverzńı formule
dostáváme

ϕ(n) =
∑
d |n

µ(d)
n

d
= n − n

p1
− · · · − n

pk
+ · · ·+ (−1)k

n

p1 · · · pk
=

= n ·
(

1− 1

p1

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
.
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Poznámka

Předchoźı výsledek lze obdržet i bez použit́ı Möbiovy inverzńı
formule pomoćı principu inkluze a exkluze na základě zjǐstěńı počtu
č́ısel soudělných s n v určitém intervalu.

Důsledek

Necht’ a, b ∈ N, (a, b) = 1. Pak

ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b).

Poznámka

Rovněž toto tvrzeńı lze odvodit nezávisle na základě poznatku
(n, ab) = 1 ⇐⇒ (n, a) = 1 ∧ (n, b) = 1. Spolu se snadno
odvoditelným výsledkem

ϕ(pα) = pα − pα−1 = (p − 1) · pα−1

pak lze odvodit vztah pro výpočet ϕ již ťret́ım způsobem.
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Př́ıklad

Vypočtěte ϕ(72).

Řešeńı

72 = 23 · 32 =⇒ ϕ(72) = 72 · (1− 1
2 ) · (1− 1

3 ) = 24, alternativně
ϕ(72) = ϕ(8) · ϕ(9) = 4 · 6 = 24.

Př́ıklad

Dokažte, že ∀n ∈ N : ϕ(4n + 2) = ϕ(2n + 1).

Řešeńı

ϕ(4n + 2) = ϕ(2 · (2n + 1)) = ϕ(2) · ϕ(2n + 1) = ϕ(2n + 1).
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Malá Fermatova věta

Tato tvrzeńı paťŕı mezi nejdůležitěǰśı výsledky elementárńı teorie
č́ısel.

Věta (Fermatova, Malá Fermatova)

Necht’ a ∈ Z, p prvoč́ıslo, p - a. Pak

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Důkaz.

Tvrzeńı vyplyne jako snadný důsledek Eulerovy věty. Dá se ale
dokázat i p̌ŕımo (nap̌r. matematickou indukćı nebo
kombinatoricky)

Důsledek

Necht’ a ∈ Z, p prvoč́ıslo. Pak

ap ≡ a (mod p).
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Př́ıklad (Důkaz Malé Fermatovy věty)

Kombinatorický důkaz jde na věc poněkud
”
od lesa“: podobně jako

v úlohách využ́ıvaj́ıćıch Burnsideovo lemma máme za úkol určit počet
náhrdelńık̊u dané délky (ty vzniknou navlečeńım několika šperk̊u na
šňůrku a jej́ım svázáńım) vytvǒrených z několika typů šperk̊u s t́ım, že
nerozlǐsujeme náhrdelńıky, které je možné na sebe p̌revést otočeńım (a lǐśı
se tedy jen t́ım, kde je zavázaný

”
uzĺık“). Snadno si lze rozmyslet, že

navlékáme-li n šperk̊u, lze v některých konstelaćıch p̌revést náhrdelńık
sám na sebe p̌ri otočeńı o určitý počet šperk̊u. Předpokládejme nyńı, že
máme a typů šperk̊u a požadovaný počet použitých šperk̊u na jeden
náhrdelńık je dán prvoč́ıslem p. Zřejmě pro každý náhrdelńık využ́ıvaj́ıćı
alespoň dvou typů šperk̊u dostáváme r̊uzným uḿıstěńım uzĺıku p r̊uzných
p-tic šperk̊u na šňůrce (což ale neńı p̌ŕıpad náhrdelńık̊u sestavených
pouze z jednoho typu šperku). Vid́ıme tedy, že počet r̊uzných náhrdelńık̊u
je roven

ap − a

p
+ a,

což zejména znamená, že muśı platit p | ap − a.



Literatura Rozložeńı prvoč́ısel Kongruence Fermatova a Eulerova věta

Př́ıklad

Nap̌ŕıklad pro hodnoty a = 2, p = 5 tak určujeme počet
náhrdelńık̊u dvou typů šperk̊u (A,B) délky pět. Dáme-li ze všech
25 r̊uzně navlečených šňůrek stranou 2 náhrdelńıky tvǒrené pouze
jedńım typem (AAAAA,BBBBB), pak dále máme 25−2

5 = 6
náhrdelńık̊u, které na sebe nelze p̌revést otáčeńım
(ABBBB,AABBB,AAABB,AAAAB,ABABB,AABAB).
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Úplná a redukovaná soustava zbytk̊u

Definice

Úplná soustava zbytk̊u modulo m je libovolná m-tice č́ısel po dvou
nekongruentńıch modulo m (nejčastěji 0, 1, . . . ,m − 1).
Redukovaná soustava zbytk̊u modulo m je libovolná ϕ(m)-tice č́ısel
nesoudělných s m a po dvou nekongruentńıch modulo m.

Lemma

Necht’ x1, x2, . . . , xϕ(m) tvǒŕı redukovanou soustavu zbytk̊u modulo
m. Je-li a ∈ Z, (a,m) = 1 pak i č́ısla a · x1, . . . , a · xϕ(m) tvǒŕı
redukovanou soustavu zbytk̊u modulo m.

Důkaz.

Protože (a,m) = 1 a (xi ,m) = 1, plat́ı (a · xi ,m) = 1. Kdyby pro
nějaká i , j platilo a · xi ≡ a · xj (mod m), po vyděleńı obou stran
kongruence č́ıslem a nesoudělným s m dostaneme xi ≡ xj
(mod m).
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Eulerova věta

Věta (Eulerova)

Necht’ a ∈ Z, m ∈ N, (a,m) = 1. Pak

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Důkaz.

Bud’ x1, x2, . . . , xϕ(m) libovolná redukovaná soustava zbytk̊u
modulo m. Podle p̌redchoźıho lemmatu je i a · x1, . . . , a · xϕ(m)

redukovaná soustava zbytk̊u modulo m. Plat́ı tedy, že pro každé i
existuje j ( i , j ∈ {1, 2, . . . , ϕ(m)}) tak, že a · xi ≡ xj (mod m).
Vynásobeńım dostáváme
(a · x1) · (a · x2) · · · (a · xϕ(m)) ≡ x1 · x2 · · · xϕ(m) (mod m). Po úpravě

aϕ(m) · x1 · x2 · · · xϕ(m) ≡ x1 · x2 · · · xϕ(m) (mod m)

a po vyděleńı č́ıslem x1 · x2 · · · xϕ(m) dostaneme požadované.
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Kryptografická motivace

RSA

Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks,GCHQ
– 1973)

každý účastńık A poťrebuje dvojici kĺıč̊u – věrejný VA a
soukromý SA

generováńı kĺıč̊u: zvoĺı dvě velká prvoč́ısla p, q, vypočte
n = pq, ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) [n je věrejné, ale ϕ(n) nelze
snadno spoč́ıtat ]

zvoĺı věrejný kĺıč e a ově̌ŕı, že (e, ϕ(n)) = 1

nap̌r. pomoćı Euklidova algoritmu spoč́ıtá tajný kĺıč d tak,
aby e · d ≡ 1 (mod ϕ(n))

zašifrováńı numerického kódu zprávy M: C = Ce(M) ≡ Me

(mod n)

dešifrováńı šifry C : OT = Dd(C ) ≡ Cd (mod n)
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Př́ıklad

Generováńı kĺıče. Alice vybere prvoč́ısla p = 2357, q = 2551
a vypočte n = p · q = 6012707 a
ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) = 6007800. Alice zvoĺı e = 3674911 a
pomoćı Euklidova algoritmu vypočte d = 422191 (e · d ≡ 1
(mod ϕ(n))). Soukromý kĺıč Alice je d , věrejný pak (n, e).

Chce-li Bob poslat Alici zprávu m = 5234673, pomoćı
modulárńıho umocňováńı vypočte

c ≡ me ≡ 52346733674911 ≡ 3650502 (mod n),

a tu odešle Alici.

Alice zprávu dešifruje d́ıky výpočtu

cd ≡ 3650502422191 ≡ 5234673.
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Velikost kĺıč̊u

Jak velké kĺıče (pro RSA) je vhodné volit? Data, chráněná kĺıčem s
délkou 1024 bit̊u jsou chráněna p̌red útočńıkem, který nemá k
dispozici enormńı zdroje.
Takový odhad učinili nap̌r. Shamir & Tromer (2003) p̌ri konstrukci
hypotetického zǎŕızeńı TWIRL. Navrhli hardwarové zǎŕızeńı v ceně
deśıtek milionů dolar̊u, které by bylo schopné rozložit 1024-bitový
RSA kĺıč p̌ribližně za rok. Podobně Franke et al (2005) odhadli
cenu takového zǎŕızeńı na cca 200 milionů dolar̊u. Daľśı odhady
ukazuj́ı, že pokud chceme bezpečně chránit svá data (̌rádově) na
10-20 let dop̌redu, měli bychom vystačit s kĺıčem délky 2048 bit̊u.

Zdroj: http://www.javamex.com/tutorials/cryptography/
rsa_key_length.shtml

http://www.javamex.com/tutorials/cryptography/rsa_key_length.shtml
http://www.javamex.com/tutorials/cryptography/rsa_key_length.shtml
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