MIN401 Matematika IV - piiklady poc¢itané na cviceni (jarni semestr 2021)

1 1. tyden — stredoskolska délitelnost

Cviceni konané 14. 2. 2021.

Piiklad 1.1: Jak pozname, ze je celé cislo délitelné 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 117 Sva tvrzeni
zduvodnéte.

Piiklad 1.2: Ukazte, ze soucin péti po sobé jdoucich ¢isel je délitelny 120.

Piiklad 1.3: Nejdiive pro n = 2,3 a potom pro dalsi n € N si pfipomente
a) vzorec pro rozdil n-tych mocnin dvou éisel,
b) vzorec pro soucet n-tych mocnin dvou éisel,

¢) vzorec pro n-tou mocninu souctu, tzv. binomicky vzorec.

Piiklad 1.4: [10.2] Dokazte, ze pro libovolné a € Z plati:
(i) a? dava po déleni ¢tyimi zbytek 0 nebo 1,
(i) a® ddva po déleni osmi zbytek 0, 1 nebo 4,

(iii) a* dava po délenf Sestndcti zbytek 0 nebo 1.

Priklad 1.5:
(i) Ukazte, ze pro kazdé n € N plati 3]4™ — 1.
(ii) Ukazte, ze pro kazdé n € N plati 5|n° — n.

(iii) Ukazte, Ze pro kazdé n € N plati 5337+ 4 2n+l,

Priklad 1.6: [10.1] Urcete, pro ktera prirozena ¢isla n € N je ¢islo n® + 1 délitelné ¢islem
n—1.

Piiklad 1.7: Dokaite, ze pro ptirozend ¢isla a, k a n plati: jestlize k | n, pak a®* — 1] a" — 1.
Pomoci toho dokazte: Je-li 2" — 1 prvocislo, pak n musi byt také prvocislo. Proto se “nejvétsi”
prvocisla hledaji ve tvaru 2P — 1, kde p je prvocislo.



Priklad 1.8: Dokazte, ze 25 | 42" — 10n — 4.

Priklad 1.9:

(i) Necht a,b € N, a # b. Ukazte, Ze existuje nekonetné mnoho prirozenych ¢isel n takovych,
ze ¢isla a +n a b+ n jsou nesoudélna.

(i) Necht m& ¢islo n € N, n > 1 nésledujici vlastnost: pro kazdou dvojici délitela a > 1,

b > 1 ¢isla n plati, ze (a,b) > 1. Co muzeme Fici o ¢éislu n?

Piiklad 1.10: [10.10]
(i) Dokazte, ze jsou-li ¢isla m,n € N nesoudélnd, jsou nesoudélnd i ¢isla

m2+mn—|—n2 a mQ—mn—l—nQ.

(ii) Dokazte, ze jsou-li licha ¢isla m,n € N nesoudélna, jsou nesoudélnd i ¢isla

m+2n a m?+ 4n>

2 2. tyden — kongruence, Eulerova funkce

Cviceni{ konané 10. 3. 2021.

Piiklad 2.1: [10.4 a 10.5] Urcete nejvétsi spolecny délitel ¢isel a,b € Z a urcete piislusné
koeficienty v Bezoutové rovnosti:

(i) @ = 10175 a b = 2277,

(i) a=29—1ab=2%—1.

Priklad 2.2: [10.11])

(i) Naleznéte zbytek po déleni ¢isla 730 ¢islem 50.

(ii) Urcete posledni dvé cifry dekadického zdpisu ¢fsla 720

Piiklad 2.3: [10.15 a 10.16]
(i) Necht m,n € N a a,b € Z spliuji a = b (mod m™). Ukazte, Ze pak ™ = b™ (mod m™*!)
(ii) Ukazte, Ze lich4 ¢fsla a splitujf a* = 1 (mod 16).

(iii) Ukazte, Ze ¢isla a nedélitelnd tiemi spliuji a® = +1 (mod 9).



Piiklad 2.4: [10.17] Pro ¢islo n € N oznacuje S(n) ciferny soucet ¢isla n.
(i) Zopakujte si pravidla po délitelnost 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9.

(iii) Pravidlo pro délitelnost 11.

)

(ii) Ukazte, ze n = S(n) (mod 9).
)
)

(iv) Ukazte, ze pro n = 1000a + b plati n = —a + b (mod m), kde m € {7,11,13}.
Piiklad 2.5: [10.19, 10.20, 10.21]
(i) Urcete p(72).
(ii) Dokazte, ze pro kazdé n € N plati p(4n +2) = p(2n + 1).

)
)
(iii) Urcete vsechna n € N takova, ze ¢(n) je liché.
(iv) Urcete vsechna n € N takovd, ze ¢(n) = 30.

)

(v) Urcete vSechna n € N takova, ze ¢(n) = 3.

Piiklad 2.6: [10.24, 10.26, 10.28, 10.29]

(i) Urcete posledn{ dvojéisli ¢isla 72013,

(ii) Urcete zbytek po délenf éisla 290 + 350 + 450 ¢islem 17.

53
(i) Urcete posledni éislici cisla 797 .

(iv) Uréete posledni cislici éisla 144"

3 3. tyden — RSA Sifry, primitivni koreny

Cviceni konané 18. 3. 2021.

Piiklad 3.1: Vetejny kli¢ Honzy pro RSA sifru je (91, 23). Zachytili jste jemu uréenou zpravu
3. Dekédujte ji.

Priklad 3.2: [10.32, 10.33, slidy] Najdéte primitivn{ kofeny modulo 8, 11, 41 a 412



4 4. tyden — reSeni kongruenci

Cviceni konané 25. 3. 2021.

Priklad 4.1: Vyfeste nésledujici kongruence:
(i) bz =12 (mod 23).
(i) 33z =7 (mod 143).
(iii) 210z =40 (mod 212).

Priklad 4.2: Vyfeste nésledujici soustavy kongruenci:
(i) 22 =3 (mod 7), = =8 (mod 15).
(ii) z =3 (mod 10), x =8 (mod 15), x =5 (mod 84).

Piiklad 4.3: [10.48, 10.57, 10.58] Vyfeste nasledujici kongruence:
(i) 72'" =11 (mod 41).
(i) z® =3 (mod 18),
(iii) 2? =18 (mod 63).

5 5. tyden — kongruence, Sifrovani

Cviceni konané 31. 3. 2021.

Priklad 5.1: Vyfeste nasledujici kongruence:
(i) 22 =1 (mod 30),
(i) 2° + 2+ 3 =0 (mod 25),

(iii) 52° 4+ 2 +8 =0 (mod 11),

Priiklad 5.2: Spoctéte nasledujici Legendreuv nebo Jacobiho symbol

@) (&) ()



Piiklad 5.3: [Odjinud, 10.67, 10.68] Rozhodnéte, zda nasledujici kongruence maji fesent:
(i) 2 =5 (mod 227),

(ii) 2 =5 (mod 229),

(iif) #* = 38 (mod 65),

(iv) 2*> —23 =0 (mod 77).

Piiklad 5.4: [10.93] Sifrovant:

(i) Ukazte, jak pomoci Rabinova kryptosystému s vefejnym klicem n = 437 zasifrovat a pak
desifrovat zpravu M = 321.

(ii) Martin a Honza chtéji komunikovat sifrou ElGamal. Martin si zvolil prvocislo 41 s primi-
tivnim kofenem 11 a tajny kli¢ 10, tj. zvefejnil (41,11, A), kde A = 11'° (mod 41). Honza
mu poslal verejnym kandlem dvojici (22, 6). Jakou zpravu Honza poslal?

(iii) Verejny klic Honzy pro RSA sifrovani je (33,3). Nékdo mu poslal zpravu 7, kterou jste
zachytili. Dekédujte ji.
6 6. tyden — Booleovské algebry, usporadané mnoziny

Cviceni konané 7. 4. 2021.

Priklad 6.1: Budeme pracovat s vyrazy ve vyrokové logice.
(i) Zjednoduste vyraz (ANBAC)V (A ANB)V(AANBAC").
(i) [11.116] Naleznéte uplnou disjunktni formu vyrazu (B’ = C) A [(AV C) A B]'.
Piiklad 6.2: [11.124] Urcete vSechny relaci usporddani na ¢tyFprvkové mnoziné. Pro kazdy

z neizomorfnich typu urcete, zda se jednd o svaz. Vyskytuje se mezi usporadanimi Booleova
algebra?

Piiklad 6.3: [11.126, 11.127] Nakreslete Hasseho diagram svazu délitelu ¢isla 36. Je tento
svaz distributivni? Jedna se o Booleovu algebru? Pak urcete totéz pro délitele ¢isla 30.

Piiklad 6.4: [11.131] Rozhodnéte, zda kazdy fetézec, ktery ma nejvétsi a nejmensi prvek, je
uplny svaz.



Priklad 6.5: [11.133] Rozhodnéte, zda je mnozina konvexnich podmnozin v R? svazem pro
vhodné operace suprema a infima. Pokud ano, je tento svaz uplny ¢i distributivni?

7 7.tyden — Polynomy

Cviceni konané 14. 4. 2021.

Piiklad 7.1: [11.76] Rozlozte nad R a C polynom

f(z) = 2" +22° + 327 + 22 + 1.

Priklad 7.2: [11.77.] Rozlozte polynom f(z) = 2° + 32 4+ 3 nad Q and Z.
Piiklad 7.3: [11.80] Najdéte vSechny ireducibilni polynomy stupné < 2 nad Z;.

Priklad 7.4: [11.81] Rozhodnéte, zda je polynom z* + 23 + x + 2 ireducibiln{ nad Zj.

8 8. tyden — polynomy II.

Cviceni konané 22. 4. 2021.

Piiklad 8.1: [11.79]
(i) Eisensteinovo kritérium ireducibility nad Z (tedy i nad Q).

(ii) Urcete polynom s raciondlnimi koeficienty co nejmensiho stupné, jehoz korenem je éislo

Piiklad 8.2: [11.82, 11.83]

(i) Pro liché prvocislo p urcete vSechny kofeny polynomu

flx)y=aP 2+ 2P 3+ fo+2

(ii) Rozlozte polynom g(z) = x? + x + 1 v Zs[z] and Z;[z].



Piiklad 8.3: [11.84, 11.84]

(i) Rozlozte polynom f(x) = 2® — 2* — 522 — 3 v C[z], R[z|, Q[z], Z[x], Zs|x] a Z:[z] vite-li
o ném, ze ma vicenasobny koren.

(ii) Rozlozte polynom p(x) = x% + 2° + 4 4 223 + 52° + 2 + 2 v C[z], R[z], Zs[x], Zs[z] a
Zr|x] vite-li o ném, ze mé vicenasobny kofen i.

(iii) Reste soustavu p(z) = ¢(z) = 0 nad C, kde q(x) = z%y? + y* + 2y + 2%y + 2y + 1.

9 9. tyden — okruhy

Cviceni konané 28. 4. 2021.

Piiklad 9.1: [11.65] Rozhodnéte, zda mnozina R s operacemi @ a ® tvoif okruh, komutativni
okruh, obor integrity nebo téleso.

(i) R=Z,a®b=a+b+3,a®b= —3. [Neni okruh.]

(i) R=Z,a®b=a+b—3,a®b=a-b— 1. [Neni okruh.]
(ii) R=Z,a®b=a+b—1,a®b=a+b—a-b. [Je obor integrity.]

)
)
)
(iv) R=Q,a®b=a+0b,a®b=>b. [Neni okruh.]
(V) R=Q,a®b=a+b+1,a®b=a+b+ ab. [Je téleso.]
)

(vi) R=Q,a®b=a+b—1,a®b=a+ b+ ab. [Neni okruh.]

Priklad 9.2: [11.66] Dokazte, ze podmozina komplexnich ¢isel Z[i| = {a + bi|a,b € Z} tvoii
obor integrity. Jedna se o téleso?

Priklad 9.3: [11.67] V okruhu matic Mats»(R) uvazme podokruh matic tvaru
a —b
b a )’

a,b € R. Dokazte, ze tento podokruh je izomorfni s télesem C.

Priklad 9.4: [11.68] Ukazte, ze identita je jediny automorfismu télesa redlnych ¢isel.



10 10. tyden — grupy I.

Cviceni konané 5. 5. 2021.

Priklad 10.1: [11.1] Rozhodnéte o nésledujicich mnozinach a operacich, jakou algebraickou
strukturu tvoii (grupoid, monoid, pologrupa, grupa):
(i
(ii

podmnoziny mnoziny piirozenych ¢isel s operaci sjednoceni [monoid],
mnozina N spolu s bindrni operaci nejvétsi spolecny délitel [polorupal,

(iii) mnozina N spolu s bindrni operaci nejmensi spole¢ny nasobek [monoid],

(iv) mnozina realnych invertibilnich matic 2x2 spolu s operaci s¢itani matic [neni ani grupoid],
(vi) mnozina redlnych matic 2x2 spolu s operaci odéitdn imatic [grupoid],
(vii) mnozina invertibilnich matic 2x2 nad Z, spolu s operaci nasobeni matic [grupal,

(viii

)
)
)
)
(v) mnozina redlnych matic 2x2 spolu s operaci ndsobeni matic [monoid],
)
)
) mnozina Zg spolu s operaci ndsobeni (modulo 6) [monoid],
)

(ix) mnozina Z; spolu s operaci nasobeni (modulo 7) [grupa].

Piiklad 10.2: 11.8 Na mnoziné (R \ {0}) x R definujeme operaci ® jako
(z,y) © (u,v) = (zu, 20 +y).

Popiste, o jakou algebraickou strukturu se jedna.

Piiklad 10.3: [2.19] Rozlozte nésledujici permutaci v S¢ na souéin transpozic:
123 4567389
31 6 789 5 4 2)°

Piiklad 10.4: [11.10] Urcete znaménko nasledujicich permutaci v Sg,, a Soy,:

(1
g1 = 9
(1
09 = 9

4 5 6 .

5 6 4 ... 3n—1 3n 3n—2
n n+l n+2 ... 2n
2n 1 3 . 2n—1)°

3n—2 3n—1 3n )

=N W N
DD W =W



Priklad 10.5: [11.13] Méjme permutaci o € Sy,

(1234567
T\3 65712 4)

2013

V grupé (S7, o) uréete fad o, inverzi k o, 0*'® a ukazte, ze o nekomutuje s transpozici 7 = (2, 3).

Piiklad 10.6: [11.16,11.17] Dokazte, ze neexistuje ¢tyiprvkova ani pétiprvkova nekomuta-
tivni grupa.
11 11. tyden — grupy II.

Cviceni konané 12. 5. 2021.

Piiklad 11.1: [11.19] Urcete (az na izomorfismus) vsechny komutativni grupy radu 8. Potom
urcete, ketrym z téchto grup jsou izomorfni grupy

(i)

(i) 2,

(iif) Zy7/{+£1},
)

(iv) komplexn{ kofeny polynomu 2% — 1 = 0 s ndsobenim.

Priklad 11.2: [11.25] Necht G je grupa dolnich trojihelnikovych matic 3 x 3 s jednickami na
diagonale a operaci nasobeni.

(i) Ukazte, ze G C GL(3,R) je podgrupa a rozhodnéte, zda je normélni.

(ii) Urcete centrum Z(G) = {z € G|Vg € G : zg = gz}.

Piiklad 11.3: [11.38, 11.41, 11.42] Podgrupy v symetrickych grupéch.

12 12. tyden — homomosfismy grup, kédy

Cvicen{ konané 19. 5. 2021.

Piiklad 12.1: [11.48] Rozhodnéte, zda predpis ¢ zadava zobrazeni, piipadné zda jde o ho-
momorfismus grup (se s¢itanim) — pak popiste jaddro/obraz a rozhodnéte, zda je to surjekce ¢
injekce:



(i) ¢ Zy x Zs = L, @([lala, [b]3) = [a — b1z,
(11) © : Z4 X Zg — Zlg, (,0([[@]47 [b]s) = [6(1 + 45]12,

(ili) ¢ : Zy X Zs = Za2, ¢([[a]s, [b]3) = [0]12-

Piiklad 12.2: [11.49] Rozhodnéte, zda predpis ¢ zaddva zobrazeni, piipadné zda jde o ho-
momorfismus grup (Z se sc¢itdnim a C* s ndsobenim) — pak popiste jadro/obraz a rozhodnéte,
zda je to surjekce ¢i injekce:

(i) ¢ :Zs— C*, o([[als)

(ii) ¢ :Zs — C*, ¢([[a]5) = i,

(ili) ¢ : Zsy = C, p([[a]s) = (=),
%

7 — C* pa) =1

|
~.

(iv

Priklad 12.3: [11.136] Uvazme (5, 3)-kéd nad Zs generovany polynomem x? + x + 1. Vypiste
vSechna kodova slova, najdéte generujici matici a matici kontroly parity.

13 13. tyden — kédovani

Cviceni konané 26. 5. 2021.

Priklad 13.1: [11.138] Sedmibitové zpréavu aq...as chdpanou jako ag + a1z + ... + agx®

kédujeme polynomidlnim kédem generivanym polynomem p(z) = z* + z + 1.
(i) Zakddujte zpravu 1100011.

(ii) Obdrzeli jste kéd 10111010001. Jaka byla posiland zprava za predpokladu, ze k chybé
doslo maximalné v jednom bitu?

(iii) Jaka byla zpréava v (ii) za predpokladu, ze k chybé doslo pravé na dvou bitech?
Piiklad 13.2: [11.141] Urcete generujici matici a matici kontroly parity (7,2)-kédu gene-

rovaného polynomem z° + z* + 2% + 1. Dekddujte piijaté slovo 0010111 (tj. urcete poslanou
dvoubitovou zpravu) za predpokladu, ze pii prenosu doslo k nejmensimu moznému poctu chyb.



Piiklad 13.3: V linedrnim (7,4)-kédu (tj. dalka zpravy ptred zakédovanim je 4) nad Z,
zadaném matici

0110
1101
1 011
1 000
0100
0010
0001

byla ptijata zprava 1010001. Dekdédujte ji za predpokladu, ze pti pirenosu doslo k nejmensimu
moznému poctu chyb.



