1. domaci iloha z MIN401, jaro 2022

Zadani. Necht n > k > 2 jsou prirozena Cisla. S n-thelnikem AgA; A, ... A, _1, jehoZ
vrcholy jsou obarveny Zluté nebo modre, hrajeme nasledujici hru. Jednim tahem je povoleno
zménit barvu u k po sob¢€ jdoucich vrcholii. Necht' na zacatku hry je bod A Zluty a ostatn{
jsou modré. Pro které vrcholy A, 1ze po kone¢ném poctu tahti dosdhnout toho, Ze A, je Zluty
a ostatni vrcholy jsou modré? Svou odpovéd’ zdivodnéte.

Vysledek.

(1) Je-li (n,k) > 2nebo (n,k) =2ak =0 mod 4 lze obarvit vrchol A, Zluté a ostatni
modre, pravé kdyz d je nasobkem &isla (n, k) modulo 7.

(2) Je-li (n,k) = 1 nebo (n,k) = 2ak =2 mod 4 lze pro vSechna d obarvit vrchol
A, Zluté a ostatni modre.

Dukaz. Prvné ukazeme, Ze vySe popsand obarveni lze uskute¢nit.

1. V libovolném obarveni l1ze zménit barvu nejprve u vrcholi Ay, Ay, ..., Ax_1 a potom
u vrcholi Ay, A, ..., Ai. Témito dvéma tahy dojde ke zméné barvy u vrcholit Ay a Ay.
Tento postup Ize opakovat pro pocateéni bod Ay, potom Ay, atd. Proto z ptivodniho obarveni
Ap Zluty, ostatni modré dostaneme obarveni A, Zluty, ostatni modré pro vSechna d, kterd
jsou nasobky cisla £ modulo n. Plati

{lk mod n; l e NU{0}} = {j(n,k:) mod n; j :0,1,2,...,—( nk) - 1}.
n?
2. Ukazeme, 7e je-li (n,k) = 2, lze zménit obarveni Ctyf bodd za sebou. Necht’ jsou
na zacatku vSechny body modré. Zménime obarveni prvné u Ay, Ay,..., Ax_1 a pak u

Ao, Ag, ..., Agy1. Nyni jsou Ay, Ay, Ay, Axy1 Zluté a ostatni modré. Protoze (n,k) = 2,
miZeme zménit barvy dvou bodi, jejich ¢iselné znaceni se lisi o sudé Cislo. Toto apliku-
jeme na body A, a Ay, Az a Ay 1. Timto postupem dosdhneme toho, Ze budou Zluté body
Ag, A1, Ay, Az a ostatni modré. Zménili jsme barvu Ctyt po sobé jdoucich bodu.

3. Necht’ (n,k) = 2 a k = 4l + 2. Uvazujme vychozi postaveni vrchol A, Zluty, ostatni
modré. Po Ctveficich zménime obarveni Ay, As, ..., Ax_o, Ap_1 na Zluté. Téchto bodu je
totiz k — 2 = 4[. Nyni staci zménit obarveni k£ bodl Ay, Ay, As, ..., Ax_1. Tim dosdhneme
situace, kdy je vrchol A; Zluty a ostatni modré. Je jasné, Ze timto postupem miiZeme obarvit
kazdy vrchol A, ZIuté a ostatni modre.

Nyni ukdZeme, Ze jind obarveni uskutecnit nelze.
4. Necht' (n,k) > 2. Pro kazdé i, 0 < i < (n,k) — 1 definujeme podmnoZinu vrchola
n-uhelnika takto:

M; ={As,d=1i mod (n,k)}.
Tyto mnoZziny jsou aspon tfi a jejich disjunktni sjednoceni je mnozina vSech vrcholi. Mno-
Zina M, ma na zacatku pravé jeden zluty vrchol, a to Ag. Ostatni mnoZiny maji pouze modré
body. Pii kazdém tahu se v kazdé mnoZiné zméni obarveni pravé k/(n, k) bodi. Tedy pro
0 < d < (n, k) se neni mozné dostat do situace, Ze M, ma pravé jeden vrchol, a to A, Zluty,
zatimco dal$i mnoziny M; pro ¢+ # 0 maji vS§echny vrcholy modré.
5. Kone¢né pro (n, k) = 2 a k = 41, mame pouze dvé mnoziny M, a M;. Pfi kazdém tahu
zménime obarveni sudého poctu 2/ vrcholii v kazdé z nich. Tedy neni mozné dosdhnout
stavu, aby M; méla prave jeden Zluty vrchol. O

1



