3. domaci dloha z MIN401, jaro 2022

Definice. Necht' G je svaz a A je podmnoZzina G. Rekneme, Ze A je idedl svazu G, pokud
pro kazdé a,b € Aplatia Vb € A, anavic pro kazdé ¢ € A akazdé x € G plati, Ze pokud
x < ¢, tak potom = € A.
Definice. Izomorfismus usporddanych mnoZin je bijektivni zobrazeni f: (P, <p) — (Q, <g)
takové, ze © <p y pravé tehdy, kdyz f(z) <¢ f(y).
Zadani. Necht' (J,C) je uspofddand mnoZzina vSech idedld svazu (Q, <), které nejsou
tvaru {¢ € Q | ¢ < b} pro zadné b € Q. Ukazte, Ze uspofddand mnoZina (7, C) je
izomorfn{ uspofddané mnoziné (R U {o0, —o0}, <).
Reseni. MnoZinu R U {co0, —oo} oznaéme jako R’. Pro b € Q oznaéme I, mnoZinu {a €
Q| a<b}.

Bud’ f(z) = {a € Q | a < z}. UkdZeme, Ze f zaddvd izomorfismus mezi (R’, <) a
(J,9).

e f skutecné zaddva zobrazeni mezi zadanymi mnoZinami

f(z) je uzaviend na spojeni, nebot’ a Vb = max (a,b).Jeliy < ¢ € f(x), potom
y<zaye€ f(x). f(z)jeidedl.

Chceme jesté ukazat, 7ze f(x) # I, pro vSechna b. Je-li x < b, potom = ¢ f(x),
avSak x € I,. Je-li x > b, potom existuje ¢ € Q takové, Ze b < ¢ < z.q € f(x)
avsak q ¢ I,.

f(z) je idedl, ktery nen{ tvaru I,.

e f je injektivn{

Pro libovolné x,y € R, x # y, bino = < y, existuje ¢ € Q takové, Ze x < q < .

f(z) # f(y),nebot ¢ ¢ f(x), q € f(y) a f je tudiZ injektivni.
e f je surjektivni

Bud’ [ je libovolny idedl z 7 ax = sup [ € R'.

Toto supremum jist& existuje. Je-1i I = (), potom sup I = —oo. Je-li I neomezena
shora, sup I = oo. Jinak je I neprazdna a omezena shora a z axiomt redlnych ¢isel
ma tudiZ supremum.

Bud’ y € f(x) libovolné. Pokud by y bylo vétsi nez vSechny prvky I, bylo by
horni zdvorou I mensi neZ x, coZ by byl spor s x = sup /. Existujetedy a € I,y < a
a z vlastnosti idedlt je y € .

Je-liy € I,potomy <supl =zay € f(z).

Miame f(z) C I, f(x) D I,atedy f(x) = I. f je surjektivni.

e f je izomorfismus (zachovava usporadani)

Pro vSechna =,y € R’ chceme ukdzat z <y <= f(z) C f(y).

r<y — @) C fly):

Je-li x < gy, potom pro vS§echna @ € Qplatia < * = a < y a tudiZ
a€ flr) = ac f(y).

x <y<= f(x) C f(y) ukdZeme obménou, tj. z >y = f(x) £

Je-liy < z, existuje ¢ € Qtakové, Zey < g < z.q ¢ f(y)aq €

f(x) Z fy)

fy):
f(z), a tudiz



