1. boMAci ULOHA z MIN401, JARO 2023

ZADANO: 28.2.2023 ODEVZDEJTE DO: 28.3.2023

Definice. Viskou Euclidova algoritmu h(a) ¢isla a € N, a > 2 ozna¢me nejvétsi potiebny pocet
krokt Euclidova algoritmu pro vypocet NSD(a,b) ze vSech ¢isel b € N, b < a.

Pozndmka. Napf. h(4) = h(3) = 2. Pouze pro a = 2 plati h(a) = 1.

Definice. Fibonacciho posloupnosti {fx}72, = {0,1,1,2,3,5,8,13,21,...} je posloupnost za-
dana rekurentné:
fo=0, fi=1, fo=fo1+ fue pron>2.

Zadani. Dokazte, Ze pro libovolné cislo f,,n > 3 z Fibonacciho posloupnosti plati:
h(fn) =n—2.

Hint: Zacnéte dikazem, Ze Euclidiv algoritmus pro NSD(f,, fn_1) md n — 2 kroki. (A taky si
uvédomte, Ze tento samotny fakt jesté nestaci. ©)

Dalsi hint: Dikaz z predeslého hintu nam dokazuje, Ze h(f,) > n — 2, takZe je potieba jesté
ukdzat h(f,) < n—2. Toho lze urcité dosdhnout vicero zpusoby. Ja bych rovnou dokdzal, Ze pro
vsechna a,b € N takovd, Ze f, > a > b, md Euclidiv algoritmus pro NSD(a,b) nanejugs n — 2
kroku. (Vyuzije se silnd indukce.)

Pozndmka. Pro ilustraci problému ukéZzeme prubéh Euklidova algoritmu pro NSD( fs, f5).

4. krok 2=2-1+0

1.krok 8=1-5+3 (fo=fs+f1)

2.krok 5=1-34+2 (fs5=/fi+ f3)

3. krok 3=1-241 (fi=/fs+ /o)
(

fs=2-f) — Konec algoritmu

Reseni. Nejprve dokdZeme h(f,) > n — 2, k tomu nadm sta¢i ukdzat, Ze Euklidv algoritmus
pro NSD(f,,, fn—1) mé n — 2 krokti. To ndm totiz ¥ika, Ze existuje n&jaké b € N, b < f,, takové,
ze Eucliduv algoritmus pro NSD( f,,, b) m& n — 2 krokd.

e Pro n = 3 poc¢itdme NSD(2,1) a Euclidtv algoritmus (EA) mé tento pribéh:

l.krok 2=2-14+0 — Konec algoritmu

e Predpokladejme, Ze mame tvrzeni dokézané pro néjaké k € N, k > 3 (tzv. indukcni
predpoklad). Ukdzeme, Ze z toho plyne platnost tvrzeni i pro k + 1. Protoze fri1 — fr =
fr—1 < fx, pro déleni se zbytkem

Jrkr1=q- futr

o¢ividné mame ¢ = 1 a r = f;_1. To je 1. krok EA pro NSD( fx11, fx)-

Do dalsiho kroku EA tedy mame jako vstupni hodnoty f;. a fr_1, tedy nasledujici kroky
jsou stejné, jako pii vypoctu NSD(fx, fx—1). Z indukéniho pfedpokladu vime, Ze pro k
tvrzeni plati, tedy NSD(f, fr—1) spocitdme v k — 2 krocich.

Dohromady tedy NSD( fxi1, fx) spocitame v 1 + (k — 2) = (k + 1) — 2 krocich. Tvrzeni

tedy plati i pro £ + 1. Protoze k € N bylo libovolné, dokazali jsme tvrzeni pro vSechna
ke N.



Nyni dokéZeme, Ze pro vSechna 2 < a < f,, je h(a) < n — 2. Tim dostaneme jako specialni
ptipad Ah(f,) < n—2. Pro jednoduchost oznac¢me pk (a,b) pocet kroki EA pro NSD(a, b). Podle
definice plati h(a) = maxs<p<q(pk (a,b)).

e Pron=3jejediné a = f3=2a h(2) =1.
e Pro' n =4 mame moznosti a = 2 a a = 3. Pro oboje se snadno ukéze h(a) < 2.

e Predpokladejme, ze mame tvrzeni dokdzané pro vsSechna k mensi nez néjaké n € N.
Ukazeme, ze z toho plyne tvrzeni i pro n. Vezméme libovolné a,b € N splnujici 2 < a < f,,
b < a. Chceme tedy ukazat, ze pk (a,b) < n — 2. Mohou nastat dvé moznosti:

1. b < foo1 : Ozna¢me r zbytek po déleni a ¢islem b, tedy pk(a,b) = 1+ pk(b,r).
Protoze r < b < f,_1 (z def. déleni se zbytkem), dostavame z indukéni predpokladu

pk(a,b) =1+pk(b,r) <1+ (n—3)=n—2.
2. fn_1 < b: Oznac¢me déleni se zbytkem a = ¢ - b+ r. Protoze

a—bgfn_b<fn_fn71:fnf27

méame g = 1 ar =a—>b < f,_o. Nyni ozna¢me r’ zbytek po déleni b Cislem 7.
S vyuzitim indukéniho predpokladu dohromady dostavame

pk(a,b) =1+pk(b,r) =2+pk(r,r') <2+ (n—4)=n-—2. O

ITento piipad potiebujeme dokazat zvlast kvili druhé moznosti indukéni &asti dikazu.



