Resen{ Zkousky 1. termin — MIN401 — jaro 2022 — 21.6.2022

Piiklad 1: [4 body] Uvazme permutace
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(i) Rozlozte permutaci s na sou¢in nezavislych cyklu.

(ii) RozlozZte permutaci s na soucin transpozic a urcete jeji paritu.
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Reseni:
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v) Spoctéte (s
(i) s = (1378695)(24).

(i) s = (13)(37)(78)(86)(69)(95). Permutace je sudd, protoze pocet transpozic v rozkladu je
sudy.

(iii) Pro vypocet inverze staci prohodit fadky a novy horni fadek sefadit:
(1234567809
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Méme rozklad u = (1892)(34675). Cislo 211 dava zbytek 3, resp. 1 po déleni 4, resp. 5.
Takze u?!! = (1298)(34675).
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(iv) Plati =1 = (153)(68). Tedy t® = (68). Stejné jako v predchozi ¢dsti ziskdme u®® =
(1298)(37456) a s'2° = (1378695). Tedy s'2° o 73 = (895137). Takze (s'* o ¢t73)17 =
(873159). Celkem tedy

(5" 0 t73)17 0 u?* = (873159)(1298)(37456) = (12856)(497).



Piiklad 2: [2 body] Ukazte, ze mnozina {a +bv/3 | a,b € Q,a® + b* > 0} je podgrupa grupy

(R {0}, ).
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Reseni: Ozna¢me mnozinu ze zaddni M. Ziejmé 1 = 1 + 0v/3 € M. Necht a + bv/3 € M.
Potom
1 a—b/3 _a-— /3 B a

—b
— — = + V3 e M.
a+bv/3  (a+bV3)(a—bv/3) a*—=30 a?—30> a?—30?

Vsimnéme si, ze a® — 3b> # 0, protoze v/3 je iraciondlni. Navic nemuze nastat, ze by oba

zlomky byli nulové, protoze nemohou byt a, b zéroveri obé nulové. Nyni, necht a + bv/3 € M a
¢+ dv/3 e M. Potom

(a4 bV3)(c + dV/3) = (ac + 3bd) + (be + ad)V/3 € M.

Vskutku, pro spor necht ac+ 3bd = bc + ad = 0. Vime, Ze ¢ # 0 nebo d # 0. Necht d # 0, tedy
2 2

—%c + 3bd = 0, takze @ = 0. Z iracionality v/3 plyne tedy b = 0. Takze ac = ad = 0.

Vime, ze a # 0 (protoze b = 0), tedy ¢ = d = 0, coz je spor s d # 0. Analogicky vede ¢ # 0 ke

sporu.

Piiklad 3: [2 body] Pro néasledujici dva predpisy rozhodnéte zda se jednd o zobrazeni, ho-
momorfismus, zda je injektivni, surjektivni, a ufcete jadro a obraz.

(i) f:(Zs\A{[0]a},") x (Zs, +) — (Zs, +), f(lals, [b]s) = [b]5 pro a,b € Z.

(i) g: (Z1s,+) = (Zs, +) x (Zs, +), g(lahs) = ([a]s, [a]3) pro a € Z.
Reseni:

(i) Nenf to ani zobrazeni, protoze napiiklad [2!]5 # [2%]s.

(ii) Jednd se o zobrazeni, protoze g([a+15kl15) = ([a+15k]5, [a+15k]3) = ([as, [a]s) = g([a]15)
pro vSechna a, k € Z. Dokonce se jedna i o homomorfismus, protoze

g([alis+[bl15) = g([a+bl15) = ([a+b]s, [a+b]3) = ([als, [a]s)+([b]s, [b]3) = g([alis)+g([b]1s5)-

Jadro je ziejmé {[0];5} a obraz je (Zs,+) x (Zs3,+). Je to tedy injektivni i surjektivni
homomorfismus.

Priklad 4: [2 body| Urcete vsechny a € Q takové, ze polynom f = x° — az? — ax + 1 € Q|z]
ma dvojnasobny kofen —1.

Reseni: Derivace zadaného polynomu je 52* —2ax —a. Dosazenim z = —1 a polozenim derivace
rovno nule zjistime, ze 5 + 2a — a = 0, tedy a = —5. Jediné mozné a € Q spliaujici zadani je
tedy a = —5, a opravdu dosazenfm —1 do 2° + 522+ 5z + 1 a 52* + 102 + 5 zjistime, ze v = —1
je vskutku koten téchto dvou polynomu. Tedy hledané a € Q je pravé a = —5.



Piiklad 5: [4 body] Urcete vsechny ireducibilni polynomy nad Zy stupné mensiho nez 5.
Reseni: Jsou to pravé polynomy

o+ 1,2 +x+ 1,28+ +1, 2 +22+ 1,2t 4o+ Lt + 22+ Lt v+ P+ o 4+ 1

Vskutku, u polynomu stupné mensiho nez 4 muzeme o ireducibilité rozhodnout podle toho
jestli maji koten (V Z, staci vyzkouset dva potencidlni kofeny [0]s, [1]2). U polynomu stupné 4
muzeme rozhodnout pomoci existence korent a vylou¢enim vSech souc¢inu dvojic kvadratickych
ireducibilnich polynomu, takovy polynom je ovSem pouze jeden, tedy jediny takovy polynom,
ktery vyloucime, je (22 + x + 1) = 2* + 22 + 1.

Priklad 6: [2 body] Nakreslete Hasseho diagram svazu kladnych délitelu ¢isla 120.
Reseni: (Obrézek prevzat ze stackexchange vlakna.)
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Piiklad 7: [4 body] Uvazme linedrn{ (11,7)-kéd generovany polynomem 1 + 23 + x%.
(i) Urcete generujici matici a matici kontroly parity.
(ii) Dekédujte slovo 00000100100 za predpokladu, ze doslo k nejmensimu mnozstvi chyb.

Reseni:



(i)

Pomoci algoritmu ze cviceni najdeme generujici matici
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7 tohoto ihned vidime i matici kontroly parity
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Vypocteme G - (0100100)" = (10100100100). Chyba je 10100000000. Pfictenim kombi-
naci alespon dvou sloupcu bychom urcité stale méli chybu alespon s dvéma jednickama.
Zmensit chybu lze tedy pouze potencidlné pomoci pricteni néjakého sloupce. Je ihned
vidét, ze jediny sloupec, ktery zmensi chybu je Sesty sloupec, a pti¢tenim tohoto sloupce
dostaneme chybu 00000000010. Poslana zprava byla tedy 00000100110, a informacni ¢ast
této zpravy je 0100110.



