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VIII. VZORKOVANI
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DEFINICE

Vzorkovani je postup vybéru jednotlivych pozorovani, na jehoz
zaklade ziskavame informaci o vlastnostech sledované
skutec¢nosti ¢i jevu. Kazdé pozorovani mize obecné zahrnovat
vice vlastnosti (vék, diagn6za onemocnéni, velikost napéti,
...), které mohou byt pouzity k identifikaci daného jevu ¢i jeho
casti.

Vzorkovanim rozumime postup vybéru urcité podmnoziny
(vzorku) dané mnoziny (veliciny, populace, dat, materialu)
tak, aby vlastnosti vybraného vzorku (dostatecnée) presne
reprezentovaly vlastnosti celé mnoziny (signalu, populace,
dat, materialu).

Vzorkovani je postup selekce jednotlivych pozorovani s cilem
ziskat urcitou znalost o dané populaci, zejména pro ucely
statisticke inference.



PRIKLADY

v volba frekvence a mista odbéru pro
V' 4 V' 4 A4 \YA 4 A4 V 4 V' 4 O
hodnoceni urovne znecisteni vodnich toku;

v volba parametru digitalizace obrazu pro
jeho prenos Ci archivaci;

v volba tématu a mnoziny respondentu pf

(o) Vv . 7 7 v ’

pruzkumu verejneho mineni;

v vybér vyrobku pfi vystupni kontrole kvality
vyroby;

v vybér pacientu pro odhad vyvoje daného
onemocneni.



DEFINICE

Vzorkovanim danée casove proménne veliciny
rozumime &innost, pfi které z prubé&hu urcité
veliCiny, ktera je definovana na spojitém definicnim
oboru, vybirame hodnoty pouze v urcitych
casovych okamzicich.

Hodnoty casovych Ci prostorovych souradnic mohou byt
rozmistény v definicnim prostoru obecné nerovnomerne,
z hlediska prace s daty je ale vyhodnéjsi, pokud jsou
soufadnice vzorkd rozmistény rovhomérné (a v tom pfipadé
|ze i teoreticky dovodit pravidlo pro maximalni vzdalenost
mezi kazdymi dvéma vzorky).



VZORKOVANI SPOJITE VELICINY

x(t) ... veli¢ina ve spojitém cCase X X(nTvz) ... veli¢ina v diskrétnim case
-

spinac spina kratce
kazdych T.. sekund
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IDEALNI VZORKOVANI

Y Aby bylo mozné zjednodusit

/\_ analyzu vlivu vzorkovani na
vlastnosti vzorkované veliciny,
je navzorkovand verze puvodni
spojité veliciny s(t)
W o+ - - vyjadfovana ve tvaru

| W s(t).s5(t), kde s5(t) je

|

periodicky sled jednotkovych
impulsu definovany jako

af s,(t)= 38(t-nT,)

¢)

Z toho pro navzorkovanou
‘ F‘ velicinu plati

S, (t) = s(t).s;(t)=s(t). i o(t—nT,)= i s(nT.).o(t—nT,)

IBA NV



VZORKOVACI TEOREM

s(t) = s(T,), 8(2T,,), 8(3T,), -.

s(t)

S(t) — s(T4), 8(T2), 8(T3), .., s(

9
., s(nT,,), ...




VZORKOVACI TEOREM

&

intuitivni (?) zdavodnéni minimalni vzorkovaci
frekvence

© Institut biostatistiky a analyz fg'; ’%lw



VZORKOVACI TEOREM

= e Vzorkovaci frekvence:
. /\ 1:vz> 2B = fN’

—27B EJr;H () —=—
\/ o5 7—  kde B je maximalni kmitoCet
@ © ve vzorkované veli¢iné

5T(-“)
1 fy —
HERRREEN I O o
© AT e e« |a e g=. Nyquistdv, (Shannonuy,
e e Tt % e Kotelnikoviv) kmitoget

) £ Flw) Loupas
/(‘T - - o~ TN = 1/fN = 1/28
| | }\\ ‘= /\ /\ /Q /\ /\ Nyquistlv interval (perioda),
\1 J s——-——  vzorkovaci interval (perioda)



VZORKOVACI TEOREM

F(w)

Obvykle
fizr = (4 3) - fy
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VZORKOVACI TEOREM

SLOZKY SPEXTRA DISKRETIZOVAEHD SISMALL

NAAA =

prekryvani spekter - aliasing



HARMONICKA POSLOUPNOST

kdyz T = NT,, a tedy f = 1/NT,, nebo

-
X(0T,,) = Aexp(——

+ Q).

Komplexni exponenciala samozrejme rovnéz reprezentuje
periodickou veliCinu, protoze plati

X[(k +N)T,, ] = exp I2n(:il+ N = exp I2Illtk .exp(i2n),

kdy exp(2ni) = cos(2n) + i.sin(2n) =1 +i.0=1



HARMONICKA FUNKCE A VZORKOVANI

x[n] = cos (On) — 1 x[n] —= cos {(wn/8) x[n] = cos {mn/4)

) ()

x[n] = cos (n/2) x[n] — cos wn x[n] — cos (37n/2)

() ()

x[n] = cos (77n/4) x[n] = cos {15wn/8} X[n] — cos 2mn

0




HARMONICKA FUNKCE A VZORKOVANI
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HARMONICKA FUNKCE A VZORKOVANI




REKONSTRUKCE SPOJITE FUNKCE
Z NAVZORKOVANE POSLOUPNOSTI

Pfedpoklddejme, Ze pUvodni spojitd funkce x,(t) méla frekvenc-
ne omezene spektrum X, (f), tj. plati pro ni

X Il < fyz/2
Xa(f) = 0 |fl>f,,/2

kde je X(f) frekvencni spektrum dané posloupnosti. Protoze
vime, ze spektrum navzorkované posloupnosti je periodicke

s periodou danou vzorkovaci frekvenci, zajima nas pouze jeji
jedna (prvni) perioda, pro kterou v rozsahu frekvenci |f|< f,,/2

plati - |
X,(f)=X(f)=T, D x(nT,,).e >

X, (0 = X(f) = Ty, 52 _ o x(nT,,) - e 1270 Tvz



REKONSTRUKCE SPOJITE FUNKCE
Z NAVZORKOVANE POSLOUPNOSTI

Potom pro puvodni funkci x,(t) je

f_12 f, /2 ,:
X, (t) = j X, (f).e”™df = j {TVZZX(nTVZ).e‘z“f““z}eimdf:
—f_ /2 —f_ /2

f,/2

=T, S X(T,,). [T df =

_f /2

N=—w=

1
e¥dx =—e* +(C| =
a

e I2H(tnT ) A, /2 _ o -i2n(tnT, )4, /2

l o0
= — X n =
o 2 2n(t-nT..)

n=

_ 2 X(nT., ).Si[n(t _nT,). TL J

tj. pivodni funkce je ddna nekoneénym souétem vzorkovacich
funkci, které prochazeji kazdou hodnotou x,(t) z nekonecneho
poctu vzorkl navzorkované posloupnosti.



REKONSTRUKCE SPOJITE FUNKCE
Z NAVZORKOVANE POSLOUPNOSTI
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IX. FREKVENCNI

TRANSFORMACE

x» CASOVE RADY 3
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HARMONICKA ANALYZA DISKRETNICH
POSLOUPNOSTI

v diskrétni Fourierova rada

v Fourierova transformace s diskrétnim casem
- DTFT

v diskrétni Fourierova transformace - DFT
v rychla Fourierova transformace - FFT



ROZKLAD PERIODICKE CASOVE RADY

v spojita velicina — opakovani
Fourierova rada (v komplexnim tvaru)
fit)= Y ¢e.e™ Q=2n/T

kde ¢, jsou komplexni Fourierovy koeficienty

_ _J-le o-ngy

T/2

() — uhlovy kmitoCet zakladni harmonicke slozky (zakladni
harmonicka);



FOURIEROVA RADA
PRO DISKRETNI posloupnosti

v necht x(kT,,) je periodicka posloupnost s periodou
NT,,; pak x(kT,,) Ize rozlozit pomoci komplexni
exponencialni Fourierovy rady

127tnk

N—1
x(KT,, )= Y ¢,.exp k=021+2,...
n=0
kde
_ N-1 :
6, = L X(KT,, ).exp(— 127kn ) n=01..,N-1
N & N



FOURIEROVA RADA
PRO DISKRETNI posloupnosti

v necht x(kT,,) je periodicka posloupnost s periodou
NT,,; pak x(kT,,) Ize rozlozit pomoci komplexni
exponencialni Fourierovy rady

X(KT )= Zc exp ™K 04142
kde
N-1 :
c. = %Z x(KT ).exp(— 2k ) n=01. N—1
k=
ZAVER

je-li Casova rada periodicka, je frekvencni spektrum
diskréetni; tj. nezalezi na spojitosti Ci diskrétnosti
% casovych dat, dilezita je jejich periodicnost.



FOURIEROVA RADA
DUKAZ

v zménme index sumace ve vztahu pro vypocet koeficientu c,

N-1

¢, = %Zx(mTu ).exp(—2itmn/N)
m=0

-1 |-

=0

_ % Hz_ix(mTv ). iexp[mﬂ:n(k m)/N],
m=0

n=0

-1
=) Cn.exp(2itnk /N) =) — [Z ). exp( 2inmn!N)].exp(2innka) -
n=0 =|:|



FOURIEROVA RADA
DUKAZ

potom
M-1

prok=m je > exp[2intn(k —-m)/N] =N
n=0

1—exp[2itN(k —m)/N]
1—exp[2in(k —m)/N]
1 —q"

(soucet N ¢lend geometrické posloupnosti s, = a; -4

MN-1
prok =m je > exp[2imn(k —m)/N] =
n=0

)

‘ x(kT,, )F 1Ex(mT )Zexp[Zmn(k m)/N] =

_ Nx(knz N :‘ x(kT., ) cb.d




FOURIEROVA RADA
PRIKLAD

X(kT,,) = A.cos(2rnk/N) je periodicka posloupnost s periodou N

2nk A 2irnk [ 2in:k}
A.cos— =—|exp +exp| —
N N N

Nyni, protoze

oxp KN 1) _ - 2inkN exp{'_ 2iﬂ:k} ) exp('_ 2iﬂ:k]_
N | N N S

+e><p[*2iﬂ(r~l\i\l1)kﬂ

proto

2nk A 21k
A.cos—— =—|exp
N 2

a, :%, ay_ :%, a, = 0 pro vsechna jinan



FOURIEROVA RADA
PRIKLAD
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FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

necht x(kT,,) je ¢asové omezena posloupnost
s diskrétnim casem s x(kT,,)=0 pro vsechna
cela k>N, a k<-N,, kde N, je celocCiselna

konstanta

x(KT),

SRSV 1 111 [ [T o




FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

dale, necht pro kladné suc
oznacime perioc

é cele Cislo N>2N;
icky signal s

periodou NT, ktery je x(kT,,) pro k = -N/2,
-(N/2)+1, ..., -1,0, 1, ..., (N/2)-1.

Z definice mame

X(kT,2)

BRSSO 111 [ X1 T T

~N, 0
X(KT,.)

Ny —— KT,

-(N/2)+1 (N/2)-1
bttt e sl

_N1 0

Ny — KT,



FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

v protoze je periodicka posloupnost
s periodou NT,,, ma Fourierovu radu

- 12|ﬂ11k;
=36,

n=0

kde

(N/2)-1 : |
S “x'N(kTUZ).exp(—ZIj;lkn), n=01.. N1

n
k=—N/2




FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM

CASEM - DTFT
v Z definice vyplyva, ze posledni
uvedeny vztah lze prepsat do tvaru
1L 2imknT,
c. =— Y X(KT. ).exp| — z n=01... N-1
n Nk; ( VZ) p[ NTU?_ JT 17 7 1

Zx (KT, ).exp(—ikoT,,), ®=2nn/NT,,

kde w je pro N—w spojita (nediskrétni)
velicina.



FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

ZAVER

je-li Casova rada neperiodicka a nekonecna,
je frekvencni spektrum spojite; tj. nezalezi
na spojitosti Ci diskrétnosti casovych dat,
diilezita je jejich neperiodicnost a
nekonecna doba trvani.
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DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE - DFT

v aby bylo mozné pocitat s frekvencnim spektrem
na pocitaci, je treba spektralni funkci
diskretizovat;

v predpokladejme, ze diskretni veliCina x(nT,,)=0
pron < 0 an = N-1, pak DFT je definovana
vztahem

- —ikOnT,, — K NzTT e & —i27kn /N
X(kQ)) = Zox v—:Z.:x(nT\,z)e = = 0x(nTW_ ).e
n= n= Nn=



ZPETNA DISKRETNI FT — DFT-

o
X(nT ) — 1§X(kQ) einTvzkﬂ :lNZ_ix(kQ) eiannIN
VZ N — . N Z )
1 N-1

X(n) — NZ_:X(k)-eiZﬂkﬂfN
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INVERZIBILITA DFT

@@T“{@@T(x)} = X

1 1 N=1(N-1
X(k)e™ @ =13 | (N, ) e ] e
=0 k[] n=0
pro m = njezemﬂkﬂT —N
m-njkaor,.
B NOT,
{(m-n)kQT,_ N11 emn)n _0
pro m;ﬁnjeZe _Z =
1—ge'm
1

N XMT)N=x(mT,)  Q=27/NT,




DFT

202

W4

4r/NT,,

—i-:—:-—
I 2711004

1

Fy(w) T

! NT‘H"Z

REORAG

—

N M [
U |[o\J

f3(H)

—=t

f
IRNRNARNANARNANY
0 -4 _.

[f4(0)-f5 (1) -F3(0)] =Ty (t) 1

-' F)
AR r“ r"‘l ‘M

" " "'D‘; “

-wqy |0 wy —= W
Fy(w) t

e

e —== ()
Q = 2w/ NTy,

Fi(w)*F(w) :jT 2 NTyz
—Uu'l-] Uu'l-] —= )

t

Fy(w) | -

ARSRARRNRNRARARRAREN

[Fi{w)* Fy{w)* F(w)]- Fy(w) |

—NQ+(U1 -y g NQ—UJ-] NQ+(.U1

4(0

L
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DFT

2, SQ
5n/NT,,

=l 4 i)

N AN
! Ul.U NS N/ -t
SRR AU
0
! NTyz ; —t
i RBORAU
AN MN
\J o S—
1 f3()
[TTTTTT] IIIIIIII
Tvz t.
14 -Fo(t) -Fa(t)
A\ \WAY
U o\J et
I e L I
0

L ‘.
I'H’Lq'

—= 1

[f,(1) - Fo (1) -F5(t)] » 4(t)T

\ i

g

Fi{w) T

|

|

- Qg 0 (.:J-I —= W

Fy(w) |

{‘_'1 NTyz
e —= W
Fy(w) = F () T Q = 2w/ NTy;

—= (W

Fy (@) |
-NQ 0 N2
—= (W

—NQ NQ-I—(U-I

Fd(w)T @
l IIIIIIIDIIIIIIILII

[Fi(w)* Fy(w)* F(w)]- Fy(w) !

D

rl\“ /I‘\ -

-NQ

N
40J

L] F«-“'"'"..
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DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE
- DFT

ZAVER

je-li Casova rada konecna a frekvencni
spektrum diskrétni, pak jeji frekvencni
spektrum je rovno spektru diskrétni
Fourierovy rady s periodou rovnou dobé
trvani Casove rady
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