Piiklady konvoluce?!
Jii'i Hol¢ik
Nejdiive zopakovani — defini¢ni vztahy a vlastnosti
Poznamka:
V této kapitolce se nebudeme zabyvat praktickym vyuzitim konvolucniho vztahu, k tomu pri-

stoupime pozdéji. Zde se pokusime pouze objasnit principy vypoctu, prip. vysvétlime vlastnosti
konvolucni posloupnosti/funkce v zavislosti na viastnostech vstupii.

Na tomto misté rozumime konvoluci funkéni vztah mezi dvéma funkcemi, resp. posloup-
nostmi téhoZz argumentu, ktery nemusi nezbytné vyjadfovat Casovou zavislost tak, jak predpo-
kladame zde. (Konvolu¢ni vztah se pouziva napf. i pro modifikaci funkce rozlozeni pravdépo-
dobnosti.)

Primarni obecny defini¢ni integracni vztah pro spojitou nezavislou proménou ma tvar

oo
X(t) = x,(6) * %, (1) = f %, (1) . %, (t — 7). dr, (1)
— 00

kde funkce x»(t) se nazyva konvolucni jadro.
Jeho diskrétni varianta, kterou se budeme nadale témét vyhradné zabyvat, je

o0

X() =% () +x () = ) xy(m). x,(n = m) @)

m=-—o0

Pro kauzalni? posloupnosti, tj. takové, pro které plati x(n) = 0 pro n < 0 se konvolué¢ni vztah
meéni na (viz obr.1)

X(n) =X, (n) ¥, (n) = > " x, (M) x, (\—m). (3)
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Obr. 1 Interval vypoctu konvoluce dvou kauzalnich posloupnosti

!'Konvoluce (lat. convolutus — stodeny, sbaleny, ovinuty, namotany, smotany; con- s, dohromady; volvere ota-
Ceni, krouzeni, motani) ~ usuzovani, odvozovani vyrokl z jinych souvislosti. Podle i nternetového slovniku
SCS.ABZ.CZ také ,,splet™ ¢i ,,spleteni”. VSechny tyto vyznamy souvisi se zptisobem vypoctu konvoluéni funkce.

2 Kauzalni je takovy systém, jehoZ vystup v kazdém Casovém okamziku to zavisi pouze na prib&hu vstupni
veli¢iny x(t) pro t < to. Jinymi slovy, hodnota vystupu systému v kazdém okamziku zavisi pouze na vstupu v da-
ném okamziku a jeho prib&hu v minulosti, nikoliv na budoucich hodnotach vstupni veli¢iny. Systém, ktery tento
pozadavek nespliiuje, nazyvame nekauzalni, piip. anticipativni. Zprostiedkované jako kauzalni ozna¢ujeme ta-
kové posloupnosti, pro které plati x(n) =0 pro n <O0.



V reélnych podminkach pti zpracovani redlnych dat samoziejmé nejsou posloupnosti xi(n)
a x2(n) nekone¢né, nybrz maji konecnou délku. Piedpokladejme obecné N; vzorkl v pripadé
posloupnosti xi(n) a N> vzorkt v piipad¢€ posloupnosti x2(n). Dale polozme x1(n) = 0 pro n ¢ (0,
Ni—1) a analogicky x2(n) = 0 pron ¢ (0, N>—1). V tom ptipadé je
min(n, N1-1)
x(n) = x, (n) *x, (n) = le(m).xz(nfm) (4)

m = max(0, N2-n+1)

Posloupnost x(n), jez je vysledkem konvoluce, 1ze povazovat za posloupnost xi(n) modifiko-
vanou vlastnostmi konvolu¢niho jadra (x2(n)). Jak vyplyvé hned z dale uvedeného komutativ-
niho zédkona, vyznam obou vstupnich posloupnosti 1ze zaménit. Vyznam konvoluce 1ze vnimat
jeste 1 jinak — jako véhovany, tzv. klouzavy primér posloupnosti x;(m) v ¢ase n, pti¢emz vaho-
vani je dano v Case invertovanou jadrovou posloupnosti X2(—m) posunutou o ¢as n.

Pro konvoluci plati nasledujici zdkony:

e komutativni zdkon

X1 (n) * X, (n) = x,(n) * x;,(n); (5)
e distributivni zakon
x1(n) * [xz(n) + x3(n)] = x4 (n) * x,(n) + x4 (n) * x3(n); (6)
e asociativni zakon
x1(n) * [x,(n) * x3(n)] = [x;(n) * x,(n)] * x3(n); (7)

e zakon o posunu v ¢ase
Je-li x; (n) * x,(n) = c(n), pak
x1(n) *x;(n —N) = c(n — N), x;(n —N) *x,(n) = c(n —N)
a (8)
X1 (n —Np) * x(n — N3) = c(n — Ny — Ny).
e Sifkova vlastnost konvoluce
Pokud j sou doby t rvani/sitky (tj. pocty x2) x0) )

vzorkli v ne nulové s ekvenci) pos loupnosti e X1 | ) x(n)
x1(n) a x2(n) konecné, napt. N v ptipadé po-

sloupnosti x 1(n)a N 2 prox 2(n), je pocet 1 1L L R

vzorkli vysledné konvolu¢ni posloupnosti

obou originadlnich pos loupnosti rovna (i

Ni+N2—1.

e konvoluce posloupnosti s jednotkovym ]
impulzem T T 3 2 10 1 2 3 4 5 6
Vysledkem konvol uce pos loupnosti x(1) x(1)5(n-1)

x(n) s jednotkovym impulzem je posloupnost
x(n). AP S S IR S N S5 2 IRen
Z definice konvol uce vy plyva (obr.2), x(2)
zZe x(2)5(n-2)
= —— 86— —% o 4 n

x(n)*8(n): Zx(m)ﬁ(n—m), (9) ------- 3 2 10 1 2 3 4 5 6

m=e x(-1) X(1)5(n+1)

Jak plyne i z obr.2 soucin jednotkového N

impulzu s posloupnosti x(n) je roven hodnot¢ ~ ~ ..=..7. 3 2 10 1 2 3 4 5 6

vzorku posloupnosti x(n) v poloze, do které je  Obr.2 Geometricka reprezentace konvoluce
posloupnosti x(n) s jednotkovym impulzem



jednotkovy impulz posunuty. Mazeme tedy podle obr.2 psat, ze
x(n) = ... +x(=1).8(n+1) + x(0).8(n) + x(1).0(n—1) + x(2).0(n-2) + ...=

(10)
= Ym=-wX(m) 3(n — m).
Protoze 6(n—m) reprezentuje jednotkovy impulz posunuty oproti pocatku o m vzorki, je
suma ve vztazich (9) 1 (10) rovna hodnot€ x(m) pro m = n, tj. x(n). Tedy

x(n) *8(n) = x(n). (11)
Jak je vidét, s pravidlem pro konvoluci posloupnosti s jednotkovym impulzem souvisi 1 to
v poznamce uvedené pekné Ceské slovo ,,splet™.

Dalsi opakovani — algoritmy vypoctu Xa(m) [Kas XKl Xa[ XX

Zakladnim postupem vypoctu konvo- X2(m)
luce je ten, ktery vyplyva z definice. Spo-
¢iva v souctu moznych dil¢ich soucint

prvkli posloupnosti x; a v ¢ase inverto- X1(m) s |’§<1”|"“|’“2| X12| X14] Xre]
vané a o n prvki posunuté posloupnosti x» Xz(-m) ==
(obr.3).
Priklad 1 X1(m) [X1o[ X1 Xa2] X13] X14] Xi5]
. . T Oox X X
Podle defini¢niho vztahu spocitejte Xz2(2-m) ==

konvoluci dvou kone¢nych posloupnosti

Xl(n) = {15 27 35 27 1} aX2(n) = {17 25 _1}

Regeni: Obr.3 Schéma vypocetniho algoritmu kon-
eSeni: . ,
voluce konecnych posloupnosti

x1(n) 1 2 3 2 1

X2(—m) -1 2 1 x(0)= 1
x2(1—m) -1 2 1 x(1)= 4
X2(2—m) -1 2 1 x(2)= 6
x2(3—m) -1 2 1 x(3)= 6
X2(4—m) -1 2 1 x(4)= 2
x2(5-m) -1 2 1 x(5)= 0
X2(6—m) -1 2 1 x(6)=—1

Ve vysledné posloupnosti x(n) = {1, 4, 6, 6, 2, 0, -1} je zfejma platnost Sitkového pravidla
— posloupnost x1(n) ma 5 prvkd, posloupnost x2(n) tfi prvky a vysledna posloupnost x(n) ma
5+ 3—1="7prvki. Dale je ze zplisobu vypoctu vidét, Ze na zacatku a konci vypoctu nedochézi
k plnohodnotnému souctu tii soucintl, tak jak odpovida délce posloupnosti x2(n). Tedy na za-
¢atku a konci vysledné posloupnosti x(n) se vyskytuje pfechodny d¢j o délce, kterd odpovida
délce kratsi posloupnosti minus jedna. 000

Pro vypocet konvoluce dvou konecnych posloupnosti se také obcas uvadi nasledujici vypo-
cetni schéma:

{X10, X11, ... , XiN1} * {X20, X21, ..., X2N2} =
= (X10.X20) (X10.X21) cevverrennraan ceennanns (X10.X2,N2)
(X11.X20) (X11.X21) wevvreennnnnn. (xX11.X2,N2-1)  (X11.X2,N2)

(X12..X20) (X12.X21) ... (X12.X2N22)  (X12.X2N2-1)  (X12.X2,N2)

(X1,N1.X2,N2-3) (X1,N1.X2,N2-2) (X1,N1.X2,N2-1) (X1,N1.X2,N2)
soucet dil¢ich soucinti v jednotlivych sloupcich




Priklad 2

Pro posloupnosti zadané v Prikladu 1 vypoctéte jejich konvoluci pomoci vyse uvedeného
schématu.

Reseni:

{1,2,3,2,1} *{1,2,-1} =

1 2 -1

2 4 2
3 6 3
2 4 2
1 2 -1
x(n)={1, 4, 6, 6, 2, 0, —1}

Zde nelze nez konstatovat, Ze oba zpiisoby vypoctu vedou k témuz vysledku. 000

Poslednim algoritmem pro konvolucni vypocet je maticova varianta podle na sledujiciho
vztahu, vhodna ptredevsim pro softwarové implementace. Piedpokladejme, Ze posloupnost x|
ma prvky xi(n) = {Xi0, Xi1, ..., XI,N1} a posloupnost x> prvky x»>(n) = {x20, X21, ..., X2n2}. Kon-
voluéni vypocet je realizovan nasobenim fadkového vektoru obsahujiciho prvky posloupnosti
x1 diagonalni matici s poctem fadkid rovnym poctu prvki posloupnosti x; a poctem sloupct
uréenym délkou vysledné konvolucni posloupnosti, tj. N1+N>—1. Matice obsahuje prvky po-
sloupnosti x> uspofddanymi diagonalné€ s prvnim prvkem na hlavni diagonale. Zbyl¢é prvky ma-
tice jsou doplnény nulami (obr.4).

{X10, X11, X12, ..., X1,N1}*{X20, X21, X22, ..., X2,N2} =
%20 x21 x22 ... X2,N2 0 0O O 0 0 |
0 Xx20 x21 .. X2,N2-1 X2N2 O O .. 0 0
= [x10, X11, X12, ..., XINz] - | O O X20 ... X2,N2-2 X2,N2-1 X2N2 O ... 0 0
O 0 o .. O 0 0 x20 .. X2,N2-1 X2,N2

Obr.4 Vypocet konvoluce dvou posloupnosti pomoci maticového poctu

Priklad 3
Pro posloupnosti zadané v Ptikladu 1 vypoctéte jejich konvoluci pomoci maticového poctu.

Regeni:
1 2 -1 0 0 0 0
o1 2 -1 0 0 0
{1,2,3,2,1} *{1,2,-1}=[1,2,3,2,1]- {0 0 1 2 -1 0 01|=
0 0 O 1 2 -1 0
0 0 O 0 1 2 -1

= [1-142-0+3-04+2:0+1-0; 1-2+2:143:0+2-0+1-0; 1+(=1)+2-2+3-142:0+1-0; 1-0+2-(=1)+3-2+
+2-14 1-0; 1-042-043(—1)+2-2+1-1; 1-042-0+3-042- (—1)+1-2; 1-0+2-04+3-0+2-0+1+(=1)] =

=11,4,6,6,2,0, -1}, 000



A kdyZ uZ jsme si vSechno poti‘ebné zopakovali, tak se dejme do pocitani (a taky piemysleni o

tom co pocitani piineslo).
Priklad 4

Zacnéme piikladem vypoctu konvoluce dvou funkci se spojitym casem (a bude to skoro
posledni ptipad, kdy se v této kapitole budeme zabyvat funkcemi spojitymi v ¢ase). Urcete pra-
beh konvoluce dvou stejnych (co do velikosti 1 doby trvani) obdélnikovych funkci se spojitym

Casem.

Reseni:

Nejdfive trochu ne pfili§ matematické uvahy. Tvar zad a-
nych funkci Ize nahlédnout na obr.4a. Piedpokladame, Ze
doba trvani obou obdélnikt je T a jejich vySka A. Protoze oba
obdélniky j sou j ednorazové, ne méa s myslu s e zabyvat tva-
hami, co piedchazi a nasleduje po jejich bezprostiedni vza-
jemné¢ interakci. Lze tedy zacit v poloze zobrazené na obr.4b,
kdy je funkce x»(t) pravé jen invertovana v ¢ase. Posun funkce
jiz neni nulovy a s rastem posunu roste i plocha/integral vy-
mezend/y i ntervalem j ejich nenulového soucinu (obr.4c).
Tento interval za¢ina na pocatku asové osy (t = 0) a zvétSuje
se s hodnotou posunu t. Ta nenulova souc¢inova plocha roste
linearné s velikosti posunu t a maxima nabyva praveé kdyz ob¢
obdélnikové funkce tzv. licuji, tj. kdyz se funkce x2(t) posu-
nula pfesné o dobu svého trvani, tedy pro x2(T—t). Od tohoto
okamziku s e pl ocha vymezena nenulovym soucinem obou
funkci bude zmenSovat, opé€t linearné s ¢asem a ¢asovy inter-
val bude de finovan (t-T, T). Hodnota vysledné konvoluc¢ni
funkce proto klesne k nule v ¢ase 2T, kdy uz vzadjemny piesah
obou obdélnikl bude nulovy.

Na zaklad¢ uvedeného rozboru mizeme piikrocit k vypo-
¢tu. Defini¢ni integral

x(t) = %, () *x,(t) = foox1('f) X (t—1).d1,

se rozdeli na dva ptipady: a) pro ¢as v intervalu (0, T) a
b) v intervalu (T, 2T).

ada)t e (0, T)
x(t) = %, () * %, (t) = j %, (1) . %, (t — 7). dt =

0

t
= f A.A.dt = A% 1]} = A%.t.
0

xi(T)
A
0 y T
x:(T)
A
a)
0 T T
xiT)
A
0 1 T
A x2(-T)
b)
] T
xaT)
A
0 r T
xAt-1) A
c)
0 T
xi(T)
0 r T
x(t-1) A
d)
0 t-1 t T
x(t) AT
)

4] T 2T t
Obr.4 Ilustrace vypoctu kon-
voluce podle zadani Pri-
kladu 4. Je uzitecné si uve-
domit rozdil mezi promen-
nymi t (proménnd vysledné
konvolucni funkce a tim i
soucasné promeénnd caso-
vého posunu) a t (integracni
promeénna,).

Dosadime-li obé mezni hodnoty ¢asového intervalu, pak dostavdme pro t = 0 hodnotu kon-
voluéni funkce x(t) = 0 a pro t = T x(t) = A’T. Mezi témito dvéma meznimi hodnotami je kon-
voluéni funkce linedrné rostouci s ¢asem podle vztahu x(t) = At tak, jak jsme ogekavali ve vyse

uvedeném rozboru.
adb)t e (T, 2T)

X(0) = %, (O) * x,(6) = j
t-T
=A% (T—t+T) =A% Q2T -1).

T

X1 (1) . X%, (t—1).dt = ]

T
A Adt =A%t =
t-T



Dosadime-li opét mezni hodnoty Casového intervalu, pak pro t = T logicky dostadvame tutéz
hodnotu jako ve vyse uvedeném piipadu x(T) = A’T a pro t = 2T je hodnota konvolu¢ni funkce
opét nulova x(2T) = 0. Prib¢h konvolu¢ni funkce v tomto dil¢im intervalu bude s ¢asem line-
arn¢ klesajici.

Konvolu¢ni funkce je nenulova v intervalu (0, 2T). Lze tedy konstatovat, ze pro funkce spo-
jité v Case je Sitka (doba trvani) vysledné konvoluéni funkce dana souctem dob trvani obou
dil¢ich funkeci. 000

Priklad 5

Zde si ovéime, ze vysledky ziskané v ptechozim ptikladu plati i pro posloupnosti s diskrét-
nim ¢asem. Tedy ur¢eme konvoluci posloupnosti xi1(n) =x2(n) = {2, 2, 2, 2, 2} pron € (0, 4) a
rovné nule pro n ¢ (0, 4).

Reseni:

Pouzijme (a bude to tak ve vSech nésledujicich ptikladech) algoritmus vyplyvajici z definic-
niho vztahu. Zbyl¢ dva postupy lze pouzit pro samostatné procviceni a posléze se 1ze rozhod-
nout, ktery z algoritmil se ukaze jako nejlepsi z hlediska snadnosti a piehlednosti vypoctu.

soucet realizovatelnych soucina
vzorkl posloupnosti, tj. hodnoty
vysledné konvolu¢ni posloupnosti
x(n)
x1(m) 22222
X2(—m) 22222 n=0 4 = 4
x2(1-m) 22222 n=1 4+4 = 8
x2(2—m) 22222 n=2 4+4+4 =12
x2(3—m) 22222 n=3 4+4+4+4 =16
X2(4—m) 22222 n=4 4+4+4+4+4 =20
x2(5-m) 22222 n=5 4+4+4+4 =16
X2(6—m) 22222 n=6 4+4+4 =12
x2(7-m) 22222 n=7 4+4 = 8
x2(8—m) 22222 n=8 4 =4

Vyslednéd konvoluéni posloupnost x(n) = {4, 8, 12, 16,20, 16, 12, 8,4} je opét linedrné
rostouci, resp. klesajici pied a po okamziku, kdy nastava Gplné piekryti obou posloupnosti, t.
pro n= 4. Prvni a posledni hodnota posloupnosti x(n) nejsou nulové, coz vyplyva z v ¢ase dis-
krétniho charakteru dat. Nulové hodnoty by samoziejmé predchazely a nasledovaly pred prvni
a posledni hodnotou posloupnosti x(n). Maximalni hodnota posloupnosti x(4) = 20 je dana sou-
¢inem odpovidajicich si hodnot obou posloupnosti a poctu jejich prvka (N1 = N2 = 5). Pocet
nenulovych prvkil vysledné posloupnosti N =9 je Ni + N2 — 1, Sitkova vlastnost vskutku plati.

RN



Co by se stalo, pokud by délky obou vstupnich posloupnosti nebyly stejné?

Priklad 6

Urcete konvolu¢ni posloupnost posloupnosti xi(n) = {1, 1, 1, 1, 1} axza(n) = {1, 1, 1}.
Reseni:

Ptimo pocitejme:

soucet realizovatelnych soucina
vzorkil posloupnosti, tj. hodnoty
vysledné konvolu¢ni posloupnosti
x(n)
x1(m) 11111
X2(—m) 111 n=0 1 =1
x2(1-m) 111 n=1 1+1 =2
x2(2—m) 111 n=2 I+1+1 =3
x2(3—m) 111 n=3 1+1+1 =3
x2(4—m) 111 n=4 I+1+1 =3
x2(5-m) 111 n=5 1+1 =2
X2(6—m) 111 n=6 1 =1

Ve vysledné posloupnosti miizeme vidét tii hodnoty v jejim stiedu (x(n) = 3, pron = 2,3,4),
které jsou uréeny vSemi tfemi prvky posloupnosti x2(n). Této ¢asti posloupnosti predchazeji,
resp. ji nasleduji sekvence urcené nikoliv ze vSech prvki, pouze z jednoho, resp. dvou vzorkd.
O této pocatecni, ptip. koncové ¢asti vysledné konvolucni posloupnosti fikame, ze piedstavuji
prechodny dé&j, stiedni ast reprezentuje ustaleny d¢j. Z tohoto pohledu ve vysledné konvolucni
posloupnosti z Ptikladu 5 ustaleny stav reprezentuje pouze jeden jediny vzorek x(4).

Podet vzorkdl vystupni posloupnosti N=7, coZ je Nj + N> — 1. Sitkova vlastnost konvoluce
tedy stale plati. 0ood

Co by se stalo, pokud bychom posloupnosti xi(n) a x2(n) zaménili?

Piiklad 7

Urcete konvolu¢ni posloupnost posloupnosti xi(n) = {1, 1, 1} axo(n)= {1, 1,1, 1, 1}.
Reseni:

Opét ptimo pocitejme:

soucet realizovatelnych soucint
vzorkl posloupnosti, tj. hodnoty
vysledné konvoluéni posloupnosti
x(n)
x1(m) 111
X2(—m) 11111 n=0 1 =1
x2(1-m) 11111 n=1 1+1 =2
x2(2-m) 11111 n=2 I+1+1 =3
x2(3—m) 11111 n=3 I+1+1 =3
X2(4-m) 11111 n=4 I+1+1 =3
x2(5-m) 11111 n=5 I+1 =2
x2(6-m) 11111 n=6 1 =1

Vsechno, co bylo uvedeno pro vysledky Piikladu 6 plati 1 v tomto pfipad¢€. Znamena to, ze
si stdle mizeme byt jisti platnosti komutativniho zdkona. 0ood



Piiklad 8
Urcete konvoluéni posloupnost dvou jednotkovych skok, tj. posloupnosti xi(n) = {1, 1, 1,
I,1,...}axo(n)={1,1,1,1,1,...},pron=0,1,2,3, ....

ReSeni:
Opét ptimo pocitejme:

soucet realizovatelnych soucinti vzorkl
posloupnosti, tj. hodnoty vysledné kon-
volu¢ni posloupnosti x(n)
x1(m) I11111111...
X2(—m) L1101 n=0 1 =1
x2(1-m) L1111 n=1 1+1 =2
X2(2—m) 11111 n=2 1+1+1 =3
x2(3—m) 11111 n=3 1+1+1+1 =4
X2(4-m) 11111 n=4 I+1+1+1+1 =5
x2(5—m) 111111 n=5 1+1+1+1+1+1 =6
X2(6—m) L1 111111 n=6 I+1+1+1+1+1+1 =7
x2(7-m) L1 1111111 n=7 I+1+1+1+1+1+1+1 = 8
x2(8—m) L1 11111111 n=8 1+1+1+1+1+1+1+1+1 = 9
Vysledkem konvol uce dvou diskrétnich jednotko- XI(T%
vych skoki je nekonecna linearné€ rostouci posloupnost.
V podstaté téhoz vysledku bychom dosahli ve spoji-
tém Case (obr.5). V tom piipadé je }Q(T‘; N
x(t) = %, (1) * X5 (t) = f %, (1) . X, (t — T). dt = ! N
(%) - 0 <
=] o(1).o(t — 1).dT. x(7)
—o 1
Protoze jednotkovy skok nalezi do tfidy kauzalnich
funkci, mizeme pro jejich konvoluci psat 5 =
t t e {x(D)
x() = [jo(0).ot—1).dt = [ 1.ldt=[t]; = t. 1 b
HEN
0 T
x1(1)
0 T
xa(t-1) L
1
0 t T
x(1)
d)
0 t

Obr.5 Konvoluce dvou jednotko-
vych skokit ve spojitém case



Piiklad 9
Urcete konvolu¢ni posloupnost diskrétniho jednotkového skoku xi(n) =o(n)= {1, 1,1, ...}
s kone¢nou obdélnikovou posloupnosti, napi. x2(n) = {1, 1, 1}.

Reseni:
soucet realizovatelnych soucint vzorki
posloupnosti, tj. hodnoty vysledné kon-
volu¢ni posloupnosti x(n)
x1(m) I111111.....
X2(—m) 111 n=0 1 =1
x2(1-m) 111 n=1 1+1 =2
x2(2—m) 111 n=2 1+1+1 =
x2(3—m) 111 n=3 1+1+1 =
x2(4—m) 111 n=4 1+1+1 =
x2(5—m) 111 n=5 1+1+1 =
x2(6—m) 111 n=6 I+1+1 =3

V tomto ptipad¢ je vysledkem nekonecna (diky jednotkovému skoku) konstantni (diky konecné
obdélnikové posloupnosti) posloupnost, kterd nasleduje prechodny déj, jehoz délka je stan-
dardné déna poctem vzorkii obdélnikové posloupnosti N» — 1. 0ood

Piiklad 10 (pro samostatné procvicéeni)

Vypoctete konvoluéni posloupnost diskrétniho jednotkového skoku xi(n) = o(n) = {1, 1, 1,
...} s konec¢nou posloupnosti x2(n) = {1, —1}. Pribéh vypoctené konvolu¢ni posloupnosti vy-
svétlete.

Reseni:

x(n)={1,0,0,0,0,0, ...}. 000

Priklad 11

Urcete konvolu¢ni posloupnost nekone¢né posloupnosti xi(n) = {1,0,-1,0,1,0,-1,0, 1, 0,
—1, ...} s posloupnosti xo(n) = {1, 0, 0, 0, 1}.

Reseni:
soucet realizovatelnych sou-
¢inil vzorki posloupnosti, tj.
hodnoty vysledné¢ konvo-
luéni posloupnosti x(n)
x1(m) 10-1010-1010-10
Xo(—m) 10001 n=0 1 1
x2(1-m) 10001 n=1 0+0 =0
x2(2—m) 1000 1 n=2 0+0-1 =-1
x2(3—m) 100 01 n=3 0+0+0+0 =0
x2(4-m) 10001 n=4 1+0+0+0+1 = 2
X2(5—m) 1 0001 n=5 0+0+0+0+0 = 0
X2(6—m) 1000 1 n=6 -1+0+0+0-1 =-2
x2(7—m) 100 01 n=7 0+0+0+0+0 = 0
x2(8—m) 10001 n=8 1+0+0+0+1 = 2
x2(9—m) 1 0001 n=9 0+0+0+0+0 = 0
x2(10—m) 1000 1 n=10 -1+0+0+0-1 =-2
x2(11-m) 100 O01|n=11 0+0+0+0+0 = O




Posloupnost xi(n) je periodicka s periodou T =4 vzorky, paty vzorek zacina novou periodu.
Této periodicité¢ odpovida pocet vzorki posloupnosti x»(n), pficemz prvni a posledni vzorek
predstavuje vahovy koeficient, ktery vzhledem ke své poloze zdiiraziiuje praveé periodicitu po-
sloupnosti xi(n). Proto je vysledna konvolu¢ni posloupnost v ustadleném stavu (pro n > 4) rov-
néz periodicka s toutéz periodou jako xi(n). Ustaleny stav nasleduje za prechodnym déjem o
délce No—1, tj. 4 vzorky. 000

Priklad 12

Urcete konvolu¢ni posloupnost nekonecné posloupnosti xi(n) = {1,0,-1,0,1,0,-1,0, 1, 0,
—1, ...} s posloupnosti x2(n) = {1, 0, 0, 0, —1}.

Reseni:
soucet realizovatelnych sou-
¢ind vzorki posloupnosti, tj.
hodnoty vysledné konvo-
lu¢ni posloupnosti x(n)
x1(m) 10-1010-1010-10
Xo(—m) -10001 n=0 1 1
x2(1-m) 10001 n=1 0+0 =0
x2(2—m) 1000 1 n=2 0+0-1 =-1
x2(3—m) 100 01 n=3 0+0+0+0 =0
x2(4—m) 10001 n=4 -1+0+0+0+1 = 0
x2(5—m) -1 0001 n=5 0+0+0+0+0 = 0
X2(6—m) -1 000 1 n=6 1+0+0+0-1 = 0
x2(7—m) -100 01 n=7 0+0+0+0+0 = 0
x2(8—m) -10 001 n=8 —1+0+0+0+1 = 0
x2(9—m) -1 0001 n=9 0+0+0+0+0 = 0
x2(10—m) -1000 1 n=10 1+0+0+0-1 = 0
x2(11-m) -100 01 |n=11 0+0+0+0+0 0

Na rozdil od Ptikladu 11 maji v tomto pfipadé nenulové prvky (prvni a paty) posloupnosti
x2(n) opacné znaménko, tzn. ze periodicita posloupnosti xi(n) je potlacovana, coz je z vysledné
konvoluéni posloupnosti naprosto zfejmé; po kratkém prechodném zakmitnuti na jejim zacatku.

NN

Piiklad 13 (zase jen pro samostatné procviceni)

Vypoctete konvoluéni posloupnost nekonec¢né posloupnosti xi(n) = {1, 0, -1, 0, 1, 0, -1, 0,
1,0, -1, ...} s posloupnostmi a) x2.(n) = {1, 0, 1} ab). xop(n) = {1, 0, -1}, ¢) x2¢(n) = {-1, 0
1}; d) x2a(n) = {0, 1, 0, —1}. Prabéh vyslednych posloupnosti vysvétlete.

5

Reseni:
a) Xa(n)=1{1,0,0,0,0,0,0,0,0,...};
b) xp(n)=1{1,0,-2,0,2,0,-2,0,2,...};
c) Xc(n)=1{-1,0,2,0,-2,0,2,0,-2,...};

d) xdn)=10,1,0,-2,0,2,0,-2,0,2,...}. 000
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Priklad 14

Urcete konvolu¢ni posloupnost nekonecné linearné rostouci posloupnosti xi(n) = {1, 2, 3, 4,
5,6,7,8,9, ...} s posloupnostmi a) x2a(n) = {1, 1}; b) xon(n) = {1, 1, 1} ac) xz¢(n) = {1, —1}.

Reseni:

a) soucet realizovatelnych soucina
vzorkil posloupnosti, tj. hodnoty vy-
sledné konvolu¢ni posloupnosti

Xa(n)  Xa(n)/2

x1(m) 12345678 9...

X2a(—m) 11 n=0 1 =1 =0,5

X2a(1-m) 11 n=1 2+1 =3 =15

X2a(2—m) 11 n=2 3+2 =5 =25

X2a(3—m) 11 n=3 4+3 =17 =3,5

X2a(4—m) 11 n= 5+4 =9 =45

X2a(5—m) 11 n=5 6+5 11 =55

X2a(6—m) 11 n=6 7+6 =13 =65

X2a(7—m) 11 n=7 8+7 =15 =75

X2a(8—m) 11 n=8 9+8 =17 =85

b) soucet realizovatelnych soucini
vzorkil posloupnosti, tj. hodnoty vy-
sledné konvolu¢ni posloupnosti

xp(n)  xp(n)/3

x1(m) 123456789...

Xob(—m) 111 n=0 1 1 =0,33

X2p(1-m) 111 n=1 2+1 =3 =10

X2b(2—m) 111 n=2 3241 =6 =20

X2b(3—m) 111 n=3 44342 =9 =3,0

X2ob(4—m) 111 n= 5+4+3 =12 =40

X2b(5—m) 111 n=5 6+5+4 =15 =50

X2b(6—m) 111 n=6 7+6+5 =18 =6,0

X2b(7—m) 111 n=7 8+7+6 =21 =70

X2b(8—m) 111 n=8 9+8+7 =24 =8,0

c) soucet realizovatelnych soucint
vzorkl posloupnosti, tj. hodnoty vy-
sledné konvolué¢ni posloupnosti

X¢(n)

x1(m) 123456789...

X2¢(—m) -11 n=0 1 1

X2c(1-m) -11 n=1 2-1 =1

X2¢(2—m) -11 n=2 3-2 =1

X2¢(3—m) -11 n=3 4-3 =1

X2c¢(4—m) -11 n= 5-4 =1

X2¢(5—m) -11 n=5 6-5 =1

X2c(6—m) -11 n=6 7-6 =1

X2¢(7—m) -11 n=7 87 =1

X2¢(8—m) -11 n=8 9-8 =1
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Pokud jsou hodnoty vSech prvkl posloupnosti xo(n) kladné, reprezentuje vypocet kazdého
prvku vysledné konvoluéni posloupnosti soucet, resp. primér (pokud vysledek souctu podélime
poctem vzorkll posloupnosti x2(n)) prvkii posloupnosti xi(n). Protoze se poloha posloupnosti
x2(n) posouva, nazyvame tento zpiisob vypoctu konvoluéni posloupnosti klouzavy primeér
(angl. Moving Average, zkr. MA).

Vzhledem k tomu, Ze hodnoty posloupnosti x1(n) rostou linearné s diferenci jedna, tak hod-
noty prvki vysledné posloupnosti také linearné porostou, pricemz diference mezi sousednimi
prvky bude v pfipad¢ kumula¢niho vypoctu rovna délce posloupnosti x2(n), v ptipadé vypoctu
praméru jsou vysledné hodnoty vztazeny k délce posloupnosti x2(n) a proto rovny jedné. (Vse
uvedené samoziejme neplati pro pfechodné déje na zacatku vysledné posloupnosti.)

V piipadé¢ c¢) predstavuje konvolu¢ni vypocet klouzavou diferenci mezi sousednimi vzorky
posloupnosti xi(n) a ta je zcela jasn¢ jednotkova. 0ood

Piiklad 15

M¢jme posloupnost xi1(n) = {1,0, 1,-2, 1,0, 1,
-2, 1,0, ...} (obr.6a) danou souctem dvou dil¢ich
posloupnosti x11(n) = {0, 1,0,-1,0,1,0,-1, 0, 1,
...} (obr.6b) a x;p(n)={1,-1, 1, -1, 1, -1, 1, -1,
1,-1, ...} (obr.6¢c).

Urcete konvoluéni posloupnost posloupnosti

x1(n) s pos loupnostmi a ) x 2a(n) = {1, 0, —1, 0}; a)
b) xap(n) = {1, —1}. 2

. 1

Reseni: 0

Posloupnost xi(n) vytvofena souctem obou dil- 4 1.2 3 5 6 7 9 10
¢ich periodickych posloupnosti je opét periodicka 5

s periodou odpovi dajici de 1si z obou pe riod ( 4
vzorky) dil¢ich posloupnosti, nicméné je v ni pa- b)

trny 1 vyznamny piispévek posloupnosti xi2(n) 2
s vyssi frekvenci. 1

Poznamka: 0

Vyzkousejte, jaky tvar by meéla posloupnost 1t ’ ° ! ?
x1(n), pokud by podoupnost xi1(n) za¢inala az jed- 2
nickou, tj. bylaby {1, 0,-1,0, 1,0,-1, 0, 1,0, ...}. ¢)
To, abyste si ov&fili jak se mize do vysledné smési  Opr.6 Zadana posloupnost a) x1(n) a
harmonickych sloZek promitnout zména jejich po- Jjeji dilci b) slozky xa1(n) a c) xi2(n)

¢atecnich fazi.

Posloupnost x2a(n) obsahuje hodnoty (doplnéni nulou na konci méa pouze formalni davod,
vysledek konvol uce by byl v podstaté tyz, i kdyby byla posloupnost pouze tiiprvkova, tj.
x’2a(n) = {1, 0, —1}), které odpovidaji pravé jedné period¢ posloupnosti xi1(n), zatimco po-
sloupnost x25(n) hodnoty, odpovidajici jedné periodé posloupnosti xi2(n). Jak 1ze vysledovat
z Ciselnych vysledki i z jejich grafického zobrazeni na obr.7, charakteru posloupnosti x2a(n) i
x2b(n) odpovidaji v obou piipadech i vysledky konvoluc¢nich vypoctu.

V ptipadé konvoluce s posloupnosti X2a(n) je naprosto ziejmé, ze vysledna posloupnost tva-
roveé kopiruje tvar slozky xi1(n) — kromé prechodného déje na zacatku (teoreticky bychom
mohli spekulovat, zda ptfechodny déj trva dva ¢i tfi vzorky, vzhledem k nule na konci posloup-
nosti x2a(n)). Maximalni a minimalni hodnoty ve vysledné posloupnosti xa(n) (2, —2) jsou ve
srovnani s extrémnimi hodnotami posloupnosti X2a(n) dvojnasobné, coz je v tomto piipadé zpt-
sobeno dvéma nenulovymi jednotkovymi prvky posloupnosti x2a(n).
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Tvar vysledné posloupnosti xp(n) konvoluce xi(n) a x2p(n) neni ve srovnani s piedchozim
pfipadem tak idedlni, nicméné i zde je patrné zvyraznéni slozky s vyssi frekvenci

a) soucet realizovatelnych sou-
¢indl vzorkd posloupnosti, tj.
hodnoty vysledné konvoluéni
posloupnosti

Xa(1)

x1(m) 101210 1210

X2a(—m) 0-101 n=0 1 1

X2a(1-m) -1 0 1 n=1 0+0 =0

X2a(2—m) 0-1 0 1 n=2 1+0-1 =0

X2a(3—m) 0-1 0 1 n=3 —2+0+0+0 =-2

X2a(4—m) 0-1 0 1 n=4 I+0-1+0 = 0

X2a(5—m) 0-1 0 1 n=>5 0+0+2+0 = 2

X2a(6—m) 0-1 0 1 n=6 I+0-1+0 = 0

X2a(7—m) 0-1 0 1 n=7 —2+0+0+0 =-2

X2a(8—m) 0-1 01 n=8 I+0-1+0 = 0

X2a(9—m) 0-101 n=9 0+0+2+0 = 2

b) soucet realizovatelnych sou-
¢int vzorka posloupnosti, tj.
hodnoty vysledné konvolucni
posloupnosti

Xp(n)

x1(m) 101-2101-210...

Xob(—m) -11 n=0 1 1

X2p(1-m) -11 n=1 0-1 =-1

X2b(2—m) -11 n=2 1+0 =1

X2b(3—m) -11 n=3 2-1 =-3

X2b(4—m) -11 n=4 1+2 =3

X2b(5—m) -1 1 n=5 0-1 =-1

X2b(6—m) -1 1 n=6 1+0 =1

X2b(7—m) -1 1 n=7 2-1 =-3

X2b(8—m) -11 n=8 1+2 =3

X2b(9—m) -1 1 n=9 0-1 -1

RN
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Obr.7 Vysledky konvoluce s posloupnostmi
a) xa(n) a b) xp(n) v porovnani se vstupni
posloupnosti ¢) x1(n) (také obr.6a)
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