Priklady korelace
Jifi Hol¢ik
Nejdiive zopakovani — defini¢ni vitahy

Zustaneme-li pro zacatek v doméné diskrétniho Casu, pak zakladni formuli definujici kore-
la¢ni posloupnost je

R s (M) = 37 X, ()%, (n +m) 1)

kde x1 a X2 jsou posloupnosti, jejichZ korelaci (vzajemny vztah) odhadujeme. Pokud jsou obé
posloupnosti navzajem rtzné, tj. plati, Zze x1(n) # X2(n), pak hovotime o tzv. vzdajemné korelacni
posloupnosti. Casto se téZ pouziva pieklad anglického nazvu cross correlation sequence, tedy
krizova korelacni posloupnost. Jestlize chceme vyzkoumat vzajemné souvislosti mezi vzorky
jedné a téZe posloupnosti, tj. x1(n) = X2(n), pak hovoiime o autokorelacni posloupnosti, anglicky
autocorrelation sequence. Zkoumame-li posloupnosti centrovanych dat, tj. plati, ze
X1(n) = Xiorig(N) — Mxlorig @ X2(N) = X2orig(NN) — Mx2orig, kde Mx1orig, PTIP. Mx2orig jSOU priméry obou
posloupnosti, pak hovofime o tzv. vzajemné i auto kovariancni posloupnosti, v zavislosti na
to, zda x1(n) # X2(n) nebo x1(n) = x2(n).

Zustaneme-li u obecnéjsiho tvaru korelaéni posloupnosti, tj. u vzajemné korelacni posloup-
nosti, pak se miizeme setkat s riznymi variantami defini¢niho vztahu.

a) Rena(MT.) = 3 %, (1T, )%, (N T, mT,) @)

Tento vztah ma teoreticky vyznam, protoze ptedpoklada znalost obou posloupnosti v neko-
neéném Casovém intervalu, jak do kladnych i zapornych ¢ast. Vzorkovaci periody Ty, jsou
VvV tomto vztahu uvedeny, abychom pfipomenuli ¢asovy rozmér obou uvazovanych vstupnich
posloupnosti x1(n) a X2(n) i vysledné korela¢ni posloupnosti Rxix2(MTyz). Protoze v praxi zname
ob¢ posloupnosti pouze v kone€ném ¢asovém intervalu, méa vypocetni vyznam nasledujici de-
fini¢ni vztah

N
b) inx?(mTVZ) = Z xi(nTvz)XZ (n-rvz+ mT\.‘Z) (3)
n=0

Uvazujeme-li rovnomérné vzorkovani a souc¢asné netrvame na zdiiraznéni casového charak-
teru vSech posloupnosti, pak 1ze za piredpokladu kone¢nych posloupnosti x1(n) a X2(n) pouzit
defini¢ni vztah (1). Jako alternativu této definice l1ze v odborné literatufe najit i nasledujici tvar

c) Rowez(M) = 3 x,(n)x, (0 —m) 4)

ktery se li$i opacnym znaménkem parametru posunu m u posloupnosti x2. Tato odliSnost vyja-
dfuje opacny ¢asovy posun posloupnosti x2 pi1 vypoctu. Pro vypocet autokorelacni funkce tato
varianta nemad, jak za chvili uvidime, Zadny vyznam. Pro vypocet vzdjemné korelace je tfeba
pii interpretaci vypoctené korelacni posloupnosti zvazit smér posunu xz pii vypoctu.

Zatimco vSechny az dosud uvedené vztahy maji tak fikajic energeticky charakter (hodnota
autokorelacni posloupnosti pro m=0 se rovna energii posloupnosti x(n)), v nékterych aplikacich
muze byt uzite¢né pouzit tzv. vykonovy vztah, kdy vypoctenou sumu souc¢intt hodnot do vypo-
¢tu zahrnutych posloupnosti vztahneme Kk ¢asové jednotce, tj. podélime ji délkou casovych fad
x1(n) a X2(n). Defini¢ni vztah pak nabyva tvaru

) Raam =3 x@x0+m) resp. Ryaus(M) = =3 x,(mx,(0-m)  (5)

Tato varianta se s vyhodou pouziva u periodickych posloupnosti.



Posledni modifikaci, kterou zde uvedeme, je tvar vztahu (5), ktery vyplyva praktického vypoctu
korela¢ni posloupnosti dvou konecnych posloupnosti. Potieba tohoto vztahu snad dostatecné
jasné vyplyva z obr.1.
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Obr.1 Vypocet korelacni posloupnosti dvou konecnych posloupnosti

Vzajemnym posunem se snizuje pocet pard, které Ize mezi sebou vynasobit, a tedy se naskyta
otazka, zda pro zachovani rozumného prubéhu korelac¢ni funkce je vhodnégjsi vztahnout celko-
vou sumu k neménnému poctu vzorktt N nebo pouze k poétu moznych sou¢int pro danou hod-
notu posunu m. Tedy na ptiklad ve tvaru

v.-|<«.|-1
e) Re(m) = ﬁ Y x(n)x{n+m) m=01.N-1 (6)

n=0

Zatimco varianty podle vztahu (5) deformuji primérnou hodnotu odhadu korela¢ni posloup-
nosti (hovotime o vychyleném odhadu), vypocet podle vztahu (6) se chova ptiznivé k odhadu
stiedni hodnoty (nevychyleny odhad), naopak ma nepiiznivy vliv na odhadnutou hodnotu roz-
ptylu pro vétsi hodnoty posunu m.

V oblasti spojitého Casu, ve které byla korela¢ni funkce definovana historicky primarné, je
sumacni vztah nahrazen integracni formuli, tedy napf.

1 1
)  Run()= ?jxl (D%, (t + T)dt resp. R,.(1)= ?jxl (Ox,(t-ndt  (7)
T T

ptipadné 1ze pouzit v§echny ostatni varianty, jak vyplyvaji ze vztahi (1) az (5).

Ted’ opakovani vlastnosti odhadu korelacénich posloupnosti

Vzé4jemna korelacni posloupnost neni komutativni, tj. Rxix2(n) # Rxax1(n). Tedy jeji hodnoty
pro kladnou a zapornou €asovou poloosu se obecné lisi.

Pro autokorela¢ni posloupnost plati:

a) narozdil od vzajemné korela¢ni posloupnosti je suda, tj. R(-n) = R(n);

b) pro vSechna cela m je R(0) > R(m), tj. jeji hodnota pro m=0 je v&tsi nebo rovna jejim
hodnotam pro vsechny ostatni hodnoty posunu m. Hodnoty R(0) teoreticky nabyva pro
m = 0 pouze v piipad¢ periodickych posloupnosti pro posun rovny periodé posloupnosti.
U nevychyleného odhadu mohou hodnoty autokorelacni posloupnosti i piekrocit velikost
R(0), coz byva zplisobeno ristem rozptylu pro velké hodnoty posunu m.

¢) R(0) je rovna energii, resp. vykonu posloupnosti X(n) — viz vztahy (4), resp. (5) ¢i (6);
pii nulové stfedni hodnot€ je rovna rozptylu hodnot prvkl posloupnosti;

d) pokud je posloupnost x(n) periodicka, pak je jeji autokorelacni posloupnost rovnéz peri-
odicka s toutéz periodou — viz bod b).



Hodnota autokovarianéni posloupnosti pro m=0 je rovna disperzi vstupni posloupnosti
x(n) pokud je uréena pomoci vztahu

R“(m):%i[x(n)—m,] [x(n+m)-my] (8)

Korelacni posloupnost a Pearsoniiv korelacni koeficient

Pfipomenme, jak ziskame Pearsontiv korela¢ni koeficient. Pro jeho odhad Ize pouzit vztah

1N _ _

N2 (X =Xy -Y) 1< (x —-%) (y =)

_ N“n=1'"n n — n n 7

r= 0.0, - NZ o, O ®)
n=1

Kdyz tento vztah srovndme s vypoctem hodnoty vzajemné korelacni posloupnosti pro m=0,
tj.
1 N-1 1 N—1
Raa(0= 5 ). Xa(MXa(n+0)= 1>, (Mxx(n) (10)

n=0 n=0

pak mizeme konstatovat, ze pokud by srovnavané posloupnosti xi(n) a x2(n) byly standardizo-
vany, pak kazdy vzorek jejich vzajemné korela¢ni posloupnosti je roven odpovidajici hodnoté
Pearsonova korelac¢niho koeficientu. To znamen4, ze kazd4 hodnota korelacni posloupnosti vy-
jadfuje miru linedrni zavislosti vzajemné posunutych hodnot korelacni posloupnosti. Ale pro-
toZe hodnoty posloupnosti xi(n) a x2(n) zpravidla nejsou standardizovany, pak se hodnoty ko-
relacni posloupnosti nepohybuji v rozsahu hodnot Pearsonova korelacniho koeficientu, tj. v
intervalu (-1;1), nybrz vyjadiuji pouze jistou relativni vazbu obou posloupnosti.

A konecné vztah korelacni posloupnosti a konvoluce dvou posloupnosti

Necht je vzajemna korelacni posloupnost definovéana vztahem (4), t;.
Rxlxz(m) = ZN: xl(n)xz(n -m)

a konvoluce vztahem
y(n) = xa(n)*x2(n) = Zm X1(M).X2(N-m) = Zm X1(N-m).x2(m). (11)
Po zdméné symbolii n @ m v konvolu¢nim vztahu dostavame
y(m) = xa(m)*x2(m) = Zm X1(N)*x2(mM-n) (12)

Po srovnanim vztahu (4) a vztahu (12) Ize konstatovat, Ze oba vztahy by byly ekvivalentni,
pokud by posloupnost x2 byla invertovana v case, tj. kdyz by ve formuli (12) bylo x2(n-m).

Kdy? jsme si vS§echno potiebné zopakovali tak se dejme do pocitani (a taky premysleni o tom
co pocitani piineslo).

Zacneme pripadem se spojitym ¢asem. To nam umozni spocitat vysledek analyticky, a tak
si ukazat nékteré obecné zékonitosti.

Piiklad 1

Vypoctéte vzajemnou korelacni funkei funkci x1(t) = cos(nt) a x2(t) = 4sin(nt). Ovéite, jaky
vliv na pribéh vysledné korelacni funkce mé alternace znaménka v druhém ¢lenu defini¢niho
vztahu (vztah (7)).



Reseni:

Argumenty obou zadanych harmonickych funkci jsou nt = ot = 2xft = 2nt/T = 2nt/2, obé
harmonické funkce tedy maji tutéz periodu T = 2 [¢asové jednotky]. Z toho by ndim mohlo vy-
plynout, Ze i vysledna korela¢ni funkce by mohla byt periodicka a vzhledem k tomu, Ze obé
zadané¢ funkce jsou harmonické, i1 vysledna korela¢ni funkce by mohla byt harmonicka.

Nejdrtive se ale zamysleme nad tim, jaké hodnoty bude nabyvat korela¢ni funkce pro nulovy
posun, tj. pro T = 0. Pro vysledné feSeni nema tato uvaha rozhodujici vyznam, nicmén€ umozni
srovnat Vysledek této rozvahy se z1skanym analytickym feSenim. Takze

R_,.,(0)= —Ix (Hx, (t+1dt = —I cos(mt) 4 sm(mt)dt = 2 I cos(mt).sm(mt)dt (13)
<0 0
Odtud bychom mohh pokracovat vypoctem integralu, coz zase nemusi byt ptilis slozité, kdyz
vime, Ze 2sin(x cosa = sin(2a). V tom piipadé lze pokraéovat

xlx

J(0)= '[s1n(7m) dt = ‘jsm(ax)dx——cos(ax) ‘ 5 — [cos(2mt)]? = 217[ [1-1]=0 (14

Tim Vlme, ze korela¢ni funkce zadanych goniometrickych funkci za¢ina pro t =0 v nule.
K takovému vysledku by bylo mozné dojit i z ivahy, Zze cos(a) a sin(a) jsou ortogonalni (pra-
vouhlé, kolmé) funkce (to uz vime ze souvislosti obou funkei s kruhovym pohybem i z jejich
vyjadieni v Gaussové komplexni rovin€) a integral takovych funkci pfes periodu je nulovy.

S tim, co uz o uloze vime, mizeme spocitat pritbéh korela¢ni funkce. Za¢néme s kladnym
posunem, tedy +r.

R o (1) = %J‘xl(t)xz (t+1)dt = %J'cos(nt)Asin (n(t+1))dt =

= 2j cos(nt).sin (n(t + 1) )dt = %j[sin( nt) + sin (2nt + e) )|dt = (15)

= jsin( nr)dt + jsin (2t + 7))t = sin( wo)[t]2 + 0 = 2sin( 7r).

Tady jsme si na druhém tadku vypoc¢tu pomohli vzorcem
smmo +smf} = 2.si110t—gﬁ. cos a—gg (16)

z kterého po srovnani s thly nt a mt(t+1) plyne tieba, ze oo = 2nt + nt a f = wt. (Jesté existuje
druha moznost, kdy o = 2t + wt a = -nt, ale i s touto variantou bychom dospéli k témuz vy-
sledku, jen ten vypocet integralti by byl o néco malinko zamotanéjsi.)

V prvnim integralu na poslednim fadku vypoctu je funkce sinus nezavisla na integra¢ni pro-
ménné t, proto neni predmétem integrace a lze ji vytknout pred integral. Druhy integral pred-
stavuje integraci funkce sinus (v tomto pfipadé je jiz funkci integra¢ni proménné t, byt fazoveé
posunutou o0 wtt) praveé pres jednu periodu. Proto je hodnota integralu nulova,

Jak rozumét tomu co vyslo? Pfedevsim se potvrdila poc¢atecni tvaha, Ze vypocitana korelacni
funkce bude periodicka, potvrdilo se i to, Ze je harmonicka. Navic, protoze sin(0) = 0, plati i to
co jsme uz diive spocitali a je vyjadieno vyrazem (14) a v podstaté se znovu potvrdila ortogo-
nalita funkci sin a cos. Dal pomize obr.2. Pro dany konkrétni piipad se vypoctena vzajemna
korelacni funkce jevi jako licha (pozor — nelze zobecnit). Pribéhy a) a b) reprezentuji obé za-
dané funkce v poloze, kdy t = 0. Pii vypoctu korelacni funkce pomoci vztahu pouzivajiciho +t
dochazi pti t > 0 k posunu funkce sin smérem k mensim hodnotam na ¢asové ose (vlevo). To
znamena, ze podobnost obou kiivek posunem z vychoziho postaveni nejdiive roste a maxima
dosahuje, kdyz se posune o ¢tvrt periody, tj. o ©/2, jak je naznaceno v fadku c). Protoze funkce



sin(rt) s nartstem hodnoty t také nejdiive roste a svého maxima dosahuje pro t = 1/2, odpo-
vida to o¢ekavanému nartstu hodnoty korelace. Pokud se t zvétsuje, tj. funkce na druhém fadku
se posunuje vlevo, podobnost obou funkci se zvétSuje. Posléze se podobnost zase zmensuje,
atd. jak ukazuje prib¢h korelacni funkce v fadku e).
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Obr.2 Vzajemna poloha zadanych harmonickych funkci a prubéhy
vypoctenych korelacnich funkci
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Pokud by byla korela¢ni funkce definovana pomoci vztahu
1
Rowe (1) = = j X, (D)%, (t ),

pak je mozné zopakovat vypocet ekvivalentné postupu z predchoziho vypocétu podle vztahu
(15) a realizuje se podle formule (17) nebo lze tvar korela¢ni funkce zjistit elegantnéji dosaze-
nim hodnoty —t do vysledné formulky, tj. Rxix2(t) = 2sin(n(—t)). Protoze sin je funkce licha
dostavame konecné Rxix2(t) = —2sin(mt)

R (1) = %_[Xl(t)xz (t—1)dt = %fcos(nt)Asin (n(t—t))dt =

2

=2 j cos(nt).sin (n(t —t))dt = g j [sin( —mt) + sin (2xt — 7t) )]dt = (17)

= —jsin( nt)dt + jsin (2nt — mt) )dt = —sin( we)[t]? + 0 = —2sin( 7t).

Pfi vypoctu korelaéni funkce pomoci vztahu s —t dochazi pii t > 0 k posunu funkce sin smé-
rem K vétS§im hodnotam na ¢asové ose (vpravo). To znamena, ze podobnost obou kiivek posu-
nem z vychoziho postaveni nejdiive klesa a minima dosédhne pro posun o T =-1/2 (obr.2d).
Protoze funkce sin(7t) S nartustem hodnoty t od nuly nejdfive roste, odpovida pribéh vypodétené
korela¢ni funkce ocekavanému poklesu funkce —2sin(rt) — viz obr.2f. 000

A od této chvile se uz budeme zabyvat pouze pripady s diskrétnim casem.

Priklad 2

Vypocitejte autokorela¢ni posloupnost posloupnosti {1; 2; 1; 2; 1; 2}.

Reseni:

Nez za¢neme pocitat, shriime, co o tloze vime. Zadana posloupnost ma 6 prvki/vzorkd. Je
periodickd s periodou 2 vzorky a délka posloupnosti je uréena celo¢iselnym nasobkem v ni ob-
sazenych period. Protoze je periodickd, méla by byt periodicka i jeji autokorelacni posloupnost.
Protoze autokorelacni posloupnost je sudd, nezalezi na sméru posunu posloupnosti x», tj. zda
pro vypocet pouzijeme vztah (1) nebo (4). Vztah (4) je pouzit, snad jen proto, Ze nabizi lepsi
formalni znazornéni vypoctu, a hlavné umozni srovnani s vypocty dalSich ptikladi. Abychom
dokazali srovnat kvalitu odhadl autokorela¢ni posloupnosti bude vypocet proveden pomoci
vychyleného (vztah (5)) i nevychyleného (vztah (6)) odhadu.

Ted uz se pustme do vypoctu.

soucet realizovatel- | nevychyleny | vychyleny
nych soucini vzorkl odhad odhad
posloupnosti 1/(N-|m|) I/N
xin) [1 21212
xon) |[121212 1+4+1+4+1+4 =15 15/6=2,5 | 15/6=2,500
x2(n—1) 121212 2+2+24+2+2 =10 10/5=2,0 | 10/6=1,667
x2(n-2) 121212 1+4+1+4 =10 10/4=2,5 | 10/6=1,667
x2(n-3) 121212 24242 = 6 6/3=2,0 6/6 =1,000
x2(n—4) 12121.. 1+4= 5 5/2=2,5 5/6 =0,833
x2(n=5) 1212.. 2= 2 2/1=20 2/6=0,333




, Priib¢hy obou odhada autokorela¢ni po-

Rm) nevychyleny odhad sloupnosti jsou zobrazeny na obr.3.

T U nevychyleného odhadu je prvni hod-
: nota vskutku nejvetsi a opakuje se tak, jak

s jsme ocekavali s periodou dva vzorky. Hod-

vychyleny odhad . , . v .

. noty mezi extrémy nejsou zas az o tolik
mensi. Stitedni hodnota zadané posloupnosti
je 1,5 a vSechny hodnoty posloupnosti se od

! 2 3 . 5 6 ni prili§ nelisi, jsou si tedy pomérné po-

" dobné, korelované. Neni tedy diivod, aby se

Obr.3 Pribéhy autokorelacnich posloupnosti  hodnoty autokorelaéni posloupnosti velice
z Prikladu 2 vypocitanych obéma zpiisoby od-  zmenSovaly.

hadu Priibéh vychyleného odhadu je viditelng

deformovan délenim konstantnim celkovym poctem vzorka pfi snizovani poctu spocitatelnych

soucind. Pfestoze z vyctu hodnot v tabulce neni patrnéd periodicita autokorela¢niho odhadu,

z grafického vyjadieni je ndznak periodicity trochu ziejmy. 000

Piiklad 3

Jak se zméni vysledek, pouzije-li pro posloupnost z pfedchoziho ptikladu odhad autokore-
la¢ni posloupnosti pomoci kruhového algoritmu, pti kterém se vzorky, dostavajici se pii posunu
fady mimo interval mozného ndsobeni, pfesouvaji na druhou stranu posloupnosti.

Reseni:
soucet sou€int vzorkt | kruhovy odhad
posloupnosti 1/N

xin) [121212

xon) (121212 1+4+1+4+14+4 =15 15/6 =2,5
x2n—1) |2 12121 24242424242 =12 12/6 =2,0
x2n-2) 121212 1+4+1+4+14+4 =15 15/6 = 2,5
xon-3) |2 12121 24242424242 =12 12/6 =2,0
x20—4) (121212 1+4+1+4+1+4 =15 15/6 =2,5
x2n=5) |2 12121 24242424242 =12 12/6 =2,0

Pti tomto zpiisobu vypoctu ziistdva pocet soucinti zachovan, tedy nevadi déleni konstantnim
poctem vzorkl a vysledné hodnoty se rovnaji hodnotdm nevychyleného odhadu. To vSechno
ale plati jen za situace, kdy vstupni posloupnost obsahuje celoc¢iselny nasobek period. Pokud
tento piipad neplati, pak se vysledek deformuje zavedenim periodicity, jak uvidime hnedle
v nésledujicim piikladu. ood

Priklad 4

Urcete vSemi tfemi algoritmy odhady autokorela¢ni posloupnosti nasledujicich posloupnosti
—a){1;2;1;2; 1};b) {2; 1;2; 1;2};¢) {1;2; 1;2; 1;2; 1};d) {2; 1;2; 1; 2; 1; 2} a konecné
e) {1;1;2; 1;2; 1; 2}. Priibéhy vypocitanych autokorela¢nich posloupnosti navzajem srovnejte,
piip. srovnejte s pribéhy autokorelac¢nich posloupnosti vypocitanych v pfedchozim piikladu.

Reseni:

Vsechny cCtyfi zadané posloupnosti né¢jakym zptisobem porusuji tu péknou periodicitu, kte-
rou méla posloupnost {1; 2; 1; 2; 1; 2} v predchozich dvou ptikladech. Zatimco posloupnosti
{1;2;1;2; 1} a {2; 1; 2; 1, 2} jsou o jeden vzorek kratsi, zbylé tfi posloupnosti jsou naopak o
jeden vzorek delsi. V ptipadé posloupnosti {1; 2; 1; 2; 1; 2; 1} je pfidana jednic¢ka na konec



posloupnosti, u posloupnosti {2; 1; 2; 1; 2; 1; 2} je piidana na zacatek dvojka a u posloupnosti
{1; 1; 2; 1; 2; 1; 2} jednicka. Piestoze absolutni zmény délek jednotlivych posloupnosti nejsou
prilis velké (+ jeden vzorek), relativni hodnoty zas az tak nevyznamné nejsou. Je to plus minus
necelych sedmnact procent.

Z obecného hlediska také neni prili§ dilezité, kolik je kterych vzorkia (v tomto piipad¢ jed-
nic¢ek a dvojek) v jednotlivych posloupnostech. Ov§em pro vyklad tvaru vypocitanych autoko-
relacnich posloupnosti u téchto kratkych a jednoduchych posloupnosti mohou tyto pocty roli
hrat.

Pro vypocet opét pouzijme modifikace defini¢niho vztahu (4). Ziejm¢ uz neni nezbytné uva-
dét cely detailni vypocet tak, jako v predchozich dvou ptikladech. Uved'me pouze vysledné
posloupnosti.

a) posloupnost {1;2;1;2; 1}

nevychyleny odhad: Ry(m) = {2,2; 2,0; 2,0; 2,0; 1,0}; m=0,1, ..., 4;
vychyleny odhad: Ry(m)= {2,2; 1,6; 1,2;0,8;0,2};m=0,1, ..., 4;
kruhovy odhad: Ri(m)={2,2;1,8;2,0;2,0; 1,8 | 2,2; 1.8; ...};m=0, 1, ..., 6;

b) posloupnost {2; 1; 2; 1; 2}
nevychyleny odhad: Ry(m) = {2,8; 2,0; 3,0; 2,0;4,0}; m=0,1, ..., 4;
vychyleny odhad: Ry(m)= {2,8;2,6; 1,8;0,8;0,8};m=0,1, ..., 4;
kruhovy odhad: Rik(m) = {2,8;2,4;2,6;2,6;2,4|2,8;24; ...};m=0,1, ..., 6;

R(m) kruhovy odhad R(m) .
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¢) posloupnost {1; 2; 1; 2; 1; 2; 1}

nevychyleny odhad:
Rn(m) = {2,286; 2,000, 2,200; 2,000; 2,000; 2,000; 1,000}; m=0, 1, ..., 6;
vychyleny odhad:
Ry(m) = {2,286; 1,714, 1,571; 1,143; 0,857; 0,571, 0,143}; m=0, 1, ..., 6;
kruhovy odhad:
Ri(m) = {2,286; 1,857; 2,143; 2,000; 2,000; 2,143; 1,857 | 2,286; 1,857; ...};
m=0,1,...,8;
d) posloupnost {2; 1; 2; 1; 2; 1; 2}
nevychyleny odhad:
Ra(m) = {2,714; 2,000; 2,800; 2,000; 3,000; 2,000; 4,000}; m=0, 1, ..., 6;
vychyleny odhad:
Ry(m) = {2,714; 1,714; 2,000; 1,143; 1,286; 0,571, 0,571}; m=0, 1, ..., 6;
kruhovy odhad:
Ri(m) = {2,714; 2,286, 2,571; 2,429; 2,429; 2,571, 2,286 | 2,714; 2,286; ...};
m=0,1,...,8;
e) posloupnost {1; 1; 2; 1; 2; 1; 2}
nevychyleny odhad:
Ra(m) = {2,286; 1,833; 2,400; 1,750; 2,333; 1,500; 2,000}; m=0, 1, ..., 6;
vychyleny odhad:
Ry(m) = {2,286; 1,571; 1,714; 1,000; 1,000; 0,429, 0,286}; m=0, 1, ..., 6;
kruhovy odhad:
Ri(m) = {2,286; 1,857, 2,143; 2,000; 2,000; 2,143; 1,857 | 2,286; 1,857, ...};
m=0,1,...,8;

Co ta jednoducha ztrata periodicnosti dokazala napachat na autokorelacnich odhadech je 1
graficky vyjadieno na obr.4. Hodnota pro nulovy posun, tj. m = 0 je vZdy pro vSechny tfi algo-
ritmy odhadu stejnd. Ovsem je rizna pro jednotlivé posloupnosti. Jeji hodnota je logicky zavisla
na délce jednotlivych posloupnosti, je zavisla i na relativnich ¢etnostech hodnot (jednicek a
dvojek) v posloupnosti. Proto nejvétsi a nejmensi hodnoty nabyva prvni hodnota autokorelacni
posloupnosti pro nejkratsi vstupni posloupnosti a) a b). TaZ je prvni hodnota u posloupnosti c)
a e), protoze maji stejnou délku 1 stejné pomérné zastoupeni obou pouzitych hodnot.

Bohuzel uz neni vzdy prvni hodnota odhadu autokorelac¢ni posloupnosti nejvétsi tak, jak oce-
kava teorie. Plati to jen u vychylenych a kruhovych odhadu. V piipade nevychylenych odhadii,
které vedou k zvySovani rozptylu hodnot autokorelacni posloupnosti se zvétSujicim se piesa-
hem analyzovanych posloupnosti, dochéazi k vyraznému nartstu ¢i poklesu odhadovanych hod-
not. Zda narust ¢i pokles, zavisi opét na relativnich ¢etnostech jednicek a dvojek v posloupnos-
tech. Je-li vice dvojek a dvojka je 1 na konci posloupnosti dochazi ke zvétSeni odhadu. Je-li vice
jednicek a jednicka je i na konci posloupnosti dochézi k poklesu odhadované hodnoty.

Vychyleny i nevychyleny odhad jsou délkou omezeny na délku vstupni posloupnosti, z lo-
giky principu vypoctu zavadi kruhovy odhad do pribehu autokorelacni posloupnosti periodicitu
s periodou danou délkou vstupni posloupnosti (v numerickych vysledcich je vyznacena svislou
carou).

Vychylené odhady (opét v zavislosti na principu vypoctu) maji klesajici trend, oproti nevy-
chylenym odhadiim je diky tomu i mén¢ vyrazné vyjadieni periodicity. aono

Piiklad 5
Urcete nevychyleny i vychyleny odhad vzajemné korela¢ni posloupnosti posloupnosti:
x1={1;2;3;2; 1} ax2={1;2;1;0; 1}.



Reseni:

Obé zadané posloupnosti maji tutéz délku. Protoze vzajemna korela¢ni posloupnost nemusi
byt obecné symetricka vzhledem k pocatku casové osy, tj. m = 0, spocitame jeji hodnoty pro
kladné i zaporné hodnoty posunu. Stale pocitame podle variant vztahu (4).

soucet realizovatel-
nych soucina vzorka

nevychyleny
odhad

vychyleny
odhad

posloupnosti

x1(n) 1
x2(n+4) | ...0 1
x2(nt3) | ...10
x2(n+2) 21
x2(n+1) 12

x2(n) 1
x2(n—1)
x2(n-2)
x2(n-3)
x2(n—4)

1 =
0+2 =

1 1/1= 1,000 1/5 = 0,2

2
1+0+3 = 4

6

9

2/2 = 1,000 2/5 =04
4/3 = 1,333 4/5 = 0,8
6/4 = 1,500 6/5 = 1,2
9/5 = 1,800 9/5 = 1,8
10/4= 2,500 | 10/5 = 2,0
8/3 = 2,667 8/5=1,6
4/2 = 2,000 2/5 =04
1/1= 1,000 1/5 = 0,2

2424042 =
144434+0+1 =

2+6+2+0 =10

3+4+1= 8

242= 4

1= 1

Na zobrazenych pribézich
(obr.5b) obou odhadu je zcela
ziejma jejich nesymetri¢nost.

Nevahovany odhad (prvni
vysledkovy sloupec ve vyse
uvedené tabulce) korelacni po-
sloupnosti md maximum pro
m = 1. Tuto polohu cti téz vy-
chyleny odhad, coZ l1ze snadno
ocekavat, kdyz jeho hodnoty
jsou jen konstantn€ poniZeny.
Tato poloha odpovida slicovani
maxim obou zadanych posloup-
nosti. Na druhé stran¢, nevy-
chyleny odhad nabyva téz po-
mérné vysokych hodnot, ale své
maximum ma lehce posunuté
pro m =2. To je zpiisobeno sa-
moziejm¢ odlisSnym vahova-
nim, ale 1 nepfimym vlivem
téch casti obou posloupnosti,

které se bezprostiedné nepodili na vypoctu (jsou posunuty mimo intervaly mozného pronéso-

beni).

Piiklad 6

3,5

x(n) s

Tzs
')

15

xi(n)

Xz(n)

a)

nevychyleny odhad

vychyleny odhad

4 3 2 = 0 1 2 3 4
—= M
b)
Obr.5 (a) Zadané posloupnosti a (b) odhady jejich vza-
jemné korelacni posloupnosti podle zadani Prikladu 5

Urcete odhady vzajemné korelacni posloupnosti dvou néasledné zadanych posloupnosti:
xi={-1; I;-1;1;-1; 1} axo={-1; 1;-1}.

Reseni:

Ob¢ zadan¢ posloupnosti maji tentokrat raznou delku. Zacatek vypoctu v USTALENEM
stavu by mél nastat ve chvili, kdy VSECHNY vzorky kratsi posloupnosti UZ dok4dzeme vyna-
sobit vzorky delsi posloupnosti (m = 0) a konec vypoctu ustaleného stavu nastane tehdy, kdyz
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dokazeme JESTE viechny vzorky kratsi posloupnosti vynasobit se vzorky delsi posloupnosti.
Vypocet by ale mél zadinat (m = —2), pokud UZ miiZzeme mezi sebou vynasobit ALESPON
JEDEN prvek z kazdé ze zadanych posloupnosti a kongit, pokud JESTE miizeme mezi sebou
vynasobit alespon jeden prvek z kazdé posloupnosti. Tedy pocet secitanych soucinti, ktery by
mohl ovlivnit vybér algoritmu vychyleného ¢i nevychyleného odhadu, miize nastat pouze na
zacatku a konci vypoctu.

Pokud budeme posloupnost {—1; 1;—1; 1;—1; 1} povazovat za posloupnost x; a posloup-
nost {—1; 1; -1} za x> (jak jsou uvedeny ve vztazich (1) a (4)), bude vhodn¢jSi/nazorné;si
pouzit pro odhad vzajemné korelace vztah (4).

soucet realizovatel- nevychy- vychyleny
nych soucint vzorkd | leny odhad odhad
posloupnosti
x1(n) -1 1-11-11
x2(n+2) | -1 1-1 1= 1 V1 =11 13= 0333
xa(ntl) | =1 1-1 (~)*H(-)= =2 | =272 =—1 |-2/3 =—0,667
x2(n) -1 1-1 1+1+1= 3 33 =11 33= 1,000
x2(n—1) -1 1-1 DH+(-D+(-1)= -3 -3/3 =-1 | =3/3=-1,000
x2(n=2) -1 1-1 1+1+1= 3| 33 =1/ 33= 1000
x2(n—3) -1 1-1 (~DH =D+ =)= =3 | =33 =-1 | =3/3=-1,000
x2(n—4) -1 1-1 I+1= 2 22 = 1 2/3= 0,667
x2(n—5) -1 1-1 -1=-1| -U1=-1|-1/3=-0,333

Grafické znazornéni vyslednych korela¢nich posloupnosti je na obr.6.

15 . v v e y o~ .
R(m) , | neychyieny odhad Je jasné zfejmé, Ze vliv nevy-

chyleného, resp. vychyleného

05 \ { Fa\ v .
T \ //\ /\ 7/ "\ odhadu se uplatituje pouze v
S 1/ 0 1 2 s 7 7 \No pfechodnych neustalenych od-
W/ , hadech na zacatku a na konci

oy v ' : vysledné vzajemné korelacni

i vychyleny odhad ——=m :

e posloupnosti.
Obr.6 Vzajemné korelacni posloupnosti podle zadani Pri- VJE"k plyne z d‘ef‘in‘i,ce kore-
kladu 6 (modrd — vychyleny odhad; Zluta — nevychyleny laéni posloupnosti, jeji hodnoty
odhad) vyjadiuji vzajemny vztah/po-

dobnost mezi dvéma posloup-
nostmi, pfip. jak se tento vztah méni se zménou vzajemné polohy srovnavanych posloupnosti.
Z toho plyne, ze hodnota by méla byt vysoka, kdyz se oba srovnavané pribéhy navzajem po-
dobaji a naopak nizka, pokud se srovndvané posloupnosti nepodobayji.
Z této logiky lze usoudit, ze vysoka hodnota odhadu korela¢ni posloupnosti bude tehdy, kdyz
se bude posloupnost {—1; 1;—1} vyskytovat v misté, kde se v posloupnosti {-1; 1;-1; 1;-1;
1} praveé vyskytuje tato sekvence. To nastava v ustdleném stavu prom =0am = 2. V piechod-
nych intervalech lze ¢astenou tvarovou podobnost mezi obéma posloupnostmi nalézt i pro
m=-2 a m = 4. A naopak. Tam, kde se v posloupnosti {—1; 1;—1; 1;—1; 1} vyskytuje dil¢i
sekvence s hodnotami s opacnou polaritou, tj. {1; —1; 1}, tam bude hodnota korelacni posloup-
nosti minimalni. Ze jsou tyto extrémni hodnoty pravé +1 a —1, plyne z hodnot posloupnosti x;
a x2; obecné to neni hodnota korelac¢nich koeficientii. V tomto konkrétnim ptipadu ale ano,
protoze posloupnost x; mé nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl a posloupnost x> se
témto vlastnostem dostate¢né bliZi. ood
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Priklad 7
Urcete odhady vzajemné korela¢ni posloupnosti dvou nasledujicich posloupnosti: x; = {—1;
I;-1;1;-1; 1;}axo={1;-1; 1}.
Reseni:
Na rozdil od ptedeslého piikladu 6 se zménila polarita hodnot posloupnosti x2. Tim padem,
na zakladé rozboru feSeni v piedeslém ptikladu, 1ze snad bez vypoctu rovnou psat:
nevychyleny odhad: Ry(m)={-1;1;-1;1;-1; 1;-1; 1};m=-2,-1,...,5
vychyleny odhad:  Rn(m) = {-0,333; 0,667; —1; 1; —1; 1; —0,667; 0,333}; m =-2, —1,
.o 5.
Kdo nevéfi, at’ si spocita. ooad

Piiklad 8
Urcete odhady vzajemné korelaéni posloupnosti dvou nasledujicich posloupnosti: x1 = {1; 2;
1;2;1;2axp={-1;1;-1}.
Reseni:
Posloupnost x» je tentokrat stejna jako v piikladu 6, posloupnost X1 je rovnéz oscilujici s tou-

téz periodou (T = 2), ale obsahuje pouze kladné hodnoty a stfedni hodnota je 1,5. Zptisob vy-
poctu se nemeni, jen pro kontrolu jej uved’'me:

soucet realizgvzi- nevychyleny | vychyleny
telnycoh soucind Sdhad odhad
vzorki posloup-
nosti
x1(n) 121212
x(n+2) | -1 1-1 1= 1|11 =-1 (-1)/3=-0,33
xa(n+1) 1 1-1 14(=2) = =1 | (-1)2 ==0,5 | (~=1)/3=-0,33
Xa(n) -1 1-1 (-D2+(-1)= 0| 03= 0 0/3= 0,00
xa(n—1) 1 1-1 (-2)H1+(=2) = =3 | (33 = -1 | (=3)/3=-1,00
X2(n-2) -1 1-1 (~D+2+(=1) = 0 03= 0 0/3= 0,00
x2(n=3) 1 1-1 (=2)+1+(=2) = =3 | (:3)3 = -1 | (=3)/3=-1,00
x2(n—4) -1 1-1 -2 = 1| 12= 05 13= 033
x2(n=5) -1 1-1 (2) = 2| (/1 =2 | (=23=-0,67
. V ustaleném intervalu na-
x(n) N KN =i byva odhad korela¢ni funkce
T | . R " et hodnot 0 a —1. Nula nezna-
5 AN mena srovnani bez korelace,
i ® N& ; 2 5 jak je zvykem u korela¢nich
1 ' X2(n)\ —=n koeficientt, je to v tomto in-
® tervalu maximalni hodnota,
1 a) a tedy to znamend, Ze pro
B o i m=0 a m=2 se ob& po-
~ | vychyleny odhad A\ . ., .,
T P —T U AN sloupnosti nejvice podobaji.
1| - ™4 N/ Hodnoty obou odhadi
. nevychyleny odhad "\ pro m = 4 vétsi nez nula jsou
; —=m dany vypoétem v piechod-
b) ném intervalu. V&S vy-
Obr.7 (a) Zadané posloupnosti a (b) odhady jejich vzdajemné — chylky (_V absolutni hodnot¢)
korelacni posloupnosti (modrd — vychyleny odhad; #luta — N konci odhadi, nez na je-
nevychyleny odhad) podle zadani Prikladu 8 jich zacatku vyplyvaji ze
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skutec¢nosti, ze posloupnost x1 za¢ina jedni¢kou a kon¢i dvojkou — posledni vzorek odhadu se
tedy bere s vétsi vahou nez prvni. 000

Piiklad 9

Urcete nevychyleny odhad vzajemné korela¢ni posloupnosti dvou nasledujicich posloup-
nosti: x; = {1;2; 1; 1;2; 1} axo={-1; 1; —-1}.

Reseni:

Perioda posloupnosti X1 je v tomto piipadé T =3 a je v ni obsazena dvakrat. Soucasné je
rovna i délce posloupnosti x».

Vysledny odhad korela¢ni posloupnosti je roven
Rn(m) = {-1,000; —0,500; 0,000; -0,667; —0,667; 0,000; —0,500; —1,000}, m = -2, -1, ..., 5.

Zobrazen je tento prub¢h na obr.8. Nulova maxima korela¢ni posloupnosti se vyskytuji pro
m =0 am =3, tj. pozice, kde se v posloup- = = N o B . s

nosti x1 vyskytuje nejvétsi hodnota nebo ji- ~ R™ ° 7\

nak, kdy je posloupnost {—1; 1; -1} nejpo- P e
dobng;jsi dil¢imu trojuhelniku {1;2; 1} v po- —
sloupnosti x;1. Na rozdil od vSech ptredcho- L2 . @
zich ptikladii je vypocitand korelacni po- 12

sloupnost symetrickd, cozZ je zpisobeno sy- Obr.8 Nevychyleny odhad korelacni posloup-
metrii obou vstupnich posloupnosti. nosti dle zadani Prikladu 9 000

Piiklad 10
Urcete nevychyleny odhad vzdjemné korelacni posloupnosti dvou nésledujicich posloup-
nosti: x; = {0; 1;2; 0; 1; 2} axo = {I; 2; 3}.

Reseni:
Vysledny odhad korelaéni posloupnosti je Ra(m) = {0; 1,5; 2,667; 1,667; 1,667; 2,667; 2,5;
R(m) = _ . 2}, m=-2-1,...,5.
T P S e ) Jsou-li dva prvni vzorky soucasti pre-
, o A chodného dg&je s piekryvem jednoho a
5 dvou wvzorkd, pak logicky nejvetsi
shoda/korelace mezi X1 a X2 nastava s prv-
P — ; T nim Uplnym piekryvem mezi vzorky x1 a
—=m X, tj. prom = 0. Je to tehdy, kdyz nastava
Obr.9 Nevychyleny odhad korelacni posloup- uplna shoda v linearnim nartstu hodnot
nosti dle zadani Prikladu 10 vzorki jak posloupnosti X1, tak 1 Xo. OO0
Piiklad 11

Urcete nevychyleny i vychyleny odhad vzajemné korela¢ni posloupnosti dvou nasledujicich
posloupnosti: x1 = {1;2; 1;2; 1} ax2 = {0; 1; 0}.

Reseni:

Pokud piistoupime k feSeni tohoto zadani bez hlubsi rozvahy tymz postupem, jak v ptedcha-
zejicich prikladech a budeme piedpokladat, ze délka posloupnosti x1 je 5 a X2 je 3 vzorky, pak
je:

nevychyleny odhad: Rn(m) = {0; 0,5; 0,667, 0,333; 0,667, 0,5; 0}, m=-2, -1, ..., 4;

vychyleny odhad: Rv(m) = {0; 0,333; 0,667; 0,333; 0,667; 0,333; 0}; m=-2, -1, ..., 4.

13



Vidime, Ze oba odhady se 1isi pouze v jednom vzorku v pfechodné fazi vypoctu na zacatku
a na konci vypoctenych posloupnosti.

K vypoctu lze ale piistoupit i z jiného pohledu. Posloupnost x> obsahuje pouze jeden nenu-
lovy vzorek, ktery je z obou stran obklopen nulami. Tedy fakticka délka posloupnosti x> je
pouze jeden vzorek a nema smysl vztahovat vypoctené hodnoty k diive uvazované délce po-
sloupnosti X2, nybrz pouze k délce jeden vzorek. Pak jsou ob¢ vysledné posloupnosti (nevychy-
leny i vychyleny odhad) stejné, a to {0; 1; 2; 1; 2; 1; 0}. A to je posloupnost X1, pouze ohrani-
¢end nulami, predstavujici prechodny pocatecni a koncovy d¢;j.

A jesté jinak. Posloupnost X2 vlastné predstavuje jednotkovy impulz. Protoze ale x» jednic-
kou nezacind, ale je az na druhé pozici, reprezentuje x2 jednotkovy impulz posunuty o jeden
vzorek. Ted’ si pfipomeiime vztah mezi korelaci a konvoluci, jak jej vyjadiuji vztahy (11) a (12)
a k tomu defini¢ni vlastnost jednotkového impulzu, ktera fika, ze konvoluce jednotkového im-
pulzu s danou posloupnosti je rovna této dané posloupnosti. Abychom spoéitali konvoluci po-
sloupnosti X1 @ X2, neni tieba vyvijet specialni Gsili, protoze posloupnost x> je osoveé symetricka
a neni tieba ji proto v ¢ase invertovat. Z toho diivodu je nevahovana posloupnost {0; 1; 2; 1; 2;
1; 0} soucasné i vysledkem konvoluce obou posloupnosti. A to, Ze je na zacatku nula, je zpu-
sobeno posunem jednotkového impulzu v posloupnosti xo. 000

Piiklady pro samostatné procviceni

Urcete odhady (nevychyleny, vychyleny, nevahovany) korelacnich posloupnosti pro nasle-
dujici posloupnosti. Vysledek svého snazeni mizete srovnat s uvedenymi nevahovanymi kore-
lacnimi posloupnostmi. Dulezité urcité bude zamyslet se nad spocitanymi vysledky a zapte-
myslet nad tim, co znamenaji, co fikaji o vlastnostech obou zadanych posloupnosti a pro¢ jsou
takové, jaké jsou. Piipadné srovnat zadani a vysledky z jednotlivych zadani a zamyslet se, jak
navzajem souvisi.

D) xi={1;2;1;2; 1} axo={-1;0; —-1};
nevahovany vysledek: R(m) = {-1; -2; -2; —4; -2; -2; -1}; m=-2,-1, ..., 4;
2) xi={1;2;1;2; 1} axa={1;0; 1};
nevdhovany vysledek: R(m) = {1;2;2;4;2;2; 1};m=-2,-1, ..., 4;
3) xi=1{1;2;3;2;1,2;3} axa={1;2;3};
nevdhovany vysledek: R(m) = {3; §; 14; 14; 10; 10; 14; 8; 3}; m=-2,-1, ..., 4;
4) x1=12;3;4;3;2;3;4} axp={1; 2; 3};
nevahovany vysledek: R(m) = {6; 13; 20; 20; 16; 16; 20; 11;4}; m=-2, -1, ..., 4;
5) x1=142;3;4;3;2;3;4 axo={3;2; 1};
nevahovany vysledek: R(m) = {2; 7; 16; 20; 20; 16; 16; 17; 12}; m=-2, -1, ..., 4.
Pribéhy vychylenych, resp. nevychylenych odhadii vzajemné korela¢ni posloupnosti zis-
kame podélenim hodnot korela¢ni posloupnosti R(m) odpovidajicimi vahami, tj. délkou kratsi
posloupnosti Na, resp. Nz - [m|. aono

Piiklad 12

Urcete nevychyleny i vychyleny odhad autokorela¢ni posloupnosti konstantni posloupnosti.
Pro zjednoduSeni, necht’ tato posloupnost obsahuje pouze jednotkové vzorky. Tedy napft. po-
sloupnosti x = {1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1}.

Reseni:

Autokorela¢ni posloupnost, ktera je vysledkem vypoctu korelace/podobnosti dané posloup-

nosti s posouvanym prub¢hem téze posloupnosti tak vyjadiuje i souvislost mezi hodnotami sou-
sednich vzorki/prvki této posloupnosti.
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Na zaklad¢ této tivahy lze predpokladat (hodnoty vSech prvkl konstantni posloupnosti jsou
stejné, tedy jsou spolu hodnotové jednoznacné véazany), ze velikost prvka autokorelacni po-
sloupnosti posloupnosti s konstantnimi prvky bude téZ konstantni.

Ovéifme vypoctem.

soucet realizovatelnych | nevychy- vychyleny
soucinil vzorki po- leny odhad odhad
sloupnosti

xn) (11111111
xn-0) (11111111 1+1+1+1+1+1+1+1=8 8/8 =1 8/8 =1,000
x(n-1) I1111111 1+1+1+1+1+1+1=7 7/7 =1 7/8 =0,875
x(n-2) Ir111111.. 1+1+1+1+1+1=6 6/6 =1 6/8 =0,750
x(n-3) I11111.. 1+1+1+1+1=5 5/5 =1 5/8 =0,625
x(n-4) 11111.. I+1+1+1=4 4/4 =1 4/8 =0,500
x(n-5) 1111.. 1+1+1=3 3/3 =1 3/8 =0,375
x(n-6) 111... 1+1=2 22 =1 2/8 =0,250
x(n-7) 11... 1=1 /1 =1 1/8 = 0,125

Nevychyleny odhad, ktery zachovava stiedni hodnotu, opravdu potvrzuje vyse uvedenou
rozvahu; vychyleny odhad diky konstantnimu vahovému koeficientu logicky vede Kk linearné
klesajicim hodnotam.

Odhady spog¢itané pro kladny i zdporny posun V prostiedi MATLAB® pro posloupnost s 500
prvky je na obr.10. ProtoZe vime, ze autokorelaéni posloupnost je suda, pak je symetricky line-
arné klesajici vychyleny odhad ocekavany, podobné jako konstantné jednotkovy nevychyleny
odhad. U nevychyleného odhadu miize byt zajimavé v§imnout si oscilaci hodnot odhadu pro
velké hodnoty posunu tak, jak predpoklada teorie — zvétSenim rozptylu odhadu pro velké m.
Nicméné, srovname-li velikost kmitia s méfitkem na svislé ose, neni tfeba se kmitanim této ve-
likosti nijak znervoznovat. O0d

Priklad 13

Rozmyslete, jak vypadé autokorelacni posloupnost nahodné posloupnosti s nulovou stfedni
hodnotou a jednotkovym rozptylem.

Reseni:

V tomto ptipad¢ vskutku nelze vysledek demonstrovat pomoci néjaké zjednoduSené verze.
MiiZzeme jej ur€it pouze na zakladé rozboru vlastnosti nahodné posloupnosti, ptip. si vysledek
uvahy ovéfit pomoci pocitacové simulace.

Jsou-li kazdé dva bezprostiedné sousedni prvky ndhodné posloupnosti nekorelované, pfi
normalnim rozlozeni pravdépodobnosti i na sob¢ nezavislé, pak i pti posunu o jeden prvek musi
byt autokorelacni posloupnost nulova. Jedina hodnota posunu, pro ktery je autokorelaéni po-
sloupnost nenulova je nulovy posun, tj. m = 0. Pro tuto hodnotu posunu je pti nulové stiedni
hodnot¢ hodnota autokorela¢ni posloupnosti rovna rozptylu zadané ndhodné posloupnosti.

Vysledek poéitadové simulace v prosttedi MATLAB® je na obr.11. Oba odhady jsou dle
vyse uvedené rozvahy pro m = 0 nulové. Drobné oscilace kolem nuly jsou dany mirou kvality
generatoru ndhodné posloupnosti. V ptipadé vychyleného odhadu tyto oscilace s riistem hod-
noty m klesaji (viz princip vypoctu vychyleného odhadu), u nevychyleného odhadu naopak
oscilace se zvétsovanim vzajemného posunu posloupnosti (viz princip vypocétu nevychyleného
odhadu). Hodnota autokorela¢ni posloupnosti pro oba zpiisoby odhadu je rovna rozptylu
vstupni posloupnosti, tedy dle zadani rovna jedné. oo

15



T 1
O 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
—==n
a)
R(m) 1 T T T T ////r\\\\\ T
[ TN
06 ///’ \\\\
04k - S~
o~ \‘\.\\
02 rd T~
i) //1/ I B T
500 0 500
—=m b)
R(m)

1.0000000000001 T

1.00000000000005 |

b y

0.99999999989995

-500 0 500

Obr.10 a) Jednotkova posloupnost s 500 prvky; b) vychyleny odhad, c) nevychyleny odhad
autokorelacni posloupnosti této posloupnosti
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Piiklady ze Zivota

Skupina latek bézné oznacovana jako perzistentni organické polutanty (v angli¢ting se pou-
ziva zkratka POPs a pienesen¢ se pouziva i v ¢estiné) je tvoiena latkami, jejichz zéklad je tvofen
uhlikovymi fetézci nebo Castéji v kombinaci s tzv. aromatickymi/benzenovymi jadry. Tyto
latky vykazuji v prosttedi vysokou perzistenci, tj. odolnost proti piirozenému rozkladu napf.
pusobenim slune¢niho zareni, oxidacnich cinidel, pfipadn€ vlivem zivych organismi. Az na
vyjimky jde o latky umélého ptivodu vytvaiené clovékem zamérné pro jejich perzistentni vlast-
nosti nebo mimod¢k jako vedlejsi produkty jinych chemickych procesu.

Pravé vzhledem k jejich perzistenci se POPs mohou v prostiedi jako je voda, vzduch, puda
nebo sedimenty, ale také v zivych télech rostlin a zivo¢icht v¢etné lidi, vyskytovat i pomérné
dlouhou dobu po svém vzniku (fddové od rokl az po stovky let). Tato skutecnost v nékterych
ptipadech vyvolava nebo miize vyvolavat nezadouci vliv na zivotniho prostiedi a lidské zdravi.

Kli¢ovym prostiedim pro monitoring POPs je vnéj$i ovzdusi. V principu Ize pro stanoveni
vzdusné koncentrace POPs rozlisit dva zasadni ptistupy — aktivni a pasivni vzorkovani ovzdusi.
Aktivni vzorkovani spoc¢iva v Cerpani vzduchu skrze adsorpéni filtry, které s vysokou t¢innosti
a pii fizené teploté zachycuji na svém povrchu molekuly POPs. Jde o relativné drazsi a kom-
plikovangj$i metodu, vyzadujici umisténi zatizeni na misté s ptistupem k elektrické energii a
moznosti narocné udrzby. Ziskané tidaje jsou nicmén¢ vysoce presné. Alternativou je pasivni
vzorkovani, kdy je adsorbéni médium umisténo do polouzaviené schranky, kterou vzduch volné
prochazi. Tento levnéjsi a jednodussi zptisob vzorkovani je nicméné zatizen urcitou mirou ne-
jistoty vyplyvajici z neznalosti skute¢ného mnozstvi vzduchu, které bylo za dobu expozice ve
styku s adsorpénim médiem a teploty, pti které adsorpce probihala.

V Ceské republice probihaji na observatoti CHMU v Koseticich oba typy monitoringu
ovzdusi paralelng, diky cemuz jsou dlouhodobé ziskavana cenna data umoznujici nejen posou-
zeni samotné koncentrace POPs v ovzdusi, ale také hodnoceni vzajemného vztahu obou moni-
torovacich metod a odvozeni obecnych principti a metod datové analyzy.

Idedlni by bylo, kdyby oba typy méteni znecisténi obsahovaly stejnou podstatnou informaci
o kvalité méteného prostredi. Pak by bylo moZzné a ekonomicky vyhodné;jsi pouZzivat pasivnich
vzorkovaci. Z dale uvedenych dat je zfejmé, zZe je toto pfani neredlné. Proto mlZe analyza za-
znamu z obou typd vzorkovacu, ptipadné s dal§imi meteorologicky zaznamy, napomaoci Kk hle-
déni pfi¢in rozdilt v datovych zaznamech a zkoumani moZnosti tyto rozdily napravit.

ProtoZe se v tomto misté zabyvame pfedevsim pouZitim korelacnich posloupnosti, pouzijme
prave tohoto zptsobu k vyjadieni vlastnosti uvedenych ¢asovych zaznamii. Zaznamy jsou z ob-
dobi let 2009 az 2019 s pravidelnou mési¢ni vzorkovaci periodou (12 vzorki do roka), na kte-
rou byly naméfené hodnoty ptepocitany, protoZe n¢které hodnoty nebyly zméfené, resp. byly
zmetfené chybné.

Z porizenych zaznamu byly rovnéz odecteny linearni trendy, to aby byla odstranéna jejich
nejvyznamnéjsi nestacionarni slozka.

Zakladni vlastnosti korelacnich posloupnosti téchto zdznami si pfedved’'me na datech kon-
centrace latky p,p-DDE, ktera je produktem rozkladu znamého pesticidu 1,1,1-trichlor-2,2-
bis(4-chlorfenyl)ethanu, oznacovaného jako DDT, ovSem s podstatn¢ del$im polo¢asem roz-
kladu (a tedy delSim setrvani v prostfedi).

Druhy priklad bude pro jednoho zastupce z téidy polychlorovanych bifenyld (PCB). To jsou
toxické perzistentni latky se dvéma benzenovymi jadry, které se hojné vyuzivaly zejména od
60. do 80. let 20. stoleti jako lubrikanty vyhodné pro svoji stabilitu a Siroky rozsah teplot, ve
kterém zustavaji v kapalném stavu. Typickym vyuzitim PCB bylo chlazeni v elektrickych za-
fizenich (zejména transformatorech) a v natérovych hmotach a barvivech.
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Obr.12 Casova fada koncentrace PP_DDE pomoci a) aktivniho mérice; b) pasivniho mé-
7ice ze stanice KoSetice

Zaznam z aktivniho méfice vykazuje pékné viditelnou rocni periodicitu, mozna jen ¢aste¢né
ovlivnénou pozvolnym naristem/trendem v obdobi 2009 az 2014, poté pokles a relativné stalou
zakladni arovei dat v ¢ase od roku 2015 do konce zdznamu. Zaznam z pasivniho métice vyka-
zuje frekvencni slozky i s vyssi frekvenci (orientacné ptilro¢ni), kolisani zakladni linie Ize hod-
notit jako vyrazné&;jsi.

Jak se nyni tyto vlastnosti projevi v autokorela¢nich posloupnostech'?

Odhady priibéhi autokorelacnich posloupnosti jsou pocitany pomoci vzorce pro vychyleny
odhad. Proto se hodnoty maxim v obou zobrazenych autokorela¢nich posloupnostech se zvét-
Sovanim posunu zmensuji.

Autokorela¢ni posloupnost dat z aktivniho méfice vykazuje téméi az dokonalou ro¢ni peri-
odicitu. Vzhledem Kk tomu, ze zdznam zacina a kon¢i na prelomu roku v zimnim obdobi a mi-
nima jsou v ¢asové fad¢ uzsi nez maxima v letnich mésicich, jsou maxima autokorela¢ni po-
sloupnosti strm¢&j$i nez minima.

Autokorela¢ni posloupnost pro data z pasivniho méfice sice také vykazuje maxima ukazujici
na ro¢ni periodicitu origindlnich dat. Maxima jsou ale mén¢ vyrazna nez v piipad¢ aktivniho
méfice. Kromé toho mizeme v grafu vidét 1 maxima (i lokalni, a ne ptili§ vyraznd) pro polovi¢ni
¢asové intervaly, coz signalizuje vySe zminénou pulroéni periodicitu (¢ervené Sipky). V grafu

'V piikladech zde uvedenych jsou hodnoty korelaénich posloupnosti standardizovany, tedy odpovidaji hodno-
tam Pearsonova korela¢niho koeficientu pro dany posun. To znamena, Ze hodnoty autokorela¢nich posloupnosti
pro nulovy posun jsou vzdy rovny jedné — neni podobnéjsi posloupnost nez ta sama neposunuta posloupnost.
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Obr. 13 Autokorelacni posloupnosti casovych rad koncentrace PP DDE ze stanice
Kosetice 7 a) aktivniho merice; b) pasivniho mérice (Sedé svislé linie v grafech vyznacuji
rocni periodicitu — celociselné nasobky 12) a jejich vzajemna korelacni posloupnost

autokorelacni posloupnosti je téZ velice ziejmy vliv pomalého kolisani zékladni linie, s druhym
nevyraznym maximem pro posun zhruba 90 vzorkid (modré Sipka). To odpovidd orientacné
periodé 7,5 roku. Pokud bychom naznali, Ze prvni minimum pomalého kolisani je pravé na
zacatku zdznamu, pak druhé minimum by mélo byt pfiblizné v poloviné roku 2016. Z grafu
originalnich dat na obr.12b) by tak opravdu mohlo byt. V zdznamu z aktivniho méfice bychom
toto pomalé kolisani mohli také identifikovat, je vSak o néco mén¢ vyznamné, v autokorelacni

posloupnosti nezietelné, ¢astecné i vlivem vypoctu pomoci vychyleného odhadu.
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Odhad vzajemné korelacni posloupnosti je poCitdn pomoci vzorce pro nevychyleny odhad,
proto se velikost vychylky se zvétsujici se hodnotou posunu zvétsuje. Ve zminéném vzorci je
za posloupnost X1 povazovan zaznam z aktivniho méfice, posunovana posloupnost x2 je dana
daty z pasivniho méfice. Pro vypocet je pouzita vahovana varianta vztahu (4), tj. Se zapornym
znaménkem pro posun Xp. Protoze vzajemna korelacni posloupnost neni obecné symetricka
podle osy y, zobrazuje graf posun obéma sméry.

Absolutni maximum se Vyskytuje pro nulovy posun, i kdyz teoreticky to u vzajemné kore-
lace byt nemusi. To, ze to tak je, signalizuje podobnost obou posloupnosti. Vlastné zde nastava
to, co plati pro autokorelac¢ni posloupnosti, kde absolutni maximum v pocatku casové osy byt
musi. Je-1i tento extrém piekondn velikostmi korelacni posloupnosti pro velké hodnoty posunu,
je to dano chybami vyplyvajicimi z malého poctu vzorkii zahrnutych do vypoctu nevychyle-
ného odhadu. O podobnosti obou originalnich zaznamu svéd¢i i1 skutecnost, ze ob¢ strany vza-
jemné korelacni posloupnosti, pro kladny i zaporny posun, se v zdsad¢ podobaji, o korelacni
posloupnosti 1ze zhruba hovofit jako o symetrické.

V prubéhu vzajemné korelacni posloupnosti jsou jasné viditelné dvé zasadni tendence —
s ro¢ni periodou (12 vzorkt) a diive zminéna pomald, cca 7,5ro¢ni, S periodou cirka 90 vzorkd,
vice patrnd u zdznamu Z pasivniho métice. To, Ze se tato pomald oscilace projevila i ve vza-
jemné korelaci potvrzuje, ze je vskutku pfitomna i v datech z aktivniho méfice, a¢ se to v jejich
autokorela¢ni posloupnosti vyrazné neprojevuje. ZvySeni frekvence kmiti na okrajich vza-
jemné kola¢ni posloupnosti (pro absolutni hodnotu posunu pfiblizné vétsi nez 100) muzeme
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Obr.14 Zdaznam koncentrace PCB52 7 a) aktivniho mérice a b) jeho autokorelacni posloup-
nost, ¢) zaznam koncentrace PCB62 z pasivniho mérice

20



prisoudit, kromé nejistoty zptisobené nevychylenym odhadem, vyskytu rychlejSich oscilaci na
zacatku 1 konci obou originalnich posloupnosti.

Trochu jiny pohled nabizi korela¢ni analyza zaznamu koncentrace PCB52.

Autokorelacni posloupnost zdznamu z aktivniho méfice (obr.14a) vykazuje kromé stan-
dardni ro¢ni periodicity i jasné pomalé kolisani s ¢tyfletou periodou (posun o 48 vzorki, resp.
0 96 vzorki) (obr.15a). Maximum autokorela¢ni posloupnosti pro tuto hodnotu posunu je zna-
teln€ vEtsi nez okolni extrémy pro posun o 36 a 60 vzorkt, byt by se pii vypoctu algoritmem
pro vychyleny odhad méla maxima spise zmensSovat. Podporu pro takovou periodicitu nabizi i
druhy pozitivni extrém pro posun o 96 vzorka, tedy pravé dvojnasobek 48. Ze by v originalnich
datech mohla tato periodicita byt, naznacuji v obr.14 modré Sipky v mistech odhadu lokalnich
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maxim v obr.14a. A tak je otazkou dalsi, tentokrat jiz ani ne matematické analyzy, zda je toto
zjisténi jen artefakt, ¢i zda existuji jiné diivody, pro¢ by tak mohlo objektivne byt. Kupodivu se
podobna periodicita, ovSem s lehce prodlouZzenou periodou vyskytuje i v datech z pasivniho
méfice (obr.14b). To prodlouzeni mize byt zptisobeno relativné vysokou koncentraci PCB52
V letech 2009 az 2011. Pomoc pro zkoumani tohoto jevu by mohla nabidnout i frekven¢ni ana-
lyza, ale to uz je ted’ mimo tuto kapitolu s ptiklady vypoctu korelacnich posloupnosti, ale mu-
zeme ji pouzit v dalsi kapitole.

V autokorela¢ni funkci dat z pasivniho méfice jasné pievladd uvedené pomalé kolisani
urovné, byt i ro¢ni periodicita a ji odpovidajici lokalni maxima jsou v jejim prub&hu patrné, i
kdyz ne pfili§ vyrazn€. Navic se ta lokalni maxima nevyskytuji presné v nasobcich 12, coz lze
pricist i jistému kolisani délky ,,ro¢nich* period v originalnich datech.

Vzajemna korelacni posloupnost uz vici hodnoté nulového posunu symetrickd, ani zhruba,
neni. Dokonce ani extrém v okoli nulového posunu. Pro¢ tomu tak je, je tieba posoudit globalné
z obou celych zaznamt, coz je na zaklad€ pouze vizualniho zkoumani zna¢né obtizné. (Pomuic-
kou v tom piipadé mize byt ptipominka, ze vzhledem k pouzitému vzorci, kladné hodnoty po-
sunu ve vzajemné korela¢ni posloupnosti odpovidaji posunu zaznamu z pasivniho méfice
vpravo.) Zhruba lze snad jen konstatovat, Ze podobnost obou posuzovanych originalnich za-
znamd je pro malé hodnoty kladného posunu vétsi nez pro jeho zaporny smér.

V pribéhu korelacni posloupnosti je dominantni pomalé kolisani (s vySe zminénou periodi-
citou cirka 48 vzorkt). To je znamkou vyznamné piitomnosti této frekvencni slozky v obou
originalnich posloupnostech.

Lokalni maxima odpovidajici ro¢ni oscilaci (nasobky 12) jsou v popisované korelacni po-
sloupnosti rovnéz pfitomna. Jsou vSak superponovana na kiivce reprezentujici vyse zminénou
nizkou frekvenci, a tudiz ne tolik vyrazna.

Zvysena frekvence oscilaci na krajich vzidjemné korelacni posloupnosti je dana zvySenou
frekvenci na zacétcich obou origindlnich zdznamt. ZvétSeni vychylek v téchto tsecich posloup-
nosti vyplyva ze zplisobu vypoctu, tj. pomoci nevychylené¢ho odhadu korelacni posloupnosti.
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