Komplexni Cisla

Z.akladni informace

Tato kapitola je kapitolou opakovaci. Predpokladame, ze studenti znaji zadklady pocitani
s komplexnimi Cisly, nicmén¢ tuSime, ze setkani s problematikou uz bylo davno a navic zfej-
m¢é na stfednich Skolach v riizném rozsahu. Proto bychom timto pfipomenutim chtéli i sjedno-
tit iroven znalosti. A to vSechno kvuli tomu, Ze bez komplexniho kalkulu se problematika
zpracovani ¢asovych tad prosté neobejde.

Vystupy z vyuky

e seznamit se se zakladnimi typy vyjadieni komplexnich ¢isel a dokazat zpisoby vyjad-
feni komplexnich ¢isel mezi sebou prevadet;

e zvladnout zdkladni matematické operace s komplexnimi ¢isly a dokazat je bez vdhani
provadét;

e sezndmit S pribchem exponencialni funkce pro rizné varianty komplexnich exponen-
tl;

1. Zakladni typy popisu komplexnich ¢isel

Definice 1.1

Komplexni ¢isla jsou €isla ve tvaru x = a + ib, kde a, b jsou redlna ¢isla a i je tzv. imagi-
narni jednotka. Cislo a se nazyva realna ¢ast (slozka) komplexniho &isla x (Re(x) = a) a
realné ¢islo b nazyvame imagindrni ¢ast (slozka) komplexniho ¢isla x (Im(x)=b). Plati-li
a=0, b # 0 nazyvame komplexni ¢islo x ryze imaginarnim.

Poznédmka

V matematickych textech je zvykem pro vyjadieni imaginarni jednotky pouzivat pismeno i.
V elektrotechnickych textech, kde se problematika zpracovani signalti a Casovych fad objevila
jako prvni, se pismene i pouziva k oznaceni jedné ze zékladnich elektrotechnickych velicin a
to okamzité hodnoty elektrického proudu. Proto se v textech, zabyvajicich se problematikou
zpracovani signald, pouZziva k oznac¢eni komplexni jednotky symbolu j. Budeme se nadale
drzet této konvence navzdory skuteCnosti, Ze tyto texty jsou urCeny ptedev§im pro Ctenare
S matematickym vzdélanim, protoZe se domnivame, Ze tento zvyk usnadni pfipadné dopliiko-
vé studium publikaci o zpracovani signall a ¢asovych tad.

Vyse uvedenou definici komplexniho ¢isla tedy budeme vnimat ve tvaru x = a + jb.

Imaginarni jednotka byla zavedena a pouzita, aby bylo mozné zvladnout feSeni rovnic typu
x” = -1. Proto pro imaginérni jednotku plati mocniny

=1, =g, 7 =11 a7 = 1j, kde k je celé nezaporné &islo. (1.1)




Definice 1.2
Cislo X" =a— jbs imaginarni slozkou s opaénym znaménkem ozna¢ujeme jako komplexné
sdruzené k ¢islu x = a + jb.

Poznédmka

Komplexni cisla jsou dle definice 1.1 v podstaté¢ dana uspoiadanou dvojici realnych cisel,
coz vlastné vede k podobnému nahlizeni, znazornéni i k manipulaci jako v ptipad¢ dvousloz-
kovych vektort. Komplexni Cislo (je-li zcela ziejmé, ze se o komplexni Cislo jedna a nelze je
tudiz zaménit s dvouslozkovym vektorem) mizeme také zapsat ve tvaru x = (a,b).

Definice 1.3
Zapis komplexniho ¢isla po slozkach ve tvaru x = a + jb nebo x = (a,b) nazyvame slozko-
vy nebo kartézsky tvar komplexniho ¢isla.

V duchu vyse uvedené poznamky si mizeme komplexni ¢islo geometricky znazornit v tzv.
Gaussov¢ komplexni roviné, jak je na obr.1.1.

Definice 1.4

imaginarni osa Im Goniometrickym (trigonometrickym)
tvarem komplexniho ¢isla x =a +jb rozu-

mime zapis
bl — i x=a+jb X = 1.(COSQ + j.sing), (1.2)

kde realné &islo

|
|
| r=|x|=+va*+b* =vx-X (1.3)
|

® redlna osaRe  npazyvame modulem (absolutni nebo pro-
0 a stou hodnotou) komplexniho ¢isla x a tihel
Obr.1.1 Znazornéni komplexniho cisla v Gausso- @ nazyvame fazi (argumentem) komplex-

Vvé roviné niho ¢isla x.

Pro fazi ¢ plati (aZ na celistvé nasobky 2m) vztahy

CoSp = (1.4)

a . b
————,resp. SINQp=——~—.
va’ +b? Va® +b?
Hlavni hodnotou faze komplexniho ¢isla je takova hodnota ihlu ¢, pro néjz plati -m <
<@ <m, pfipadné 0 < ¢ < 2m.

Exponencialnim (poldrnim) tvarem komplexniho ¢isla nazyvame zapis

x =r.¢/ (1.5)
kde pro parametry r a ¢ plati vztahy (1.3) a (1.4).

Poznédmka
1. Modul r komplexniho ¢isla x = a + jb je nezaporné realné ¢islo a r = 0 praveé kdyz a = b =0.
2. Z ekvivalence vztaht (1.2) a (1.5) je

&® = cos + j.sin@ (1.6)

coz bude dokdzano pozdé¢ji v kap.3.

Priklad 1.1

Vyjéadiete v exponencialnim tvaru ¢islo x = 1 +.
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Reseni:
S pouzitim vztahii (1.3) a (1.4) dostavame

r=va’+b>=v1+1=+2

a
(p =arccos L = arccos i = arccos ﬁ _I
a’ +b’ J2 2 4

Exponencialni tvar zadaného komplexniho ¢isla je proto x = J2.eit, (N

Piiklad 1.2
Vyjadiete v exponencialnim tvaru ¢islo x =-1 + V3.
Reseni:
x = 2,67, Oro
Piiklad 1.3

Vyjadiete ve slozkovém tvaru komplexni ¢islo x = 4.(cos(n/6) + jsin(n/6)).
Reseni:

x:4.(§+j%J:2\/§+2j. ooo

2. Matematické operace s komplexnimi ¢isly

2.1. Rovnost dvou komplexnich ¢isel

Dv¢ komplexni ¢isla X3 = a; + jb; a X = @, + jb, v kartézském tvaru jsou si rovna, pokud
plati

a =azab; = b, (2.1)
Dvé komplexni &isla X, =1, -€'* a X, =r,-e/ v exponencialnim tvaru jsou si rovna,
pokud plati
r=rzae:= o2 (2.2)
Ekvivalentné plati vztah (2.2) i pro goniometricky tvar komplexnich ¢isel
2.2.  Sefitani a rozdil dvou komplexnich &isel
Pro seéitani komplexnich ¢isel x; = a; + jb; a X, = a, + jb, plati
X =X+ X2 = (a1 + jby) + (a2 + jb2) = (a1 + @) +j(by + by). (2.3)
Pro rozdil dvou komplexnich ¢isel pak ekvivalentné je
X=X1-X = (ag +]by) - (a2 +jb2) = (a1 - a2) + j(b1 - by). (2.4)
Priklad 2.1

Sectéte komplexni Cislax; =2 + 3jax; =2 —4j.



Reseni:
X1+X2=(2+2)+j(3-4)=4-j. 000
2.3 Soucin a podil dvou komplexnich ¢isel

Souc¢in dvou komplexnich ¢isel X3 =a; +jbia X, =a, +jb, Vv kartézském tvaru se urci
podle vztahu

(a1 + jb).(a2 + jb2) = (a1.82 - b1.by) + j(ahy + aby). (2.5)
Komplexni &isla tedy nasobime jako dvojéleny a vyuzijeme vztah j* = -1.

Soudin x = X1.X, dvou komplexnich &isel X, =1, -e/* a x, =r, -e1 v exponencialnim tva-
p 1=h 2= 0 p
ru uréime podle vztahu

X = rl . r2 . ej(‘Pl*ﬁ”z) )

Pro secitani a ndsobeni dvou, ptipadné vice komplexnich ¢isel plati nasledujici pravidla:

asociativni zakon: X+y)+z=x+(y+2);
(x.y).z =x.(y.2);
komutativni zdkon: X +Yy =Yy +X;
XY = Y.X;
distributivni zakon (x+y)z=xz+Yy.z
pro kazdé X plati X+0=x;
X.1=X;

ke kazdému x existuje takové ¢islo -x, Zze x + (-X) = 0;
ke kazdému x # 0 existuje takové ¢islo x°, ze x.x* = 1. Pak piSeme, ze x’ = x* nebo
X = 1/X.
Podil dvou komplexnich Cisel x; =a; +jb;a Xp =a, + jb, # 0 v kartézském tvaru je dan
vztahem
X, _a+]jb, _(a +jb)(@,—jb,) _ (a3, +b,b,) + j(a,b, —a;b,) _

1= = 2.6
X, a,+jb, a’ + b’ as+b? (26)

Podil dvou komplexnich &isel X, =1, -€'* a x, =r,-€' # 0 v exponencialnim tvaru je dan
vztahem
ie
ﬁ: rl'e_ ! :i.ej("’l_%)_ (2.7)
X, r,-e® o,

Pro operace s komplexné sdruzenymi Cisly plati

*

(X+y) =x"+y"; x+x =2Re(X); (Xx-y) =x"-y’; (ij :X—*.; (2.8)
y y

Priklad 2.2

M¢jme komplexni ¢isla x; = 1 +2j a x, = 2 —j. Urcete jejich soucet, rozdil, soucin a podil.



Regeni:
Xi+tx=(1+2)+j(2-1)=3+];
X -X=(1-2)+j2+1)=-1+3j;
x1.X2=(1+2)).2-j)=2+4—j+2=4+3j;

X _(+2)@+) _2+4j+j-2_0+5) o
X, 2°+ (-1 5 5
Piiklad 2.3
Vynasobte komplexni &isla x, =+/3.6™* a x, =/3.62.
Reseni:
X1.X = 3.6 oo

2.4  Usporadani komplexnich ¢isel
Na rozdil od realnych ¢isel nelze komplexni ¢isla usporadat, tj. nelze je sefadit podle veli-
kosti tak, aby se toto sefazeni rozumné chovalo z hlediska zakladnich matematickych operaci.
2.5 Umocnovani a odmocinovani komplexnich ¢isel
Moivrova véta: Pro kazdé realné ¢ a celoCiselné k je
(cose +j.sine)* = cos(ke) + j.sin(ke) a také (1)< = ke, (2.9)

Z Moivrovy véty pak pro celoCiselné umocinovani komplexnich ¢isel v geometrickém, resp.
exponencialnim tvaru riznych od nuly je

X = [r.(cos +j.sin@)]* = r*.[cos(ke) + j.sin(ke)], (2.10a)
resp.
X< = [r. &9 = 1k, k?, (2.10b)

Pro ptirozené Cislo k je k-ta odmocnina K/x z komplexniho ¢isla x takové ¢islo y, pro které
plati

y=4x oy =x. (2.11)

Je-li x = r. € od nuly riizné, existuje pravé k riiznych hodnot odmocniny K/x pro které je

y = K/x = -ellor2mik _Kfr (cos (P+k2nn N jSinLerm) | 2.12)

pron=0,1,2,..., k-1
Prox=0 je K/x =0.

Piiklad 2.4

Urgete x°, pokud je x =+/3.6"2.
Reseni:

Podle Moivrovy véty je X° = (+/3)°.6/°%/2 = 27.6% = 27¢". oo
Piiklad 2.5

Urdete z = 3/125.e/*/2



Resent:

S aplikaci Moivrovy véty a z ni vyplyvajiciho vztahu (2.12) je

/12543 =3/125 ¢1*/3+2™ 3 pro n = 0,1,2,

To znamena, ze je

z, = 5 pi(4n/3+0)/3 _ 5.ej4n/9, pron =0;

z, = 5 ei4n/3+21m)/3 _ g oil0n/9

Priklad 2.5

Urcete z= 4/1.
Reseni (obr.2.1):
z,=1 pron=0;
z,=]J, pron=1l
z,=-1 pron=2;
z,=—}, pron=3.

Priklad 2.6

Urcete z = 4/(-1) .
Reseni (obr.2.2):

nl4

, pron=1
ZO — 5.ej(4n/3+2.2.n)/3 — 5lej16n/9, pro n=2.

Im

z,=€e"", pron=0;
z,=e**, pron=1
22:e5n/4:e—3n/4’ pronzz;
z,=e"*=e* pron=3.
Im
i
1
Zo
1iz: 0 1 Re

Obr.2.1 Resent prikladu 2.5

Obr.2.2 Resent prikladu 2.6

uod

uod

uod



3 Komplexni exponenciala

Exponencialni funkce s komplexnim exponentem x = a + jb je definovana podle vztahu

exp(x) =e* =e* 1 =g?.el, (3.1)

Pribéh exponencidlni funkce s komplexnim
exponentem je tedy urcen sou¢inem exponencialy
s realnym exponentem a exponencialy s ryze ima-
ginarnim exponentem. Exponencidla s redlnym
exponentem ma znamy prabch, v zévislosti na
znaménku exponentu ma typicky rostouci (pro
kladny exponent) ¢i klesajici (pro zaporny expo-
nent) priab¢eh, pripadné konstantni pritbéh pro nu-
lovy exponent (obr.3.1). Abychom si uéinili pted-
stavu o celkovém pribéhu exponencidly
S obecnym komplexnim exponentem, musime g0
ur¢it prubéh exponencidly sryze imaginidrnim 1
exponentem. K tomu bude wuzite¢né rozvinout
funkce €%, sin(x), resp. cos(x) do mocninné fady. 0 a
Ze dvou typickych zplisobi rozvoje funkce do
mocninné fady, pomoci Taylorova fady a Maclau- Obr.3.1 Pritbéh exponencidini funkce s
rinovy fady, se zabyvejme druhym, sice jednodus- redlnym exponentem
Sim a v podstaté méné, ale dostatecné obecnym
zpusobem pro vztazny bod xo = 0.

Pro Maclauriniv rozvoj funkce f(x) do nekone¢né tady plati

f(x)=f(0) + f’](-'O) X+ f”é!O) X+ f”;f!o) Xt (3.2)

Priklad 3.1
Rozvifite do Maclaurinovy fady funkce sin(x), cos(x) a €.
Reseni:
Rozvoj funkce sin(x) pro x = 0:
[sin()]l=0 = 0;
[sin(x)]’|x=0 = €OS(X)| x=0 = 1;
[sin(X)]”’[x=0 = -Sin(X)| x=0 = 0;
[SIN(X)]””’|x=0 = -COS(X)| x=0 = -1;
[sin(X)]””*’[x=0 = SIN(X)| x=0 = O, ... .
Z téchto dil¢ich hodnot derivaci plyne, ze

3 5 7
sin(x):0+1-x+2-x2—i-x3+9-x4+...:§—X—+X——X—+.... (3.3
1 2! 3 al| r 3 5 7

Je uzite€né si v§Simnout, Ze funkce sin(x), ktera je licha, se skladd pouze z lichych mocninych
¢lenti.



Rozvoj funkce cos(x) pro x = 0:
[cos(X)]lx=0 = 1;
[cos(x)]’[x=0 = -Sin(X)| x=0 = O;
[cos(X)]**[x=0 = -COS(X)| x=0 = -1;
[cos(X)]"**[x=0 = SiN(X)| x=0 = 0;
[cos(X)]”**’|x=0 = COS(X)|x=0 = 1, ... .

Z téchto dil¢ich hodnot derivaci pak plyne, ze

cos(X) :1+%-x—%-x2 +%-x3 +%-x4 +... :1—§+XI:—%?+... :

Rozvoj sudé funkce cos(x) obsahuje pouze sudé mocniny argumentu.
Kone¢ng, Maclaurin{iv rozvoj exponencialni funkce ¢* pro x = 0 je:

[ lx=0 = 1;

[€ [x=0 = €"|x=0 = 1

[€"] " x=0 = € x=0 = 1

(€] [x=0 = €*x=0 = 1;

[ =0 = €x0=1, .....

Z téchto dil¢ich hodnot derivaci pak plyne, ze
e* =1+i X+ X? t3 x° o x* + =1+%+X?j+§ XI‘: §+

Piiklad 3.2

(3.4)

Urcete pomocivypocitanych mocninnych fad pro funkce sin(x), cos(x) a €* naleznéte vztah

mezi funkcemi e'*, sin(¢) a cos(o).

Resent:

Do odvozeného mocniného vztahu (3.5) dosadime za x = jo, tj. se symbolem ¢, jenz 1épe

navozuje predstavu uhlové veli¢iny. Potom s vyuZzitim vztahu (1.1) plati, Ze

- 1. 1 . 1, 1 .
S O . 2, =, 3. 4 —
e’ =e —1+ﬂ Jo+>; (ie) 3 (ie) T (Jo)" +...
1@ @ 0 o' ¢

+JE—E—IE+E+JE+....:

Tento vztah Ize rozdélit na redlnou a imagindrni ¢ast tak, Ze je

2 4 6 3 5
gle :1—£+(L—£+...+j(9—£+£—..)
20 4 6 n 3 5

a z toho s vyuzitim vztaht (3.3) a (3.4) je

2 4 6 3 5
o g 0L 00 '(9-£+";+...

21 4 ol i

1 3 5 joOS((P)H'-Sin(cp),

8

(3.6)

(3.7)

(3.8)



coz je pravé rovno diive uvedenému vztahu
(1.6). oo

Co z odvozeného vyrazu plati pro geomet- Ve N xcatjberetoer
rickou pfedstavu o prubéhu exponencialni funk- / ‘
ce &'’ s ryze imaginarnim exponentem? (

K tomu si vyjadieme danou situaci pomoci
obr.3.2.

Protoze podle tohoto obrazku je E

a a Obr.3.2 Geometricky vyznam exponencialni
Cosp = T = 1 (3.9) funkce s ryze imagindrnim exponentem

tak pro realnou slozku komplexniho ¢isla X, které je vyjadiené ve slozkovém kartézském tva-
ru, tj. X = a + jb a které ma jednotkovy modul, plati a = cos ¢ a podobné& pro imaginarni slozku
b tohoto komplexniho &isla je b =sin @. Z toho plyne, Ze hodnoty exponencialni funkce ¢'*
S ryze imaginarnim exponentem jsou v zavislosti na hodnoté veli¢iny ¢ vyjadieny body na
jednotkové kruznici v komplexni roving.

Pro nékteré konkrétni hodnoty thlu ¢ je e0=1,¢"=-1, "= J, gl¥m2 = g2 = -j, atd.

Z této geometrické interpretace také plyne, Ze funkce ¢/® je periodicka s periodou opakova-
ni 2m.

Z formule (1.6), resp. (3.8), tj. Ze ¢ = cosg + j.sing, resp. z jeji varianty pro zapornou
hodnotu uhlu @, tj. €’® = cose - j.sing (pfi jejim odvozeni vyuzivame vlastnosti sudé funkce

kosinus a liché funkce sinus) lze odvodit tzv. Eulerovy vztahy.

Sectenim obou rovnic pro kladnou i zapornou hodnotu fazového thlu ¢ dostdvame

& + ¢3° = 2cos@ (3.10)
a z toho pro kosinus plati
ie e
cos(p:%. (3.11)

Naopak, odectenim druhé rovnice od prvni mame

& - &3 = 2jsing (3.12)
a proto Eulertiv vztah pro sinus je
o _ Ao
Sin(p=i. (3.13)
2]



