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1  Vlastnosti experimentalnich dat

1.1 Vyznam experimentu ve fyzice

Historicky vyvoj fyzikalnich méfeni a jejich postaveni v metodach poznani se
proliné s celou historii fyziky. Potatky fyzikalnich méfeni v SirSim srayslu ma-
Yeme najit ji¥ ve starovéku, tedy v dobé, kdy fyzika jefté nebyla pojimana
jako samostatna nauka. Fyzikalniho charakteru byla napiiklad méfeni po-
mérné vzdalenosti Mésice a Slunce od Zemé provedené feckym astronomem
Aristarchem ze Samu (asi 320230 pf'. n. 1.) a méfeni poloméru Zemé provede-
né feckym matematikem a astronomem Eratosthenem z Kyrény (asi 275-194
pf. n. 1.). Vysledky t&chto méfeni ukazuji, Ze experimentalni zruénost a uro-
vell fyzikalniho my$leni byly v tehdej$i dobé na vysoké Grovni. Vyznamnou
alohu v daldim vyvoji sehralo ueni antického filozofa Aristotela ze Stageiry
(asi 384-322 pf. n. L.). Aristotelovo fyzikdlni mySleni bylo zameéfeno pouze
na pozorovani a nevénuje téméf Zadnou pozornost fyzikalnimu experimentu.
Jeho zavéry nevychézely z analyzy pozorovani, ale z obecnych filozofickych
principt. Tyto deduktivni metody (tj. postupy vedouci od obecnych pravidel
ke konkrétnim zavérim) vedly Zasto ke dpatnym zivérim. Aristotelova dila
byla ve sttedovéku neotfesitelnou autoritou. A% ve 12. a 13. stoleti nastava
odklon od jeho filozofie. '

Prvnim priikopnikem experimentalnich metod byl anglicky filozof a pri-
rodovédec Roger Bacon (1214~1296). Jako prvni zalal zdiirazfiovat experi-
ment jako nastroj pro ovéfovani poznatki. Sim se viak technickou strankou
fyzikalnich experimentd nezabyval. Dalsi vyznamny pokrok uéinil némecky
filozof a piirodovédec Mikulds Kuzansky (1401-1464). Podle ngj je moZné vie-
chny jevy v pfirodé vzajemnd porovnavat a disledkem této porovnatelnosti
je jejich méfitelnost. Zddraznil také vyznam matematiky pro vyhodnoceni
méfeni. Z metod méfeni se podrobnéji zabyval vaZenim.

Od 15. stoleti do8lo k rozkvétu obchodu, stavebnictvi a mo¥eplavectvi,
tedy technicky naroén&jsich obord, které si vyZadaly uplatnéni méfeni pii-
mo v praxi. Nejvyznamnéj§im predstavitelem této nové epochy fyzikalniho
mysleni byl italsky fyzik, matematik a astronom Galileo Galilei (1564-1642).
Méfeni bylo pro Galileiho zékladni metodou poznéni. K zavérim dochdzi
pomoc{ indukce (tj. vyhodnocenim jednotlivych konkrétnich situaci vytvafi
obecny zavér). Zavéry svych experimentt jiZ formuloval matematicky jako fy-
zikalni zdkony. Problematice samotného méfeni viak nevénoval piili§ velkou
pozornost. Byla to pro n&j pomicka, kterd byla véci experimentalni zruénos-
ti. Vyznam méfeni si vSak uvédomoval natolik, Ze pozadoval ,méFit vde co
je méTitelné, a co neni méfitelné, méfitelngm ucinit®,

Dalsi vyznamny krok pro rozvoj fyzikdlnich méfeni udinil anglicky mate-
matik, fyzik, astronom a filozof Isaac Newton (1643-1727). Newton zaved]
zakladni fyzikdlni pojmy jako miry, kterym pfifazoval Ciselné hodnoty, tj.
fyzikalni veli¢iny v dne$nim pojeti. To umoZnilo lep3i interpretaci fyzikalnich
experimentd a navic umo?nilo provést i jejich pfipravu na zakladé vypo&tid.



Vlastnostmi mé&fenych velid¢in se zabyvali francouzsky matematik, fyzik
a astronom Pierre Simon de Laplace (1749-1827) a némecky matematik a
astronom Karl Friedrich Gauss (1777-1855). Méfené veli¢iny povaZovali za
ndhodné prom&nné, pro jejichZ vyhodnoceni vyuZili teorii pravdépodobnosti
a vypracovali teorii chyb. Gauss navic v roce 1832 vypracoval systém nezé-
vislych zékladnich veli¢in a jednotek, z nichZ byly odvozeny dalgi jednotky.
Tim vnesl pofadek do tehdej3tho systému s velkym mno#stvim jednotek.

Fyzika v dnefnim pojeti je chdpina jako jedna z pfirodnich v&d. Jejim
zékladnim zdrojem poznéni jsou pozorovéani a experiment neboli pokus. Ex-
periment je ndstroj pro ovéfovéan{ teorii a soucasné je zdrojem pro jejich dalsi
rozvoj. Schéma systému poznéni ve fyzice je na obr. 1.

teorie —__71 hypotéza P pokus
E— x
l |
] !
[ ]
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| ]
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srovnani [____ ] vyhodnoceni

Obr. 1: Schéma poznavaciho procesu ve fyzice

Podle pfedmétu zkoumani vybirdme pfislusnou teorii pro planovani ex-
perimentu. Na zékladé teorie se pfipravi popis konkrétni experimentélni si-
tuace (model) a stanovi se olekdvany vysledek, tzv. hypotéza. Z ni vyplyva,
jaké velidiny musime zméfit. V rdmci hypotézy se provadi i rozbor chyb, ktery
uréf, s jakou pfesnosti musime dané veli¢iny zméfit, pfipadné jaky typ meéri-
cich pfistroji musime pouZit. Po této pfipravé miZeme provést experiment.
Vysledky pokusu zpracujeme postupem navrienym v hypotéze. Posledni fazi
je srovnani vysledkd vyhodnocen{ s oéekdvanym vysledkem (teoretickou hod-
notou nebo vysledkem jiného experimentu). Pokud se vysledna a oéekavana
hodnota shoduji v ramci chyby, lze Fici, Ze cely fetdzec vietné predpokla-
dd je spravny. V pfipads8, Ze nedojde k souladu mezi ziskanym vysledkem a
o¢ekavanim, ve vyse uvedeném postupu byl néktery krok proveden chybné,
nebo néktery z pouZitych predpokladd je Spatny. Pii hledani chybného kroku
postupujeme v Fet&zci zpét, tj. nejprve provéfime, zda jsme provedli spravné
vyhodnoceni experimentu a jeho provedeni, dale posoudime spravnost na-
vr¥ené hypotézy a na zivér, kdyZ nenajdeme Zidnou chybu, miZeme zacit
provéfovat spravnost pouzité teorie.

Pfi planovani a vyhodnocovani fyzikalnich experimentd musime pamato-
vat na dva zdkladni poZadavky kladené na fyzikalni experiment:

vybérovost —- fyzikalni experiment provadime za urcitych podminek, které
bud sami ovliviiujeme a volime nebo tyto podminky alespon registru-
jeme (napf. teplota, tlak a vlhkost vzduchu v laboratofi). Parametry,
které musime sledovat, uréime na zakladé modelu experimentu, popft.
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sledujeme i parametry, u kterych je pfedpoklad, Ze by néjakym zpéso-
bem mohly pribéh pokusu ovliviiovat.

reprodukovatelnost -— opakované provadéni experimentu riznymi osoba-
mi mus{ poskytovat srovnatelné vysledky. Tato vlastnost dzce souvisi
s vyb&rovosti, protoZe pro zajiiténi reprodukovatelnosti musime pokus
provadét za stejnych podminek.

Jen po splnéni téchto dvou poZadavkd lze experiment povaZovat za ob-
jektivni ovéfeni teorie a jejiho vztahu k méfenému &i pozorovanému jevu.
7, hlediska charakteru pokusu rozliiujeme dva druhy experimenti: kvalita-
tiva{ (zjistujeme pouze kvalitativni charakteristiky, napf. zda jev nastal nebo
ne nebo jinou charakteristiku bez miry) a kvantitativni (zjiStujeme miru da-
ného jevu, tj. provadime méfeni, vysledkem je tedy nejéastéji &islo). My se
budeme déale zabyvat pouze plinovdnim a vyhodnocovanim kvantitativnich
experimentd (méfeni).

1.2 Fyzikalni veliiny a jednotky

Fyzikéln{ velidiny vyjadiuji miru sledovanych jevi. Vysledkern méfeni je Cis-
lo, jeho% velikost zavisi na tom, z jaké soustavy jednotek pfitom vychazime.
Fyzikaln{ velitiny proto v sob& zahrnuji jak daj o kvantit& (&islo), tak o kva-
lit¥ (informace o pouZité jednotce). Jeden 0idaj bez druhého ztrici smysl. Pro
fyzikalni méfeni je dilezité déleni velidin podle jejich matematického charak-
teru na skalary, vektory a tenzory. Vektory a tenzory jsou veliiny. skladajici
se z nékolika skalZrnich velidin, Vektorem je napnklad sila, rychlost, posunu-

LJ Temorem muz,e byt na.pr moment ; setlvaénostl télesa nebo napétx v tuhem
musi mit nutné smér totoZny se zvolenym smérem). Vysledkem méfeni byva
nejlastéji &islo, tj. vysledkem byva skalarni veliina. PHi méfeni vektorovych
a tenzorovych velidin proto musime provadét nékolik méfeni, ve kterych zjis-
{ujeme jejich jednotlivé skaldrni slofky. Tyto slozky jsou stejného druhu -
maji stejnou jednotku.

Mezinarodni soustava jednotek SI pouZivani ve fyzice mé sedm zdklad-
nich a dv& doplitkové veli&iny (viz tabulka 1). Rozméry viech ostatnich veli¢in
Ize vyjadFit pomoci téchto zékladnich jednotek. Casto se vyuZivé také jedno-
tek, které jsou odvozeny ze zékladnich jednotek (napf. watt, pascal). Zasady
tykajici se fyzikalnich veli¢in, rovnic, znalek veli¢in a jednotek a soustavy
jednotek SI jsou dany normami [1}.

Doplikové veli€iny lze podle definice chapat také jako bezrozmérné, a
proto se asto radidn a steradidn v jednotkdch nepisi (pokud je ze souvislosti
zfejmé, e se jednd o Ghlovou miru), tj. rad s™' = s~!. Castym omylem
byvéa Spatné vyjadfeni jednotky &asu. Jednotku sekunda nelze zaméhovat
s jednotkou vtefina, kiera je vedlejsi jednotkou rovinného hlu.

V piipadech, kdy se hodnoty nékteré veli¢iny fddové odliduji od hodnoty
odpovidajici zakladn{ jednotce, 1ze s vyhodou vyuZit nasobné a dil¢i jednot-
ky. Tyto jednotky se tvofi pomoci pfedpon z jednotek hlavnich. Predpony
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velidina jednotka
nazev zkratka
délka metr m
hmotnost kilogram kg
las sekunda s
elektricky proud | ampér A
teplota kelvin K
latkové mnoZstvi | mol mol
svitivost kandela cd
rovinny thel radian rad
prostorovy hel | steradian ST

Tabulka 1: Zakladni a dopliikové jednotky soustavy Sl

Predpona | Nasobek Piedpona | Nasobek

nazev | znacka nazev | znacka

yotta Y 10 [ deci d 10~1
zetta y/ 10% centi c 10-2
exa E 10*® || mili m 10-3
peta P 1018 mikro m 10-¢
tera T 10!2 nano n 10-°
giga G 10° piko p 1012
mega | M 108 fernto f 10-1%
kilo k 102 atto a 10-18
hekto h 10 zepto z 102
deka da. 10 yokto y 10~

Tabulka 2: Pfedpony pro tvorbu nasobnych a diléich jednotek

se zpravidla pFipojuji k prvni z jednotek v celé jednotce, vyjimecné lze pied-
ponu pfipojit i k daldim jednotkdam, pokud je tomu tak zvykem. V jednotce
nelze pouZit vice predpon soucasné. Predpony spolu s jejich vyznamem jsou

uvedeny v tabulce 2.

Priklady vyuZiti pFedpon:
100 Vm~! = 0,1 kV m~!
100 Vm™! =1V em™! (pouZivani jednotka)
1000 Nm=1kNm
1000 N m = 1 N km (nelze - neuZivd se)
1000 kg m~3 = 1 g cm™® (pouivand jednotka)
1000 kg m™2 = 1 kg dm™3 (nelze - neu¥iva se)
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‘Norma pFipousti pouZiti i tzv. vedlejsich jednotek. Jsou to jednotky, kte-
ré jsou vité (napf. litr, hektar), ale ve fyzice se b&Zné nepouzivaji. Staré
jednotky (napf. kalorie, torr) nejsou povoleny. Pfi zépisu veli¢iny musime
uvaZlivé volit pfedponu a formu zépisu hodnoty, aby vysledny zdpis byl pre-
hledny (napt. aby neobsahoval piili§ mnoho nul) Hodnoty veli&in lze zapiso-
vat i v.exponencidlnim tvaru, tento zapis nenf vhodne kombmovat 8 poumt)m
predpon :

Uvedeme si ndkolik zpusobﬁ zépisu rychlosti:

v =128 (chyba nenf uvedena Jednotka., rychlost neni bezrozmérna
velidina) : :
v=28ms"! : | :

v = 0,0000053 m s“l (nevhodné pnhé mnoho nul &inf zépxs nepi‘e~
hlednym)

v=25,3: 10“"mt§"1

v=295,3 ums~ "’

v=15;3-10"3 mm 5! (nevhodné)

1.3 Zakladni metody fyziké’lnich méfen{

Cilem fyzxka,lnfho méfeni | Je stanovzt velikost méfené veli&iny. Metodou méfe-
ni rozumime zplisob, jakym danou velidinu m&ime. Nejiednadus3{ metodou

TGt e A A TR

je_subjektivni_metoda __g)g‘x_‘gm, kterd vyuzxva pruného pusobem méfeného
objektu na lidské smysly. Tg.to ‘metoda mé viak znaéné omezené mo%nosti,
protoZe lidské smys]y neumoznuy provadet absolutni méfenf s piili§ velkou
piesnosti. Navic iiroveli vjemu neni linearné zavisla na intenzité vne_;sxho pu-—
sobeni. Pon&kud lepélch vysledkil lze dosahnout pfi stovnévan{ dvou vjemt
(napt. srovnavéni intenzit svétla, barev, frekvenci zvuku atd.). Vysledek je
ale vidy z4visly na osob& experimentétora a jeho momentalni kondici. Z to-
hoto diivodu se vidy snaffme méfen{ objektivizovat tak, aby byla zajisténa

1eprodukovatelnost expenmentu Qchkmvu m,etpda merenx vyui:vé ménf

tj. vy_]adnte]nou c1s]em (napr poloha ruczéky na stupnici pristro je,. Eslo na
displeji). Pro sprévnou interpretaci vysledkt méfenf musfme dobfe pocho-
pit nejen vlastnosti mé&teného objektu, ale i méi‘xcfho ‘piistroje, a zpusob
Jal(ym mteraguje s méfenym objektem - tzv. méfici princip. Napfiklad méfi-
¢i princip stanoveni hustoty hustom&rem je zalozen na Archimedové zdkong,,
méfeni teploty kapalinovym teplomerem je zalofeno na teplotni objemové;
roztaznosti kapalin, Casto opomuenym faktem je oboustrannost interakce.
Méfeny objekt pisobf na méfici p¥istroj, ale naopak méfici pfistroj pisobi
na méfeny objekt a miZe sém ovlivnit m&fitelnym zplsobem jeho stav. Ve
v8t§iné pripadi je tento vliv zanedbatelny (pfi méfenf télesné teploty nepfed-
pokladame, Ze chladn&j&i teplomér ochladi pacienta), ale napfiklad p¥i méfeni
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malych vzorkl miZe dojit ke znalnym zkreslenim, N&které druhy méfeni na-
opak tuto interakci pfimo pfedpoklddaji (napf. méfeni optickych vlastnosti
litek) a pfi m&¥enich v oblasti &4sticové fyziky ji% nelze vliv m&ficiho pfistroje
oddélit.

Vybér méfici metody je dan typem méfené veliiny, hypotézou vypra-
covanou pfed mé&fenim (tj. vztahem, ze kterého vychazi zpracovani méfeni)
a také poZadovanou plesnosti méfeni. Vybér spravné méfici metody je vel-
mi naroénou a dileZitou soulasti pfipravy méfeni. Vzhledem k rozsahu celé
problematiky rozd&lme méfici metody podle nasledujicich hledisek:

i I V4 k4 v <z v’ tve e v ¢ .4
'metody pfimé — Pomoci pfimé metody méfime veliéinu na zakladé jeji
definice. Napriklad pfimé méfen{ hustoty se provadi méfenim hmotposti
m a objemu télesa V (definiéni vatah p = m/V). JUc/ G ~ 7

metody nepfimé — Nepfimé metody vychazeji z jinych neZ defininich
vztahl. Napfiklad nepfimé méreni hustoty lze provadét méfenim hmot-
nosti m a méfeni objemu vaZenim v kapaliné€ znadmé hustoty. Ve vztahu
pro vypocet hustoty pak nebude pfimo vystupovat objem té&lesa, ale
jeho hmotnost, tiha v kapaliné a hustota kapaliny.

metody absolutni — Vysledkem absolutnich mé¥eni je hodnota méfené
veli€iny pfimo v zadanych jednotkich. Napfiklad povrchové napéti vo-
dy o =173-10" Nm™!,

metody relativni — Relativai metody umo#iiuji srovnat dvé veliiny tého%
druhu. Vysledkem je hodnota podilu t&chto veli€in. Napriklad relativni
méfeni povrchového napéti vody a lihu da vysledek, Ze povrchové napéti
vody je 3,3 krét vétEi neZ povrchové napéti lihu.

metody statické —- Statické metody vyuZivaji klidového stavu méteného
objektu, tj. hodnoty méfenych velilin se stanovuji jako klidové hodnoty.
Napfiklad statické méfeni modulu pruZnosti v tahu lze provadét pomoci
prahybu pfi zatéZovani nosniku ze zkoumaného materidlu.

metody dynamické -— U dynamickych metod se stav méfeného objektu
méni s Casem a méfime ¢asovou zavislost sledovanych veli¢in. Napiiklad
dynamické méFeni modulu pruZnosti v tahu lze provést mérenim kmitd
nosniku ze zkoumaného materidlu.

Podle vyse uvedeného déleni lze nap¥. méfeni teploty kapalinovym tep-
lomérem oznadit jako statickou, absolutni a nepfimou metodu. Bylo by zde
moZné uvést dalsi zpusoby klasifikace méFicich metod, jednou z nich, meto-
dou postupnych méfeni, se budeme zabyvat dale.



1.4 Zdroje a druhy chyb

Pii opakgmnem méFent teze vehémy za stejnych _podminek dostaneme zpra-
v.xdla.mznﬁ.lmdnqty M&fend velitind viak piisiugf jedind spravna hodnota,
kterou se snaZime mé&¥enim ur&it. Vzhledem k tomu, #e méfenim dostavime
rizné bodnoty, nelze naméfenou hodnotu ztotoznovat s hodnotou skutelnou,
MéFené_hadnoty-jsou. vidy. zatfzené chybou. C Jbou méfeni Az rozumime
razdfl skuteéné hodnoty z* a naméfené hodnoty z: :

absoquMb& { Az =g~z j ) Co()

| e et

St v et

Chyba miZe mit kladnou, tak i zapornou hggm]i rozmér je steiny jako
m.é.,mé;;ggg_y_gl_x_gma Samotnd informace o velikosti chyby viak fasto nedavé
predsta.vu, jaky je jeji vliv na vysledky m&Feni. Napfiklad tdaj o tom, Ze
urlitd metoda vafenf je zatiena chybou 1 gram, predstavuje chybu zcela
zanedbatelnou’ pn véZeni 50 kg pytle brambor, ale naopak pfi vazeni dvou
gramb lé¢iva miZe byt velmi zévaind. Z tohoto duvodu vyjadrujeme Easto
chybu relatxvne vi¢i méfené vellémé

................ r=—1 ": (1.2)

Takto definovan chyba je bezrozméxné veli¢ina a nazyva se relatlvm chy-
ba. Nékdy se relatxvm chyba ud{wé v p‘_rocentech, pak je dana vztahern

Pro vy¥e uvedeny piiklad je v prvmm prfpadé relativni chyba 0, 002% avdru-
‘hém 50%. Ve viech dile uvedenych vzorcich je relativni chyba. uvafovéna ve
svém zékladnfm tvaru, tj. podle definice (1.2). Pro lep¥f rozlifenf obou typd
chyb ‘budeme déle oznaéovat chybu deﬁnovanou vzta.hem (1 1) jako chybu
absolutni _

~ Podle charakteru chyby rozllsUJeme t¥i druhy chyb

systematxcké chyby — Ovhvnujx vysledek mei‘em zeela uréltyrn M__pravx-
" delnym zpUusobem. Byvap funkci ¢asu nebo parametri méfictho pro-
 Cesu. Disledkem je to, Je nam&fené hodnoty v piipadé konstantni sy-
“stematické chyby jsou trvale sniZeny nebo zvyéeny o_urditon hodnotu _
-"Jejtch odhalovéani byva znaéné obtiZné a vyZaduje dobrou znalost. mé-
‘tictho systému. Konstantni: systematncke chyby lze nékdy odhalit ka-

. libraci pFistroje nebo porovndnim méfeni _s_xy_sledky jiného méficiho
o pIxstrOJe, nelze je odhalit opa.kOVanx m__mg:em Velikost systematické
. chyby je mirou spravnosti méi‘em - &m je chyba mendi, tlm 1 je mefe méfeni

B ,Spravnelsx G je tyee e \
" éhodne chyby — Kolfsa)f néh__dné,wdo—vehkasu—mna 5 o

- vani meTent, Pro dany méFic{ akt nelze pfedvidat jejich pfesriou hodno--

S tu, progevujx se kolisan{m naméfenych hodnot. Nahodné chyby nelze grl
gmerem odstra.mt Velikost ndhodnych chyb je mirou pfesnosti méfeni.
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Jhrubé chyby — Zpusobup ze jednotlivé méfeni, které j je zamiené hrubou' |
chybou, se vyrazng li3f od ostatnich méfeni. Vys zpravidla jen
w.malého po¢tu naméfenych hodnot R

Charakter jednotlivych typd chyb si mZeme pfibliZit pkaladem stfelby
na teré (viz obr. 2). Uprostred terde le3i nés cil, tj. v pFipadé fyzikélnfho méte-
nf skute&n4 hodnota mé&fené velidiny z*, Na terdi se vytvoki sttelbou skupina -
z4sahd. Poloha této skupiny vyjadfend bodem uprostfed skupmy predsta-
vuje ve fyzikalnich méenich stfednf hodnotu mé¥ené veliéiny y. Vzdélenost
skupiny od stfedu terée pfedstavuje systematickou chybu, vzdélenosti jed-
notlivych zdsahfi od stfedu skupiny pak chybu nahodnou. Zasah Ieiici daleko
od celé skupiny znézorfuje hrub& chybné méfeni, tj. hodnotu mtxzenou hru-
bou chybou. V p¥padg stielby lze systematickou chybu urdit sna.dno, protoie
zname polohu cile (stiedu terée). Cilem fyzikdlnich m&feni je ale ziskat in-
formaci o nezndmé skute&né hodnotg, tj. poloze cile. V tom spoéivé. problem
s odhalovanim systematickych chyb. :

gystematicka chyba .
X S I{;U’\ )"
. s o

hrub& chybné mé&feni

Obr. 2: Znézornéni druhil chyb pomoci stfelby do terle

Zdrojd chyb je velké mnoZstvi. KaZdy zdroj mlZe pfispivat k celkové
chybé& riznou mirou a typem chyby. Mezi zdroje chyb patfi: ’

méFeny objekt — Pokud méfeny objekt nemd pfesné takové viastnosti,

jaké jsme predpoklédali (napf. tvar, teplotu, slofeni atd.), je zdrojem.

_chyb. Jeho parametry se také mohou béhem méfeni ménit (napf. ohti-
véni pfi dotyku experimentatora, postupna oxidace atd.).

Erostredl — Jesthze zanedbame vliv prost¥edi na méfeny objekt nebo mé-
Ticl p“rxstrob_muze > dojit | ke vzniku jak systematickych, tak i ndhodnych

_chyb.. T

mcrxcx metoda —V pi‘lpade, kdy zvolime nevhodnou mencx metodu mu-

e

poumjeme méfidlo s prilis hrubou stupmcx)

mé¥ici zafizeni — Mgfici zaiizeni zplsobuje chyby napiiklad vlivem $pat-
€ usazené sl stupmce kolisanim napéjectho napet( elekt; rornagnetxckym

rusemm
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pozorovatel — K chybdm zpfisobenym pozorovatelem dochdzi Wli-
“vem jeho reakéni doby, odeditinim tdaje stupnice ze strany (rudicka

se promita na jiné misto stupnice - tzv. paralaxa), chybnym zdpisem.
naméfené hodnoty atd.

vyhodnoceni — Pouzitim nevhodnych statistickych a numerickych metod
miiZe dojit k siln& zkreslenym vysledkim i pfi poufiti velmi pfesné a
vykonné Vypocetiii techniky. Casto opomfijenym zdrojem chyb je zao-
krouhlovani &isel v pocitadi.

Zdroji, vlastnostmi a zpracovanim jednotlivych druhd chyb se budeme
zabyvat v nasledujicich kapitolach.

1.4.1 Systematické chyby méfen)

Zam&ime se nyni na jednotlivé zdroje systematickych chyb a rozebereme
p¥i€iny jejich vzniku a zpfisoby identifikace a odstranéni.

chyby-metody — vznikaji v diisledku nepfesnosti, pfibliZnosti vztahi pou-
_%itych pro popis méfeného objektu. Rovnei teoreticky model dane ex-
perimentaln] situace nemusi byt adekvétni, tj. dopoustime se chyby
y._disledku nedostatelné propracované hypotézy. Odstranéni tohoto.
) ﬁ;nhugygtemaﬁ&féchyby lze provést zpresnenim 1 feoretického modelu a
z n&j vyplyvajicich vztahd. Napiiklad pfi méfeni tihoveho zrychleni ky-
vadlem se miZeme v hypotéze dopustit chyby tim, e pouZijeme vztah
pro_dobu kyvu pro nekonecn& maly rozkyy nebo tim, Ze povaZujeme
kyvadlo za matematické 1 presto, se kazdé realné kyvadlo je fyzické, ne-
bo tim, Ye zanedbame odpor vzduchu a nebo zanedbime tfeni v zévésu
kyvadla atd. Modely Ize asto zpfesiiovat v mnoha detailech, proto mu-
sime pfi upfesfiovéni modelu dobfe uva¥it velikost systematické chyby,
které se dopustime urditym zjednodugenim modelu. Nemé smysl sna-
%it se odstrafiovat systematické chyby, které jsou mnohem mensi neZ
nahodné chyby méfeni. Vytvafeni pfili3 sloZitych modeld zna&né kom-

plikuje samotné méfent, protofe vyZaduje méfeni velkého poltu velidin.

chyby méFidel — jsou zpiisobeny nedokonalym provedenim méficich pii-
strojd, jejich Spatnym sefizenim nebo nevhodnym pouZitim. Pfikladem
miiZe byt posunuta nebo $patn& nakreslend stupnice pfistroje, netistoty

Rl Y

hy. Odhalen{ tohoto druhu chyby je jednoduché, pokud mame k dispo-
zici normd] (tzv. etalon) m&fené veli€iny (napiiklad galvanicky €lanek
s pfesné definovany étim). Pomoci normalu lze provést sefizeni
msficich pristrojf, nebo pokud sefizeni neni mo#né, vytvolit korekéni
tabulku nebo kfivku, pomoci které miZeme naméfené hodnoty doda-
te&né opravit. Lze vyulft i vzdjemného srovnani idaji dvou méfidel,
pokud méme jistotu, %e systematickd chyba srovnavacfho méfidla je
zanedbatelna. Mﬁ@hﬂx mé&fidel se s fasem méni, proto je

nutné provadét sefizovani pravidelné,
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chyby pozorovéni — vxg]yvan z nedokonalych poz_groyggv ich_schopnosti

Eloveka (napiiklad omezend rozlifovaci, schopnost oka,.reakini doba) a
AR S

n&kdy 1ze spatnych pEistupi a né.vyku experimentatora (ji% zminénd

paralaxa nebo 3patny odhad zlomk{ dilkd na stupnici). Tyto chyby lze

odstranit vylougenim lidského fakioru z méficiho procesu (objektiviza-

ce mé&Fenf), nebo alespoi opakovanim méfeni riiznymi experimentatory.

chyby vyhodnocovan{ — jsou disledkem pouZiti nevhodné numerické me-
tody. Pfi vypodtech pomoci kalkulitoru nebo potitate nahra.zujeme
spojité fyzikilni veli&iny jejich obrazem v paméti, ktery ma diskrétni
charakter (&islo je zapséno omezenym pottem bitd). To vede ke vzniku
systematickych chyb napfiklad pfi s¢itani velkého a malého &isla nebo
pFi odeéitani dvou velkych nepfilis se lificich ¢isel. Odstranéni téchto
chyb vyZaduje zménu vypoletniho postupu nebe. alespon. pouziti £isel:
ného_typu s_vetEf pfesnosti (zapis &isel do vétsiho poétu bitd). Tato
problematika je zna¢né rozsahlé a nebudeme se ji zde vénovat. Vice
informac{ lze nalézt napf. v (2]

c

UkdZeme si, jak vznikd systematickd chyba 1
metody p¥i m&fen{ teploty kapalinovym tep-
lom&rem. Teplomér ponofime z&4sti do kapa-
liny, jejiZ teplotu mé&fime. Na stupnici ode-

" &teme po ustdleni teplotu. Tento postup je
zdénlivE v pofadku, ale jak si ukdZeme, ttené
hodnoty teploty jsou zatifené systematickou
chybou. Teploméry jsou toti cejchovédny tak,
aby uddvaly spravnou teplotu ve svislé po-
loze, jsou-li zcela obklopeny méfenou lazni.
V nafem pFipadé tomu tak neni, proto pouze
ponofend ¢ast mé po ustéleni teplotu stejnou
jako mdFend l8zefl. Zbyvajici ¢dst je ochlazo-
véna nebo ohf{vina okolnim vzduchem. Tim
dojde ke zmé&né objemu méfici kapaliny v &ds-
ti kapilary, kterd vyZnivd nad méFenou ka-
palinu, a také ke zméné& objemu kapilary sa~
motné. Je-li By teplotni objemova roztainost
méfici kapaliny a f; teplotni objemova roztaZnost skla kapilary, slou-
pec mé&fici kapaliny o délce | zméni svoji détku o I(8) — B2)r, kde
T je rozdil teploty ponofené a neponofené &dsti teploméru. Délce !
na stupnici odpovida uréity pofet dilkd stupnice ny. Pfedpoklidime,
e teplotni délkovd roztaZnost stupnice je zanedbatelnd. Zména délky
odpovid4 potom zmén& ddaje teploty o ng(f — f2)r. Teplotu vyéni-
vajiciho sloupce mtiZeme pfibliZné zjistit pomoci druhého teploméru,
kterym zméfime teplotu uprostfed vyé&nivajici &asti (¢). Pro velikost
systematické chyby At pak dostaneme

At = no(fy — B2)(t ~ to) .
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Pro sklenény teplomé&r se rtutovym sloupcem je hodnota rozdilu ob-
jemovych roztainost! 8 — f2=0,00016 K~'. Pokud Ztenou hodnotu ¢
opravime o hodnotu At, odstranime tento druh systematické chyby.
Napfiklad rtufovy teplomér ponofeny do kapaliny aZ po dilek 15°C
ukazuje teplotu 86,3 °C. Teplota ve stfedu vy&nivajictho sloupce byla
namé&ena 27,5°C. Teplotni oprava na vyZnivajici sloupec pak &inf
At =0,67°C. Opravené hodnota teploty je tedy 87,0°C.

_Systematické chyby se mohou ménit s &asem, tento drub chyby lze odhalit.
opakovénim méfeni a tim také odstranit zavedenim patiiénych korekci, Na
odstranéni konstantnich systematxckych chyb neni jednoznaény navod, zpu-
sob identifikace a odstran&nf je znaéné zavisly na konkrétni experimentélni
situaci. V dal$im vykladu se nebudeme jiz systematickymi chybami zabyvat.

1.4.2 Né4hodné chyby pFimych méfeni
P¥i opakovaném méfeni velidiny s konstantni hodnotou zjistime, Ze nameé-

fené hodnoty se navzajem lii. Pro ka#dé jednotlivé méfeni nelze pfedem
piesné urdit, jakou hodnotu méfenim ziskime - méfenim ziskivime nihodné
hodnoty. Nahodny charakter méfeni ale neznamena tplnou ztratu informace
o mé&fené veliding. NedokdZeme sice popsat jednatlivd méfenf, ale soubor vet-
§iho poltu m&¥eni vykazuje ur&ité charakteristiky, ze kterych lze odhadovat.
gkute&nou hodnotu méfené veli¢iny. Popisem vlastnosti ndhodnych promén-
nych se zabyva statistika, a proto se pro zpracovéni vysledkd méfeni pouZiva
statistickych metod. Tento popis je riizny pro veli¢iny diskrétni a spojite.

V§imnéme se nejprve krdtce popisu chovani diskrétnich ndhodnych ve-
li¢in. Tyto veli¢iny nabyvaji pouze kone&n& nebo spofetnd mnoha hodnot.
Pro ka¥dou jeji hodnotu z pak miZeme zadat pravdépodobnost, s jakou se
vyskytne ve velkém souboru méfeni prévé tato hodnota P(x). Soulet viech
pravddpodobnosti pro viechny moZné hodnoty z je roven jednice (tj. jis-
ty jev - pfi méfeni vidy dostaneme nékterou hodnotu z defini¢niho oboru
nahodné promé&nné). '

Priklad 1.4

Jednoduchym piikladem diskrétni ndhodné proménné je vysiedek ho-
du kostkou. MnoZina moZnych vysledki je konetnd: {1,2,3,4,5,6}. Sou-
Eet pravdépodobnosti pro viechny hodnoty je

P(1)+ P(2)+ P(3) + P(4) + P(5) + P(6) = 1
tj. pfi kaZdém hodu kostkou ndm padne nékteré &islo z vy3e uvede-
né mno¥iny. Pokud je kostka symetrickd, pravdépodobnosti vyskytu
kaZdé z mo¥nych hodnot jsou stejné .

P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) .
.7 toho dostaneme

P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) =




Pokud bychom vykonah velky poc‘,et hodﬁ (méi‘eni) n, dané hodnota
by se v souboru vysledki vyskytova,la plibliZnd Fkrdt. . .

Spojité nahodné veli¢iny mohou nabyvat nespoéetné mnoha hodnot Tytoj
hodnoty se od sebe libovoln& malo lii, a proto je nutné k jejich popisu vyuZit
jinych metod. Mohlo by se zdat, Ze ve fyzikilnich mé&fenich se s diskrétni-
mi veli¢inami setkavame jen ziidka. Ve skutenosti v&tSina méfeni poskytuje
diskrétni hodnoty bud diky pouZiti digitdlnich pfistrojd, nebo diky omeze-
né presnosti &teni na stupnici. DileZity je vztah mezi ne_;menEf rozliditelnou
hodnotou m&Feni a tzv, smérodatnou odchylkou méfené promenne (viz vztah
1.47). Pokud je smé&rodatné odchylka podstatné vétsi nel je nejmensi rozli-
Sitelna hodnota méfent, lze povaZovat méFenou veli€inu za spojitou.

1.4.2.1 Hustota pravdépodobnosti

U spojitych néhodnych veli¢in nema smysl zjistovat pravdépodobnost vysky-
“fu.dand hodnoty, protofe. mnoZina moznych hodnet.je.nespodetnd. Hodnoty
pravd&podobnosti vyskytu dané hodnoty z jsou nekonedn& malé:.

e

Kdybychom napfiklad pfi vyzkumu vzristu skupiny -osob zjistovali, kolik
z nich mé presnd danou uréitou vysku, dodli bychom k zévéru, Ze u #adné
osoby nemfi%eme absolutn& presné zarucit vysku této hodnoty. Ma ale smys]
zjistovat, kolik osob mé vysku v intervalu 170 - 180 cm, 180 ~ 190 cm atd.
U_spojitych veli¢in tedy zaddvime pravdépodobnost vyskytu jeji hodnoty
v daném intervaluy P(z,,z,). Pocet vysledkti mé&feni spadajicich do daného

intervalu nazyvame &etnosti Q. Vyhodnéjdi je pouZivat relativni etnosti ¢

-7 "

kde N je CQLSQY.Y.,P_Q.Q@LQOm ouéet relatxvmch éetnosti 28 viech dlSJunkt-

et Ay demmt s o -T2 £ Al

Priklad méfeni ndhodné proménné je na obrazku 8. V grafu je zobrazeno
1000 méfeni vystupniho signélu optického méficiho piistroje. Kolisani name-
fenych hodnot je zpisobeno velkym mno¥stvim vlivd (napf. zmény intenzity
svétla zdroje, zmény citlivosti detektoru, zmény sloZeni vzduchu v trase papr-
sku, otfesy atd.). Vidime, Ze vét§ina hodnot lefi v intervalu (1,0;1,5). Tento
hruby odhad vak pro pfesné zpracovani nedostaduje. MliZeme zjistit Cetnosti
vyskytu namé&Fenych hodnot v uréitych intervalech a tyto ¢etnosti znazorni-
me graficky tzv, histogramem..Z histogramu na obr. 4 vidime, Ze nejvice
hodnot padlo do intervalu (1,2; 1,4}, o néco méné do intervalu (1,0;1,2) atd.
N&s odhad skuteéné hodnoty, pfedpoklddéme-li, Ze v jeji blizkosti se nachézi
nejvétsi mno¥stvi namé&fenych hodnot, je omezen §ifkou intervald (tzv. tfid)
histogramu. Z obr. 4 napiiklad nepoznime, zda je vice hodnot v interva-
lu (1,2;1,3) nebo v intervalu (1,3;1,4). Pokud zkusime sestrojit histogram
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Obr. 4:/Histogram absolutnich &etnost{ naméfenych hodnot z obr. 3 |

s velmi Gzkymi intervaly napf. v naSem pfipad& 0,05 (viz obr. 5), dosta-

weawe

neme sice podrobnéj§i informaci 6 rozdéleni naméienych hodnot, ale rychle

kless Eetnost v jednotlivych intervalech. Histogram, ktery tak ziskdme, sice
reprezentuje nae méfenf, ale zalne ztracet vypovidaci schopnost o celkovém
chovéni mé&fené ndhodné veli¢iny. Pak se miZe stat, Ze jinou sadou stejného
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Obr. §: Histogram absolutnich &etnosti naméFenych hodnot z obr. 3 s vétsim
oCtem t¥id neZ na obrdzku 4

podtu méfeni dostaneme histogram jiného tvaru. Pfi & podtu t¥ld (in-

tervald) histogramu je ted ialé romis. Pfi malém podtu. t¥id
‘méme malo pfesnou informaci o rozdéleni hodnot a poloze maxima, naopak
pfi pFili§ velkém potu, tifd zaniké hledand informace v Sumu, Pro vhodnou
volbu poétu t¥id k lze pouZit vztah '

@“‘é“z’j&é’(ﬁ"ﬂ@ (1.5)
‘M

kde N je polet méfeni [3], Sitku tifd Az pak dostaneme rozd€lenim intervalu

ST P St vt 4 oh i f Aty

PHi plénovani méfeni mi¥eme vychézet naopak z pofadavku na velikost tFid
histogramu a napldnovat podet méfeni,
_Predstavme si, Fe bychom zvétfovali podef. naméfenych hodnot a tim

P rnn o

mohli zmendoyat hodnotu Az, Horn{ zubaty okraj histogramu.by. se tim vy-

IUNTIT TS

hlazaval, aZ by v limitnim piipadé pfegel v hladkou kiivku, Ziskanou hladion

~eal

funkci f(z) limitniho pFipadu definujeme vatahem.
e A
0= am 22512 19

kde P(z,z + Az) je pravdépodobnost, Ze hodnota mérené veli¢iny padne do
mmz; z+ Az). Funkce f‘(ﬁl_udévé tzv, hustotu pravdépodobnosti
2 pin& popisuje_vIastnost] ndhodné proménné, Hodnoty hustoty pravd@po-
dobnosti nejsou na rozdil od relativai Cetnosti bezrozmérné veliciny, ale maji
rozmér reciproky k rozméru méfené veliiny. Z defini¢niho vatahu (1.6) ta-
ké plyne, jak vypotitat pravdépodobnost toho, Ze vysledek m&feni padne do

T ek s ot gy - e 80 TN S g ot e ——
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intervalu {a; b): = ;
] P(a,b):/ flz) dz . Q)

Velikost pravdépodobnosti je tedy rovna yelikosti prislusné plochy pod kiiv-
kou funkce f(z). Z toho take vyplyva, %e integral pres cely defini¢ni obor
nahodne proménne je roven jednotce

(} ~/c;ef obor (m) dm =1 ] (1‘8)

N st et e+t g o

Znamena to, e namé&feni hodnoty v deﬁmcmm oboru je jev jisty a plocha pod
celou kifivkou funkee f(x) je rovna jedné. Velikost pravdépodobnosti miZzeme
nazorné vyjadiit v grafu (viz obr. 6). Z vyse uvedeného je ziejmé, Ze presny

pravdepodobnosti f(x)

hustota

a g
L TOOU | i ] L i 1 1 i ] 1 ] 1 1 1 i 3 1
04 06 08 1.0 1.2 14 16 1.8 20 22

meérend hodnota x .
Obr. 6: Graf hustoty pravdépodobnosti a jeji souvislost s pravd€podobnosti

O

pribéh hustoty pravdépodobnosti nelze expernmentalné zjistit, protoZe by
bylo nutné provést nekoneén& mnoho méfeni. Je ale moZné ziskat jeho odhad
déale uvedenym postupem.

Daléi dileditou charakteristikou nahodné proménné je tzv, distribuéni
funkce, které je definovédna yztahem .

e .
M f@&)d j (19)

Hodnota distribucni funkce F(z) udéva Aghkost.pxa,x.depodohnosh,.s.ga.m

bgdnota nahodné proménné padne do intervalu (—oo;z). 7 toho vidime, Ze
obor hiodnot distribuéni funkce je (0;1) a funkce je neklesajici. PfibliZna
konstrukce této funkce z experimentalnich dat vychézi z definice. Pfjbli¥nou
hodnotu funkce F(z) vypoditdme jako relativni Eetnost namé¥enych hodnot
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v intervalu (—oo;z), Tim zfskime schodovitou funkei, kterd mé skok vidy
v hodnotach ziskanych m&fenim, PHi dostatecne velkém pocty hodnot ple-
stivaji byt schody vyrazné, Na obrdzku 7 je znazorn&na distribuéni funkce
sestrojené z mé&feni na obr, 3.

¥ LIRS athet Senns St MmN NS IR S HANNL NN SHDNL NN ANRR RN SRS A RAL BRRN AL RS ARRNLINNR

10F

pravdépodobnost P
ot
(¢4}

0.0

3 1 PYRNN I SO | Il

02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 2.2 24
. meétrend hodnota x
Obr. 7: Odhad distribuéni funkce z naméfenych hodnot na obr. 3

Podle definice (1.9) plati .=
'//

/ (@)= d";f’ . (1.10)

——

i

kou der1vac1 distribuéni funkce. Pred derivaci je nutné vhodnou numerickou
“metodou odstranit na distribudni funkci malé schody [2). Tak byl sestrojen
i graf hustoty pravd&podobnosti na obrizku 6. Srovnanim hustoty pravdé-
podobnosti nebo distributni funkee s teoretickym modelem lze ziskat fadu
usitednych: informaci. e
uRumonde_tmh\t_lﬁn; fggkcglzniakgxypo&xatdﬁdnetu )
P(a,b). Vypolet vychdzi z né,sledupclwvahy ofac|
pravdépodobnosti P(—dx, b) odfiot _pak. Pl 0a

plati_ e e
Pla,b) (oc\b) Pieood) SR~ Fla)) (1)

Vyznamnym pararnetrem popxsupc:m nadhodnou proménnou je jeji stfed-
ni hodnota E, ktera je deﬁnov{ma vztahem

E(&Z) = ‘/def. obormf(x;;;). (]‘12)

S e

T —
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Tento parametr udévé polohu rozd&leni. Diilezitou vlastnosti stfedni hodnoty
j& 1o, 2e sttedni hodnota linearni kombinace nahodnych proménnych je rovna
lmearm “kombinadi jejich sttednich hodnot, ].

@z,%—...%—anwn):a, (1) +.+ an(e )J (1.13)

BRI e o e

o s

Diikaz tohoto tvrzen{ lze provést dosazenim do (1 12), viz napf. [4]. Je nut-
né poznamenat, Ze stfedni hodnota neexistuje vidy. Je mozno najit takové
p¥fklady hustot pravdépodobnosti, pro které integrél (1.12) nekonverguje.

Hustota pravd¥podobnosti je ddna vztahem

R
Uréete:

a) hodnotu konstanty p

b) prib&h funkce

c) distribuéni funkei a jejl prib&h

d) pravdépodobnbst toho, %e prom&nné z nabyva hodnoty z inter-
valu (-1;1)

Redeni:
a) Hodnotu konstanty p ur&fme ze vztahu (1.8). Mus{ tedy platit

p —
/w1+x2dz 1.,

integraci
/oo P dz = plarctgz]®, =pr,
—oo 14 22 i
, .
p==.
Hustota pravdéppdobnosii mé tvar

1
Te) = sy
Jednd se tzv. Cauchyovo rozd&lenf.
b) Graf hustoty pravd&podobnosti je na obrazku 8a.
¢) Tvar distribun{ funkce je podle (1.9)

arctg z

+

F(z) = / ! dt::l[arctgt] -

—co 71+ t’)
Graf distribu&nf funkce je na obrdzku 8b.
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Obr 8: Graf hustoty pravd&podobnosti Cauchyova rozdéleni (a) a jeho dis-
tribuéni funkee (b)

d) Pravdépodobnost P(-1,1) mid¥eme urlit z hustoty pravdépo-
dobnosti

1 de 1 vl
P(-1,1) = / m ["a.rc!,gz]-l--i,

nebo jednoduddim zpldsobem z distribuén{ funkce
P-1,1)=FQ1)-F(-l)==~>==.
Znamend to, %e ve velkém souboru namé&fenych hodnot veli&iny,

kterd se Fid{ timto zdkonem, bude polovina viech hodnot lefet
v intervalu {(-1;1).

1.4.2.2 Normélni rozdélen a jeho vlastnosti

Ptikladem néhodné proménné, se kterou se nejfast&ji setkime v praxi, Je ve-
lifina, ieji% hodnota } je ovhvnoy_a,na _velkym podtem néhodny c;hwx_;,y_g Piso-
benim téchto vlivd WM&&které jsou navzijem
nezdvislé a jejichZ hodnota se pficité ke skutedné hodnoté mé&fené velidiny.
Vyslednd Hodnota jo dAna soudtem velkého mnozstvﬁgmgg_érmch _nihod-
nych chyb se skutednou hodnotou. To je typ:cka situace pfimo mé&Fenych
velidin,
Tuto situaci si miZeme pFiblifit pomoci velmi zjednodu¥eného p¥fkladu.
Predpokladejme, Ze méfeni je ovlivnéno piisobenim &tyf elementdrnich né-
hodnych chyb s konstantnf velikost! . U téchto chyb se ndhodné a navzdjem
nezavisle méni znaménko, tj. ndhodné chyby nabyvaji pouze hodnot —¢ a ¢.
V tabulce 3 jsou shrnuty vechny moZné pfipady jejich souéasného pilsobenf.
V takto zjednodudené situaci jsme dostali diskrétnl ndhodnou promé&nnou
nabyvajici pouze péti hodnot. Graf relativnich Zetnosti je na obrazku 9. Vidi-
me, Ze ve vét3iné pfipadi se plsobeni jednotlivych vlivi navzéjem vyrusilo a
vysledna chyba byla nulovi. K tomu, abychom dos&hli velké vysledné chyby,
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relativnf &etnost q

£}
o
R {

znaménko | hodnota | abs. €etnost | rel. éetnost
-l -1 -1 ~4e 1 0,06
Tl -1-1-
+1-1- —2€ 4 0,25
S U O
-l-1-1+
+14+]-1-
-+ -
+1-1-1+ 0 6 0,375
N R D B
-+ -+
S IR IR
+ |+ |+ -
4141 -1+ 2¢ 4 - 0,25
+1-1+ 1+ -
R I Bl s s o
4+ + 4e 1 0,06

| Té,bulka 3¢ Priklad pﬁsobeﬁf Styf elemehtémich chyb

o o
. ES
4 ¥ -

o
(O
——

0.0}

yye

‘ -—2a ’ 0 2t
celkova chyba

4e

6c

Obr. 9: Graf relativnich &etnosti diskrétni ndhodné proménné
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musi nastat takovy pfipad, kdy mnoho elementérnich chyb ma soudasné stej-
né znaménko. Takova situace je malo pravdépodobna, proto relativni Cetnost
8 rostoucf velikosti vysledné chyby klesd. Rozdélenf na obrézku 9 je pfikladem
tzv. binomického rozdé&leni, které popisuje vySe uvedeny piipad chovéni
diskrétnf ndhodné proménné. Dal§i informace o binomickém rozdélenf miZe
gtend¥ najit napf. v [5, 6). :

V realnych situacich viak elementarni chyby méni nejenom své znamenko,
ale i svoji velikost, a jejich potet byva podstatn& vy$¥i. Takovou situaci si
miizeme modelovat pomoci po&itate. Ndhodna proménna z byla modelovina
pomoci vztahu:

z =100+ 210 (RND( 0,5), (119
n=xl

kde vyraz RND(1) pfedstavuje funkei tzv. generdtoru ndhodnych &isel poéxta~
%e, kterd vytvai nshodné &sla v intervalu (0;1). Vyraz 10 (RND(I) 0,5)
tedy pfedstavuje ndhodnou promé&nnou, jeji# hodnota se méni v mterva.]u
(~5;5). V nafem modelu pak vystupujé jako elementarni chyba Téchto ele-
mentérnich chyb plisobi soutasn& 50 a jejich hodnoty se navzdjem stitajf a
vyslednd chyba, se pfigita k pevne hodnot& 100. Za t&elem vyzkumu chovéani
takové prom&nné bylo vygenerovano 10000 hodnot takovych ndhodnych &isel.
7 nich byla pak sestrojena distribudni funkee, jak ji# bylo popsino dffve, a
z ni pak derivaci podle vztahu (1.10) byla ziskdna hustota pravdépodobnosti.
Jeji graf je na obréazku 10. Z grafu vidime, e v&t8ina hodnot nai ndhodné
proménné le¥i v blizkosti pevné hodnoty 100, tj. ve v&tiné piipadi se vliv
elementirnich chyb navzéjem zeslabuje. Podobné jako v pfedchozim modelu
je vyskyt velkych chyb maélo pravdépodobny. '
N45 model je sice oproti redlnym situacim stéle zjednoduseny (nap¥. jsme
omezili velikost elementarnich chyb uréitym intervalem, viechny elementar-
ni chyby majf stejny charakter), ale kfivka grafu hustoty pravdépodobnosti
sv§m zvonovitym tvarem dobie odpovida teoretickému modelu tzv, normél-
nfho rozdélen{. Normélni rozdelem1 které nezévisle na sobg objevili Gauss
a.Laplace (proto se ta,ke nazyva Gaussovym rozdélemm.neho.néhdy ta,ké

———— ~_,~.-.,_
‘-&oo-.._..__.__-—"l'nxv*-wgq chi e s a0

kde g_a_j_jsou W&rhjejlché vyznam si odvodime dale Graf husto-
Lx_pravdépodobnostl normalm’ho rozdélem ma zvonovxt,){ tvar (vxz obr 11)

- £-X
.,.,... ——n, e

R R S e R o ¥

e e ettt

(l 15) 26 odvodit limitnim prechodem z bmoxmckeho rozdélem [6]
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Obr. 10; Graf hustoty pravdépodobnosti ndhodné proménné z poditafového

modelu ' S

i 1 H L A | 1 I )]

‘ o =20 pu-0 [ pto utle X .
‘;)br. 11: [Graf hustoty pravdépodobnosti normalniho rozdéleni
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Prozkoumejme nyni vlastnosti normalniho rozdéleni:
M‘»‘M/‘-——
1. Hustota pravdepodobnost; normélniho xqzdélenq&deﬁnm pro véech-
na, Te4la © a pro viechna z z intervalu (—o0,00).je.f MJ

pnpoustx vyskyt jakékoliv realné hodnoty r nahodne _proménné .

2. Proz= p nabyva funkce f (z) maxima. To si snadno ukéZeme pomoci

derivace '“‘”““‘*d'}(jmwm-- : p
r) pu-—z _e=-w) :
o= aamexp[ Iy ] : (1.16)

V maxxmu musi byt A
KON
. | bz
.&.toho vyplyvé, Ze. T

" Parametr. y_ted dy uddvé polohu maxima normalmhq rozdéleny, | Maxx-
: mélm funkcnf hodnotaje -

| [f(ﬂ) = } | o

3. Normaln; rozdélem Je suda funkce vii&i poloze maxima:

Lfiwz) f(u% | (1.18)

To. znamen@, fe v Myskyt kladnych a zépornych nahodnych chyb teze
vehkostl ma 8tejnou praf?i@po?Bnost N

B

4. Stfedni hodnota E néhodné promé&nné z, kterd se f{df norméalnim roz-
délenim, je podle (1.12)

E‘(a:)_:‘/oo‘ z eXp[ (2-;5)2} de ,

-0 O /o

substituef z = z — u dostaneme

© ztp al
Ba)= [ dz =
(z) ol zﬂ_ex [ % 2} z=
@z z? . PY
‘ ~Z | d j e exp |~ | dz.
./—co oer P [ 20'2] 2t ~00 o\/21r exp [ _202] dz
Prvni z integrald musi byt nutné roven nule, proto¥e integrujeme lichou

funkei v intervalu (—00, 00). Druhy mtegral mus{ byt podle (1.8) roven
jedni&ce, proto dostaneme

E(x)=p, (1.19)

tj. poloha maxima rozdéleni odpovida souCasné i stfedn{ hodnoté né-
hodné proménné,
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5. Stfedni hodnota ndhodné velidiny je rovna jejf skuteéné hodnoté z°, tj.

plati B ‘
T . =z . ' (1.20)

PP A e eyt

e o st s 4850 b £ il e e i sass s o et e

Toto tvrzeni lze dokézat nasledujici Gvahou. Jednotlivé hodnoty na-
hodné velidiny mi¥eme zapsat jako soucet skutetné pevné hodnoty a
vislodnZ rthodné chyby - v A
R . z=r"4¢. (1.21)

Ferian

elikof z* je konstanta, musi mxtewfaké;ﬁoﬁ?lélm rozdéleni. Pravdépo-~
dobnost Vyskyti kladnych a zdpornych ndhodnych chyb dané velikosti

Ml

je stejiné velké, proto mus byt strednl hodnota g-fovia ulle Sufeddl

hodnota & ¢ pioto ovna <. Tento gévér je velmi dllezity pro fyzi-
kaln{ m&fenf. Pokud by se nam podafilo uréit stfedni hodnotu méfené
veliciny, dostali bychom tim jeji skutefnou hodnotu. o

6. Vyéetfx'mé nynf vyznam parametru o. Na obrdzku 12 jsou zobrazena

normalnf rozdé&leni s riznymi hodnotami ¢ a s pevnou hodnotou g = 0.
_Vidime, %e s_rostouci hodnotou o se kiivka rozfifuje 2 klesd hodnota.

4 ] 1 ¥ 1 ¥ 1 L] § U 14 ¥ ¥ ] A 1] ¥ ¥

04 F -
—~
R

0.2 ™~

. 0.0t PO S S DT SN SRR | V, [NV NURATTNNN W AN SO WIS MUY WS ]

-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

PO T S ‘ : : X

Obr. 12, Graf hustoty pravdi‘épodobnosti normalniho rozdéleni s riznymi pa-
rametry o ' -

v maximu v souladu s (1.17) tak, aby plocha pod kfivkou zistavala jed-
“notkova. Jednd se tedy o 8ifkovy parametr. Zkusime najit jeho pfesny
-vyznam. Casto udévan)?m'§ifkov5fm‘paiametrern ve fyzice je $itka v po-
loviné vysky oznalovand zkratkou FWHM (z anglického Full Width at
Half Maximum) nebo polo¥f¥ka v poloving vysky oznafovand zkratkou |
HWHM (z anglického Half Width at Half Maximum). Viz obrazek 13.
Vatah téchto parametrii k hodnoté o lze snadno vypogitat. Oznatme
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" ““hodnoty nezdvisle proménné odpovidajici $ffce v polovin& vyﬁky 12

Pro §Ii‘ku \ polovmé vy§ky plati

.'121'2-* H= ﬂ:d\/2]l’l2

Polosirka v polovmé vy§ky (HWHM) e tédy ov2In2 = 1, 180 a §ff-
B ka'v ‘polovind vy§ky (FWHM) je 20v/2In2 = 2,360. Vidime, Ze tyto
' sﬁ‘kove parametry jsou pi‘frno umerné o, ale vyznam o nédm neobjashuﬂ

- Funkéni hodnota v bodech z = stoje

0.8 ax

1

flpko)= 1 exy [__oi = e
: " SRR VT fjp, 20%|  o\f2me

", jejf pomér k hodnoté v maximu (1.17)

fleto) 1.
i e e

, Parametr o tedy nemé ani zvld¥tnf vyznam z hlediska funkenf hodnoty.

"7 T | DR | BER— T

o

Trnax

0,60 max

1 i 3 b 1] i S

K=o u pto . X

Obr.' 13: Sx’fkové pérametry normé.lnfho rozdélenf

Vy§eti‘u3rne dale priib&h funkce a hledejme inflexn{ body, tj. body, pro
které pla.tf
df

“dr? =0.

30



Druhou derivaci spo&itdme derivaci (1.16)

aef 1 @=-m? [, _(—n?
dx7-—a3\/2_7?exl)[~ 502 ] {1 - }

V inflexnim bodé mus{ byt nulova slofend zévorka v poslednfm vyrazu

z—p=to.

Parametr o proto udavé polo$ffku kiivky normalmho rozdéleni mezi
inflexnimi body.

7. Parametr o je_vyznamnou veliinou z hlediska Eraydégodg@,simh
_‘ppétu S rostouci hodnotou g se kfivka normalniho rozdéleni roziifuje,
Me velikost hustoty pravagpodobnostz pro_hodnoty néhodné
proméuné, které jsou vzdalenéﬁx od maxima. Roste tak Tozptyl jejich.
hodnot a kl&é*pfesnesﬁﬂfﬁ“ﬂ&t‘btmvw@“ﬁzywmw
“né odchiyIKanebo krétce cliyba méfeni. Pravdépodobnost, ze nahodnd
promania padne do mtervalu (p—oiptoa)je

F“"” z .
/,, [ -—2—7’1)-—] de = 0,6827 . (1.22)

Plp~o,pto)= | 0\/5-1;

To znamena, %e ve velkém souboru mei‘em bude zhruba 68% hodnot
leZet v mterva.lu (p o; i + o). Podobné dalif hodnoty

}l+20 . [ (m - )
Py - 2a,y+2a) 0‘\/5.77/# -—-—2——5——~] dz = 0, 9545

_ , (1.23)
p+3¢ —
‘ (1. 24)

Vyse uvedené hodnoty byly zfskany numerickou integraci, protoZe tyto
integrély nelze fefit analyticky. Posledni z integrald fika, Ze do inter-
valu (g — 30} 4 + 30) padne naméfens hodnota s pravdépodobnost
99,73%. Pravdépodobnost 0,27%, %e n&ktera naméfend hodnota padne
mimo tento interval, lze pro vét¥inu b&%nych G&eld povatovat za vel-
mi malou. Proto hodnotu 30 pova¥ujeme za maximaln{ chybu, které
se bé&iné dopoustime, a oznalujeme ji jako tzv. v. meznf chybu, Mgznl
‘chybu budeme oznafovat symbelem . ...

lr=30d (1.26)

N&kdy se také uvadf tzv. pravdépodobnd chyba ~, pro kterou plati

o Plpmvpt)=
Opé&t z numerickych vypottd vyplyvd
T=37
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8. Linedrn{ kombinace ndhodnych promé&nnych z; s normalnfm rozd&lenim
‘ :czdlxl-{—_agxg,f{-...-i-a,,:vn
je ndhodna proménna, kters mé op&t normalni rozd&len s parametry
p= ey o+ ozt oot Qnfin
o® =alol +alod +... +dlo?, (1.26)
Platnost tohoto tvrzeni si ovéfime na zjednoduEeném pfipadu soudtu

dvou nahodnych prom?‘nnych 2y a T3, Necht jsou hustoty pravdépo-
dobnosti téchto nahodnych prom&nnych dény funkcemi f; a f3

POV O MY
Alz) = - 2m oxP [ ' 20'1 !
bz )
‘j f2($2) = o2 Ff?r exp { 203 1
Hledame hustotu pravdépodobnosti ndhodné promé&nné
x~'m,+mg - (1.27)

Aby vysledné. hodnota, mé¥en{ byla z a p¥itom prvnf ndhodna proménnd
 mé hodnotu z;, musi mit druh4 promé&nné z, soudasn& hodnotu z — x;.
- Pravdépodobnost sou&asného splnénf dvou ndhodnych jevi je déna sou-

Einem jejich pravdépodobnosti. Hustota pravdépodobnosti f(z) bude

déna soudtem hustot pravdépodobnosti viech pnpa,dﬁ kdy byl splnén

vztah (1.27)

Sy = [ fileh(e=2) dey (1.28)
Vztah (1. 28) je tav. konvoluce -dvou funkcf. Dosazenim

flz) = /c><> eXiJ{—,-(*’-E*?Q:} XP[ M} dz, ,

27\'0' o3 208

‘ . l‘x : ("“l‘?)
@) = - 2may02 exp[ %7 " 208 }x

o 1 1 _}__ By Ty
“ xv'/nooexp[ 3 (01 +*a§> z) + (02 + p ) 1]dx1 .
VyuZijeme vztahu {7] : ‘ e

,/:-: exp(~p'c® & gz) dz = exp (4;) ﬁ : [p> ) v

a po lipravé dostaneme

o] (it =)
flz)= ;;Zn(af + o3) P [ ?(Uf + 03) ] ’

co? je normélni rozdéleni s parametry g = py + p2 a 0? = o} + o2
Podobnou {vahou a indukef lze dlikaz rozdifit na libovolnou linearni
kombinaci ndhodnych proménnych.
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9. Zvlastnim piipadem normélniho rclggge_:m' je tzv. standardn{ normal-
of rozdé&lenf, které ma tvar

O g

[ P

- e

Jedné se tedy o normaln{ rozdélen{ s parametry g = 0 a ¢ = 1. KaZdou
ndhodnou proménnou z s normalnim rozdélenim miiZeme prevest na

o it ok s e s+ i
o oo e

-

ve B I e P T " R PO,
proménnou X se standardnim normalnim rozdélenim pomoci transfor-

Tl - ‘“*‘"*~~-34§35:? i e crrreensr
et X = - e ’ (1.30)

kde u a o jsou parametry pfisludejici 0

10. Distribu&ni funkci normalniho rozdéleni podle (1.9) nelze analyticky
vyjadrit. Distribu&ni funkci standardnfho normélniho rozdéleni- -

Z

P

éni proménné z,

- k.l__z, e e t2 MR
_FE= g e ["’2'} & \

S v, -
e, pppa
s Mo 44 s AT g Y A

lze pro & > 0 s pfesnosti lepdf neZ 10" aproximovat vztahem [5):

F(z)musi‘.&ﬁ;ﬂ%l

o y(a— by +cy® — dy’ +ey?) , (1.31)

kde 1

Y= 1%0,2316419z

0,3193815
0, 3565638
1,781478
1,821256
1,330274

/0 o R
(I EO | I O |

Pro ¢ < 0 se vyuZije vztahu
F(z)=1- F(~z), | (1.32)

ktery lze snadno odvodit z (1.18) a (1.8). Graf této aproximativn{ funk-
ce je na obrdzku 14. Tento vztah miZe byt s vyhodou vyuZit naptiklad
pro porovnén{ teoretické distribu&ni funkce a skute¥né distribuénf funk-
ce zkonstruované z naméfenych dat. Na zékladé tohoto srovnén{ lze

- usuzovat, zda maji experimentélni data normalni rozdéleni & nikoliv.
Napiiklad srovndnim obrdzku 14 a obrazku 7 lze usoudit, Ze nihod-
né proménnd popisujici vystup z optického pfistroje (pfiklad s daty
v obrézku 3) by mohla mit normélni rozdéleni.
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1.4.2.3 Rozdéleni x2, Studentovo a rovnomérné rozdélen;

e e T

———

Ptestoze je normélni rozdélenf nejéastéjfim piipadem, miZeme se setkat i
s jinymi druhy rozdéleni. Pfikladem mie byt méfenf vykonu elektrické-
ho proudu uvoliiovaného na rezistoru. Ohvodem mii%e_protékat_elektricky
“proud, jelios veltksst Ta normalal Tozdelenf (proud md%e mit kladnou 1 z&-
pornou iddnotu - miZe protékat obéma sméry), ale vykon je kladna Veli¢ina
(P = RI*) Jeri tifit jednodiichym rozborem zjistime, e hodnoty vykony
‘nemohou mit normélni rozdglent, proto¥e normaln{ rozd&leni pfipousti vy-.
skyt jakékoli redln€ (t]. i z&porné) hodnoty néhodné proménné, Vykon el.
_proudu musf{ mit tedy takové rozdélen; pro které plati g(z) = 0 pro z < 0.
V. tomto pifpad¥d-se jedn4 o rozd¥leni odvozené z rozd8lent x* (&1 chi kvad-
rit). Takové rosdeloni mé, velifin, FieFd JE oueEers wkvarlriv mesdvilyel,
proménnych se standardnim normalnim rozdélenfm, T

Pro Tep&l pochopeni si odvodiiie tuistota pravdepodobnosti ¢ velidiny z,
pro kterou plat{

- T = y2 ' o
kde y je velitina se standardnim norm4lnim rozdélenim. Pravdépodobnost
toho, Ze hodnota velifiny .z bude leZet v intervalu (0;z), je rovna pravdé-
podobnosti toho, %e velidina y bude mit hodnotu v intervalu {~/z; /7).
Pravdépodobnosti vyjadfime pomocf distribu€nich funke '

Gla) = P(vE) = F(~V&). |
Pro distribuéni funkei standardniho normalniho rozdéleni F' vyuZijeme vzta-
hu (1.32)
G(z) = 2F(z) - 1.
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Derivaci rovnice podle z (viz vztah (1.10)) dostaneme hustotu pravdépodob-
nosti g. Na.pravou stranu dosadime hustotu pravd€podobnosti standardnfho
normélnfho rozd&lenf (1.29) s argumentem /z a derivaci argumentu: .

g(z) = mexé [-—;—] . | (1 33)

Obecnéjéim prlpzidem .je rozdélenf vvelnénny, ktera je souétem n kvadratd ve-
ligin se standardnim normélnfm rozdélen{m Pak mluwme o rozdéleni x
s n-stupni volnost1 [5) ! : o

| 1>‘ > if-x _”“2 [ x | | _‘

o(z) = A(n/2) (”) exp [”'2'} ‘ (1.34)

Vztah (1. 33) je specidlnfm pi‘fpadem (1. 34) pro n =1 (I(1/2) = /7). Graf
rozdélenf x? pro rizné stupné volnosti je na obrazku 15. Stfedn{ hodnota

rozdélenf (1. 34) je | v
; - E(:cv)..n E (133)

Pfi. velkém poétu stupﬁﬁ volnosm se rozdélem x? blist k norma.lmmu oz~
‘délem To j Je znézornéno na obrézku 16, -

1ve vztahu je specidlnf funkee T, kterd j Je deﬁnové.na mtegrélem [7

I‘(z) f t”'lexp(-—t) ‘,
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Obr. 16: Srovnani rozdéleni x? (plna Eara) s normélnim rozdélenfm se stejnm
.stredm hodnotou (pi‘eru§ova,na Eara)
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ménné.z mé rozdélent X* s n stupni ‘Volnosti, Pxor_x_lénn_é__gmm.\_nwzﬁgm
nezavxsle. Prom;‘énnE tm _J)&k Studentovo rozdélem s n stupni yolnosti, které
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Je popsano vzta.hem (5]
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Graf Studentova rozdgleni je no obrgzku 17, na kterem mﬁieme porovnat
tvar rozdgleni se standardnim normélnim rozdélenfm Je zfejmé, %e s rostou-
cim poétem stuphid volnost] se Studentovo rozd&lenf rychle bli%f normalnimu.

BasledeELrikladem rozdéleni je tzv. rovhomérné rozdéleni. Takové
rozdéleni ma nahodnd proménna, kterd nEbyvél'hB’“volne hodnoty z intervalu

*Nézev Studentovo rozd&lenf pochdzi z pseudonymnu wStudent®, pod kterym publxkoval
své préce anglicky chemik a matematik W. S. Gosset. Pracoval v laboratofi pivovaru
Guinness v Dublinu, kde se enafil statisticky podchytit faktory ovliviiujfef kvalitu piva.

V roce 1908 vydal élanek o intervalovém odhadu stfednf hodnoty normélnfho. rozdélent,
ve kterém se pravé tohoto rozddlen{ vyu¥fvé,
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i
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t'"_&_l
(6]

a; b) 8 konstantm hustotou

for= ks setwh
@) =0 " zglab). (1.8

Velikost hustoty pra,vdépodobnostx je takova., -aby plocha pod kfivkou byla
ednotkové (viz 1.8). Takové rozd&lenf maji naphklad nahodné chyby vzm—
cajici zaokrouhlovamm éxsel pi‘l vypoétech ~

1.4.2.4 Odhad patametrd normalniho rozdélenf

T e e A

V piedchozich kapitolach jsime se seznamili s n&kolika rozdélenfmi, sz se

budeme zabyvat rozdélenim, které je pro fyzikiln{ méfeni nejdulemtéjéx tj.

norm nim roza8lentnrCllem fyzikdlniho mé&feni je ziskat 4daj o skuteéné
h_qgigote méFené veliSiny. Vime jiZ, Je tato hodnota je rovna stfedni hodnoté
normalniho rozdeleni. Vgr-s’l;dkem n_ méfeni nenf ale hustota. pravdépodobngg;
ki, nybrz soubor namerenych Todnot. Stopme tedy pfed problémem, jakym
zpuso'bem 5 t8ERtS hodnot uréit parametry rozdéleni, kterym se méfené veli-
tina rxdx Y zh]ede 15 tomu; e soubor namergnvch hodnot je védy koneény,

hodulie gttt

hodnoty V)fsledkem Jakychkoh matematxckych opera,ci s ho hodnotarm nahodné
promenné je toti% opét- hodnota ndhodné proménné. né. Takto ; je nutné pohli-
Yet Tna vy"my 7 ziskané zpracovanim méten{, Znalosti chovani nahodnych
proménnych ndm ale umoZhuj{ fici, jak kvalitni je na3 vysledek, tj. s ja-
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- 'Obr. 18: Sﬁa.tn)'r odhad parametri rozdéleni a namé¥ené hodnoty (k¥zky)

kou pravdépodobnosti se v oblasti, kterou jsme vymezili nasim odhadem.
nachéz{ skutetnd hodnota. Tato nejistota by nés neméla. odrazovat od vy-
u¥fvéni vysledkii méfen, protofe vhodnou organizacf experimentu a volbou
po&tu mé&feni lze skutetnou: hodnotu Easto urdit s pfesnosti, kterd je v praxi
dostatetnd. MoZnosti, jak odhadnout velikost hledaného parametru, je jisté
mnoho Dobry odhad by mél mft nésledujicf vlastnosm

nestrannost gdhad )g gegtranny (nevychyleny), Jesthée stfedni-hodnota

s 2O

odhadu je. rgm@, Jeho sl(uteéné hgdggjzéinezévxsle na poctu méteni)

ko nzistence - odhad je. konzxstentm Jesthée 6 rostoucnm poétem merem
~hodnota odhadu konverggje ke skuteéné hodnoté - '

efektxvnost -odhad je efekt.xvnl, Jestlxéga}to rozptyl Je rmmmalnf (zpravxdla
T e rozptyl 7rnen§u1e s rostoumm poétem méi‘en’) T

Me,)me soubor N nams enych hodnot T (z = 1, ..,N ) né.hodné vehcmy
8 normalmm rozdglenfm (1.15). Z nam&fenych hodnot mame odhadnout hod-
noty parametrd 4 a o, Hodnoty odhad# budeme znalit i a & tak ‘abychom
Je odli8ili od nezndmych skute€nych hodnot.

- Na obrazku 18 jsou zakresleny hodnoty ziskané méfenim (vyznaéené kiis-
ky) a ptiklad zvolené hustoty pravdépodobnosti. Parametry rozd&leni byly
v tomto pfipadé zvoleny evidentnd $patng, protoe nékteré namé&fené hod-
noty lezi v oblastx, kde rozdélenf uddva velmi malou hodnotu hustoty prav-
dépodebnosti, tj. je velmi nepravdépodobné, aby v takovych mistech lefely
naméfené hodnoty. VétSinu naméfenych hodnot mi¥eme ofekivat v blizkosti
maxima rozdéleni. :
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Rozdéleni s lépe zvolenou hodnotou j jsou na obrazku 19. Skupina na-
méfenych bodfl jiZ leZi v blizkosti maxima rozdéleni. Dalsim problémem je
ale volba §itkového parametru &. Pokud zvolime sitku p¥ili§ malou (viz tzkd
kfivka na obrdzku), n&které naméfené hodnoty se opét dostanou do oblas-
ti s malou hodnotou hustoty pravdépodobnosti. Pokud zvolime §ifku prili§
velkou (viz ¥irok4 k¥ivka na-obrazku), v okolf skupiny naméfenych hodnot
zistane Biroky interval, ve kterém je je$té velké hodnota hustoty pravdépo-
dobnosti, ale nele?{ zde Z4dné namé&fené hodnoty, coZ je opét nepravdépo«
dobnj, situace. Princip této uvahy vede k- metode pro objektivni stanoveni i
ad,

20 b
o~
"
St
Yot
1.0} 1
0.0t i 1 i x:fx:o(m(n;x 1 i L
-0.5 0.0 05 10 1.5 2.0 25 3.0

X
Obr. 19: Rozdé&len{ s riiznymi §Irkovyrm parametry a namé&fené hodnoty (kﬁz-

ky)

Zavedeme velilinu, kterd vyjadfuje vhodnost volby parametrl rozdélenf
pro namé&fené hodnoty. Tato veli¢ina se nazyva vérohodnost (oznaé. L). Vé-
rohodnost zkoumaného rozdéleni je déna soutinem hustot pravdépodobnosti
zvoleneho rozdélem pro namérene hodnoty

L(s0) = flea)f(a)... () | <138)

Smysl teto velxcmy vyplyva. A predchozx dxskuse Jesthée néktcra namerené
hodnota padne do oblasti s malou hodnotou hustoty pravdépodobnosti (§pat-
né volba & nebo p¥ili§ malé &), pak cely soudin bude mit malou hodnotu, a
tedy malou vérohodnost. \% piipadé volby pfili§ velké ¥itky & viechny body
sice mohou leZet v oblasti s relativné velkou hodnotou hustoty pravdépodob-
nosti, ale pili§ velkym rozi{Fenim klesa velikost hustoty pravdépodobnosti
v maximu, a tim klesd i celkovd v&rohodnost zvolenych parametrt. Hleddme
tedy takové parametry, pro které ma vérohodnost L maximum. Pro snazsi
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vypolet budeme hledat maximum logaritmu vérohodnostx, nebot funkce La
In.L majf extrém ve stejnych hodnotéch pao :

10 L(1,0) = Elnf R ()

V maximu musf byt 3 o
%:1;{3_:0' %ﬁ:.o._. o)
Do vztahu (1.39) dosadime za funkci f normé.lni rozdélenf (1.15) a dostaneme
o L{s, o )-—-—-——(lna +In2r) — E,Q"é??z‘ 4

Hledédme nyn{ maximum logaritmu vérohodnosti. Podle prvni podminky v (1.40

Polo¥{me derivaci rovnu nule a zfskime odhad I

?:(wk ~-£) =0, | - (142)
{3} Coe
2 toho setenim dostaneme
“r e, e
fo= = . (148
NG . L

Nejlepsim odhadem stfedni hodnbty normélnho rdzdelém’ (& tim i skuteéné
hodnoty mé&rené velidiny) je aritmeticky primér na,m Fenych hodnot. '
Podle druhé podminky v (1 40) hledame takové &2, pro ktere bude maxi-
maln{ vérohodnost - : -
8L, Z:(::: -p)’
Bot & 90t 202 !

37de se aetkévéme 8 pojmem parcilnf denvace, ktery se oznacuje symbolem 3. Parv
ciélnf derivace jsou derivace funkef vice proménnych, PFi jejich vfpottu derwu,;eme danocu
funkei jako funkci jedné proménné (vehledem ke kieré mame vypo¥itat derivaci). Ostatnf
proménné pfitom poklddame za konstanty a pouZfvéme pak pravidla pro derivace funk-
cf jedné proménné. Geometricky vyznam parciélnf derivace si miZeme predstaw(. tak, ¥e
derivaci po&téme pro kFivku, kierd je ¥fezem plochy grafu funkce Rez je uréen hodnotamx
ostatnich zafixovanych proméxmyc.h Napifklad pro funkei z = 28 y je

— e 32? e 2 \
B 32ty a 5; 23

Dal3f informace o parcilnich derivacich miize &ens¥ najit napt. v [7].-
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Pro maximalné vérohodny odhad &% musi byt prava strana rovmice rovna

nule N
> (zi— ) = N&*

=1
== Z(a:, . o (149)
t:‘-‘.l

UkéZeme si, %e takto ziskany odhad &7 je takzvané vychyleny, tj jeho stiedni
hodnota se nerovn skuteéné hodnoté o2, Rovnici (1.44) upravime a vydehme
‘kva.dré.tem skuteéne hodnoty §iFkového parametru

z(”‘"") o : »('1.'45)

t"“l

Na"’

Vyraz na pravé strané lze upravit do tvaru *

_ff? sz(af-;f}f)z'

=l ‘nl

‘Na pravé strané rovnice je: souéet kvadrats. proménnych, kieré majf podle
(1 26) standardnf normalm rozdg&len!. KaZdy ze s&{tancd na pravé strang rov-
nice ma proto rozdélenf x? se stupndm volnosti n = 1. Podle (1.35) j je stfedni’
hodnota takového rozdélenf rovna 1. Podle (1.13) stfednf hodnotu vyrazu na

4Dokézeme si, Ze platf » o S _

N A\ 2 N N 2
fE-aY 1 i

2( 24 ) : szl(a\/— cr\/§> )

f=1 J=1 i=
1

.

Vyraz na pravé strané formélng roziffime o prvky { = J Hodunotu vyrazu viak timto
nezménime. Upmvam) dostaneme

2N E(m; Z Z(.’c, - .'r(
i=1 . i=1 =1
Umocn¥nfm zfskdme
2N (Z.‘c -2;121‘;«}-}\’;1) Z( 2:,2:,-{-2:‘) .
=1 . [ F1-31 i=1 (153
Dosazenim z (-1.43) a fipravou:

" [N ) N N SN
. 2N(Zz?-—Nﬁ’)=NZz;‘-‘-—2N;}Zz;+NZ$?.

il J=1 . Jje=t i=l

N N ,
INY 2l — 2N =N Y 2l 2N,
RN £} i=l
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pravé strané rovnice ziskdme tak, Ze setteme stfedn hodnoty jednotlivych
séitancti. Tim dostaneme hodnotu N? — N, proto¥e soudet obsahuje N* — N
prvkd. Dosazenim a @ipravou ziskime stfedn{ hodnotu é?
152

E (}—\;‘-}-) =N-1,
zN ""1 .
N4¥ odhad &2 je sice vychyleny (E(6?) # o?), ale tzv. konzistentni (pro
N = o je BE(5%) = o¢%). Podle vztahu (1.46) je 2fejmé, Ze nevychylenym
odhadem o? je : S

E@) =0

(1.46)

‘?—;,L_N(. i)? (1.47)
Cr“1\’~-1‘-=1x'”” ' A7)
Vi¥e uvedené velifina & se nazyvé smérodatné odchylka jednoho mé-.
fenf. Musime mit stile na paméti, Je ziskané veliéiny ji a & jsou odhady
skute&nych hodnot a jsou to ndhodné velitiny, nebot byly ziskdny vypoltem
z jinych néhodnych veliin, Pi opakovani celého pokusu bychom z dalsich
N méfeni ziskali jiné hodnoty, i kdyZ charakterizuji tutéz veli¢inu. Veli¢ina
4 byla podle vztahu 1.43 ziskina jako linedrni kombinace velidin s normél-
nim rozdglenfm a ma proto sama normaln{ rozd&len{. Podle (1.26) je stfedni
hodnota tohoto rozddleni u a ¥itkovy parametr, jehoZ odhad ozna&ime b,e

w

N 1 2

By —et= ~ 1.48
Lt =w (1.48)
Dosazenim z (1.47) dostaneme . 3
““""““‘""-%N..___mm‘."_._m,j._._._, e N
1 .. B . A\g
.’Z(wg - )7 (1.49)

Dostali jsme tzv. Besseldv vztah ®, ktﬂj vyjadtuje Smérodatgw-

_chylku aritmetického priméru,

®Tento vetah lze upravit do tvaru, ktery nékdy mize byt pro vypolty vghodn&jif:

N N N N N N
Z(-’c.‘ - ) = Zx,?~2ﬂz:z;+2ﬂ7 = Zz?~2h’ﬁ’ + Nj? sz?-—Nﬂz .
{=1

$=1 i=l 1= f=1 1=l

Dosazenim

i=1

bo ol (et N
=\ Ty (- NE )
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Co nam umoZiiuji{ ziskané parametry fici o skute¢né hodnot&? Lze napfi-
klad tvrdit, e v intervalu (3 — &; j g+ 6) le¥i skute€n4 hodnota ? Statistika
umf dét pa tuto otazku odpovéd opét ve forme pravdépodobnostx Otazku
Ize formulovat i obecnji:

- Jakd je gravdé’podobnost toho, Ze skutccna stf‘edm’ kodnota ,u lezz v mter-

valu (f ~ ké; i + kby? | }
pravou vyrazu lze zjistovat i pravdépodobnost toho, ée N

-k<———-<k
‘ 6

Pokud na.jderne rozdélenf veliginy (ji—x)/é, odpovéd ziskéme vypo&tem prav-
dépodobnostl vyskytu této vehémy v intervalu (—k; k). Upravou zxskamc vy-’

raz
f—u I el I

| I I AR .
kde 6 je. skutetnd hodnota Zifkového parametru normalniho rozdéleni’ ant-
metlckého prﬁméxu. Pomoc1 vztahd (1.48) a (1.47) dosta.nerne n
1

ﬁ u6 i - u ____"=__u—~u 1 f: A |
T 6 \Yo*) & \\N-15\ o ) )
Vehéma (p y)/& mé. podle (1 30) standardnf norméln rozdélem Vyra.z

£(xE)

f=1

mé rozdéleni x s N=1 stupnx ‘'volnosti 6, Vehﬁma (i = p)]6 mé proto
Studentovo rozdélem s N — 1 stupni. volnost1 Abychom odpov&dili na vy¥e
uVedenou otazku, sta&l vypoc‘,lta.t ‘plochu pod kfivkou Studentova rozd&lenf
v xnterva.lu (—F; k). K tomu musime znat podet stupnﬁ volnosti, ktery j jeroven
.poétu mei‘em zmen3enému o Jednléku V praxx se setkMe spfse 8 opaéné
formulova,nou otdzkou.

Jakou hodnotu k musimc zvolzt aby skutccna strednf hodnota # Iezela-
v intervaly (i — k& i + kb) s danou pravdépodobnosti? '

Jinak Fe¥eno hledame takovou hodnotu , aby plocha pod k¥ivkou Stu-
dentova: rozdélem 8 danym podtem stupilt volnostx byla rovna uréité hodnoté,
Tento vypoéet Ize provést pouze numericky. Vysledky vypodtu jsou uvedeny

v taBulce.v dodatku C, Hodnoty & se nazyvaji Studentovy koeficienty.
Vynasqblme-lx hodnotu -6 té€mito koeficienty, dostaneme interval, ve kierém.
le¥{ skuteénd hodnota s danou pravdépodobnostl (tzv. hladina spolehlivos-
ti). B&%n& pouzivany zplsob zépisu vysledku mé&feni ma hladinu spolehlivosti
0,6827..Pokud vysledek zapisujeme s jinou hladinou spolehlivosti, musnme to
u vysledku uvést. - . v

85tejn€ jako v (1.45) lze vyraz rozlofit na soudet kvadrétd vchEm se standardnfm
normélnfm rozd&lenim. Pouze N -1 t&chto velidin j je vzdjemné nezdvislych, protoie z N
hodnot z; vytvdFime dvojice z; —z;. Intuitivné lze urkit, Ze soutet mé rozd&lenf x*s N~1 -
stupm volnosti, D&kaz Ize nalézt napt. v [4).
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' ,.Mérenfm napéti byly ziskény tyto hodnoty (ve voltech):

3,85 3,42 3,92 3,64 3,78 3,58 3,66
Uréete: :

a st¥edni hodnotu ha.péti o
b) smérodatnou odchylky jednoho méFent

)
)

¢) sm&rodatnou odchylku odhadu stfedni hodnoty
)

~ d) interval, ve kterém leél skuteZnd hodnota na,pétf 5 pravdépodob—
nost{ 0,5

e) interval, ve kterém IeEI skutec‘.né. hodnota, napétx 8 pravdépodob—
nosti 0,6827

f) interval, ve kterém Ieii skut,eﬁné, hodnota, napétx s pravdépodob-
nosti 0 9 :

. -Re&‘em

a) Stiedni hodnotu odhadneme pomocf (1 43) tj‘ arltmetu:kym pri-
mérem ft = 3,6857 V. :

b) Smérodatnou odchylku Jednoho méi‘eni odhadneme pomoci (1 47): ,
L 6=0,1675 V. - -

c) Smérodatnou odchylku arntmetlckého prﬁméru z[skéme pomoc{
Besselova vztahu (149): § = 0,0633 V.

d) Interval s hladinot spolehlivosti 0,5 zfskime tak, %o hodnotu
4 vynésobxme Studentovym koeficientem 2 tabulky v dodatku
. C pro 6 stupiidl volnosti tj. k = 0,718. Dostaneme tedy interval

© (3,686 0,045) V, tj. v Intervalu (3, 641; 3 781) V leZi skuteéna
* hodnota napétf s pra,vdépodobnostf 50%

e) Podobnym zpﬁsobem budeme postupovat pro hladinu spolehh-_ ‘
‘vost! 0,6827. Studentdv koeficient je k = 1,091 Dostaneme tedy
interval (3,686 0, 069) V, tj. (3 617,3 755) vy '

) Pro hladinu spolehlivosti 0,9 méme Studentﬂv koeﬁclent k

1 943. Skutetnd hodnota le¥i s pravdépodobnosti 90% v interva-
u (3,69 £ 0,12) V, jinak zapsino (8,57;3,81).V. Je. zrejmé Ze

8 rostoucf hladmou spolehlivosti roste ¥frka mtervalu ' ,

Pozn Pro sprivny zapis vysledkﬁ méi‘em platx pravndla, kteryml se
budeme aabyvat pozdéy : '

44



1.4.3 ~ Hrubé chyby méfFen{

|t S
Pii rozboru druhd chyb v Gvodn{ kapitole 1.4 jsme se seznamili s tzv. hrubymi
chybami. Tyto chyby vznikajf mimofadnym zplsobem: nihlou zménou pod-
minek experimentu nebo nepozornosti expenmentatoramby
Terdl stejnymy pravidly jako ndhodné chyby. ﬁekh jsme si, e hrubé chyb- '
né mafenf se vyrazné odliduji od ostatnich méfeni. Tyto v]astnostl umoznup
hrub& chybna méfenf identifikovat. Pro hranici, kdy lze ¥ici, ¥e_naméfena
hodnota se vyrazng odlifuje od ostatnich hodnot, miZeme vyuZit t intervalu

leggy_demdobnm e namérena hodnota zati¥end pouze

- nahodnou chybou padne dovnitf tohoto intervalu, je 99,73%. Je tedy velmi

malo pravdépodobné (0,27%), Ze Spravné : namérefff hodnota , bude lefet mimo

st

tento interval, Proto lze viechna méfen{ leficl mimo tento 1nterva.1 pova.éovat

e e e e

72 hrubé chybna a vyloucxt Je. Postup pfi zpracovani merem je n‘éslgg_gy_g

e
AR TREROSY

1 _Ze souboru naméi‘enych hodrﬁt)"xpgﬁxtéme antmet;gkx_p&w (odhad _
‘ stredmfodnoty) pa odhaH smérodatné odchylky Jednoho mererﬁ G )

2 Vypocxtame odhad xm:zni chyby & = 30 o

U caan b it

) 3 Ze souboru vylouéfme hodnoty lefici mimo interval (;z — R+ x)

Ml S
—s—k--—_...,.w__.‘—»« Aot e

4 Predchozi kroky opakujeme tak dlouh,g4 p.i nedogde,k vyloucem zadnei
hodnoty

Mérenfm odporu byly ziskény tyto hodnoty (v Q)

,1_25 3435,_ 125,3869 .125,6928 125,3712 125 3692
125,8365  125,3116 125,3626 125,3680 126,3866
128, 4105 126,3847 125,3700 125,1123 125,3962
125,3351 125, 3499 125 3847 125,3210. 125 3129 .

' Z téchto hodnot sta,nowme odhady stfedni hodnoty a smérodatne od- -
_ chylky _)ednoho méfeni ' ' _

= 125 3645 Q,

| #=0,0900. B |
R _Interval meznf chyby e (125,0675;125,6615)Q2. Mimo tento-interval
~ lefi hodrota 125 6928 Q, kterou vylouéfme BRI -

125,3435 125, 3850 125, 3712' 125,3592
126,3355 126,8115 125,3526 125,3680 125,3866
125,4106 ~ 125,3847 125,3700 ~125,1123 125,8952

©-126,3351 '125,3499 . 126,3847 126, 3210 - 125,3129

"Op‘akové.nfm vypattu ziskime:
A =125,3469 O,
§=0,06359.
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Interval mezni chyby je nyni (128, 1564; 125,5374)S2. Vylou&me hod-
- notu 125,1123Q2, kterd leZf mimo:

125,3435 125,3859 126,3712 125,3692

15,3365 126,3116 125,3626 125,3680 126,3866
125,4105 126,3847 125,3700 125,3952

125,3361 126,3499 125,3847 125,3210 125,3129

Parametry tohoto souboru jsou:
£ =125,3599 2,

=0,0201 Q.

Interval mezn{ chyby: (125, 2726; 125, 4472)Q. Viechiny hodnoty ji¥ le3{
v tomto intervalu. Soubor nam&fenych hodnot je tak ofi%tén od hrubé
chybnych m&Feni. Tento proces ptili§ neovlivnil odhad stfednf hodnoty,
ale podstatn& sniZil smérodatnou odchylku,

1.4.4 Chyby méfidel, /gélkové chyba méfen{ _

Vlastnosti mé&ficich pi‘iét%jﬁ jsou velmi dileZitym faktorem, ktery mize ur-
Sovat vysledné chovén{ ;:ﬁéi‘ené nahodné veliéiny. Nevhodnou volbou méficiho
_pFistroje mi%e napfiklad dojit k situaci, kdy rozptyl méfené veli¢iny na vstu-
._pu do méfictho pfistroje je tak maly, Ze jeji zmény nejsou na stupnici plistroje
..pozorovatelné. Pozorovateli s¢ pak muiZe zdat, e méfena velitina se viibec
_neméni. Bylo by mylné domnivat se, %e chyba m&rené veliéiny je nulova a
Jnéfeni_je absolutng pfesné. Ctend hodnota muze byt Konstantnf; piéstore
objektivné dochdzi k malym zméndm mé&fené veliliny. Tyto zmény jsou viak
mensi neZ je nejmensi 2ména, kterou lze na pfistroji zaznamenat. P¥iznivéjsi
je opacna situace, kdy rozliSeni méfictho pfistroje je podstatn® mensi nez
skuteny rozptyl méfené veli¢iny, Mé&fidla charakterizujeme pomoci chyby
Fidla, Je to souhrnnd vlastnost m&¥idla vyjadfujici chyby (systematické
a nahodné), kteron meridlo viiasi do Tigfen!. Chyba metidla_se udavé jako
_mezni chyba, To znamena, %e skutecna hodiiota méfené velidiny se téma¥ jisté
nelidi od namé&fené hodnoty vice, ne? je chyba méfidla.
Pro stanoveni chyby méfidla plati riznd pravidla podle typu pf¥istroje.
U _mechanickych méfidel (pravitko, posuvka, mikrometr atd.) se chyba mé&-
Tidla nejcast&]i odhaduje jako jeden nebo polovina diIku stupnice, Napiikiad |
pro_teplomér se stupnic{ po 0.5°C bude odhad chyby méfidla 0,5°C nebo_
0,25°C. ZkuSeny experimentator dokéaZe p¥i vhodné velikosti dilku stupnice
(0,7 a% 7 mm) odhadovat i desetiny dilku. Proto pfi stanoveni chyby mé-
fidla bereme v {ivahu i vlastn{ schopnosti. U méfidel ru¢kovych (voltmetry,
ampérmetry atd.) se hodnota chyby méfidla vypogitd pomoci tzv. t¥idy pres-
nosti pfistroje, ktera byva uvedena piimo na stupnici. Pokud neni uvedena,
Ize poufit pravidlo pro mechanicka méfidla. U digitalnich p¥istrojd hodnotu
chyby nebo navod na jeji vypocet udiva vyrobce v dokumentaci k p¥istroji,
Pokud tento {idaj neméame k dispozici, za hodnotu chyby povaZujeme jeden
digit, tj. hodnotu nejmensi zmény, kterou miize p¥istroj na daném rozsahu
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zobrazit (napiiklad pokud na displeji méame t¥i desetinnd mista, pak chybu
ptistroje odhadneme jako 0,001). Dileditd je spravna volba méficiho rozsa-
bg’piistroj_gl’p;{gggigmgg ném zévisi velikost chyby méfidla. Vypoltem chyb
m&fidel s6 budeme podrobnéji zabyvat v dodatku o viastnostech meficich pfi-
stroj. Specifickym p¥ipadem je méfeni Casu pomoci stopek: Chybu méfidla
uréenou podle stupnice (displeje) musime zvétsit o reakéni dobu pozorovate-
le, kterd predstavuje systematickou chybu méfeni.

Pro odhad celkové chyby m&Feni je urfujici smérodatnd odc¢hylka stfedni
_hodnoty mé&Fené velitiny a chyba méfidla A, Celkovi mezni chyba A, se

_nejlastdji podité podle vatahu

f,,.éu;fw -Q?f?)i.téf_;*wj (1.50)

Musfme mit na paméti, Ze chyba m&fidla A je mezni chyba, a proto smé-
rodatnou odchylku § musime pfevést na stejnou hladinu spolehlivosti (ti.
0,9973) pomoc{ Studentova koeficientu £. Vysledné chyba A, je také meznl
chybou. Pro odhad celkové smérodatne odchylky méfeni lze vyuZit vztahu
1.25 -

b= 4|62+ (—é)z : | (1.51)

|

7 deseti méFeni vodivosti digitdlnfm konduktometrem s chybou & =
0,01 uS cm™! jsme ziskali stfedni hodnotu j = 8,25 uS cm~! a sm&-

" rodatnou odchylku § = 0,08 uS em™!. Studentdv koeficient pro mezni
chybu a 10 m&kenf je k = 4,094. Celkovd mezni chyba mé&fen! je podle
(1.50) |

A, = JE0940,037 50,017 = 0,12 pS em™ .

V tomto p¥{pad& je chyba m&fidla zanedbatelna, protoZe vysledna mez- -
ni chyba je stejnd jako mezni chyba stfednf hodnoty.

Priklad 1.8

P¥i 8 mdfenich délky posuvkou jsme pFeletli vidy stejnou hodnotu
6,35 mm. Chyba posuvky je 0,05 mm, V tomto pFipadé je chyba mé-
Fidla urdujicf, protofe z naméfenych hodnat bychom ziskali nulovou
smérodatnou odchylku. Celkova meznf chyba je '

A, =0,05mm.

Zvdtsenim pottu méken{ nelze v tomto pFipad& chybu sniZit.
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1.4.5 Chyby nepfimych méFent, zakon prenosu chyb

Zatim jsme se za,byvah Zpracovénim pii mych mé&feni, tj. merem, pn kterych
jsou naméfené hodnoty hodnotami zkoumané veli&iny. V praxi jsou East&j¥im
piipadem nepfima méfeni, kdy z méfenych veliin pocxtame jinou veli&inu.
Zkoumana veli¢ina pntom miide zéviset na jedné piimo méfené veli€ing (na»
priklad objem koule miZeme méfit nep¥imo méfenim pruméru) nebo na vice
veli¢inich (napiiklad méfeni odporu miZe byt zalo¥eno na méfen{ ibytku na-
pétf a prOudu proteka)fciho méfenym rezistorem). Obecnd nepi‘xmo méfena
veli¢ina y zdvisf na n pi‘xmo méfenych veli¢indch

y = flz1,22,...,2a) . . (i 52)

Predpokladejme, fe velitiny z; jsou nayzdjem nezavislé. Pro kaZdou p¥imo
méfenou vehcmu z; jsme ziskali z opakovanych méfen{ odhady st¥edni hod-
noty j; a 3e31 sim&rodatné odchylky &;. Pro neptimo méfenou velitinu y pak
hleddme jeji stfednf hodnotu £ a smérodatnou odchylku 5. Odhad st¥edni
hodnoty ziskime dosazemm odhaddl stfednich hodnot do vztahu (1.52) 7

’ ﬂmf(ﬁhﬂm---;#n)- . (1‘53)

Vét3im problémem je vypoEet 8. V piipad® zavislosti na jedné p‘r’z’mo méfené
veliting by bylo moZné vypotitat interval chyby dosazenim hodnot fi; — by a
o+ b, do vztahu (1.52) (za pYedpokladu, Ze funkce f je na tomto interva-
lu monoténni), Tento postup véak nelze uplatnit u funkef vice promennych
Déle uvedeny postup vypoétu je sice aproximativni, ale nen{ obecng na ijmu
pFesnosti, protoZe pracujeme s hodnotami odhadd, tj. s ,nepfesnymi hodno-
tami“.

Oznalme Az; jako malou odchylku odhadu stfedni hodnoty t-té velifiny

od jeji stfedni hodnoty Ki

Arg = fyy — pi (1.54)

Zajlma nds, o kolik se zm&ni funkénf hodnota y v okoli bodu daném stied-

nimi hodnotami {; pfi malych zméndch viech veli¢in. To lze zjistit pomoci
Taylorova rozvoje funkce f

n o n 62 f

,2 A +2.Z§33

i—-l i=1 =1

~Oaila; o (1.55)

VEechny parcialni derivace jsou pocitiny pro hodnoty 4;. Pfedpoklddejme,
Ze viechny &leny fady od druhého a déle jsou zanedbatelné proti prvnimu
¢lenu. Tento pfedpoklad vychazi z toho, Ze hodnoty Az; jsou mald navzéjem

"Presnéjsf vztah je

n

<

RO PRI RIS ol if 4
© L2,y Hn 2'21‘5;?..

Rozdfl proti vatabu (1.53) v3ak byva Easto mensf ne¥ velikost chyby.
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nezévisld &sla a v dalsich &enech fady jsou v soudinu, co jsou hodnoty
taddové mensi. Pak dostaneme
of

= —— A
&y 2N P ot

8f
. 81:2

a L]
Azy+ ...+ 8xf Az, , (1.56)

l)lmnlin n ﬂ;,...,ﬁn

co? je linedrn{ aproximace funkee f. Funkén{ plochu jsme tedy nahradili v ma-
1ém okolj odhadu stfedni hodnoty rovinou, jeji¥ analytické vyjadfeni je dano
linearni kombinaci velidin Az;. Veliina Am;Aje nahodné proménné s nulovou
stfedni hodnotou a sm&rodatnou odchylkou &;. Podle (1.26) bude mit veliina
Ay smérodatnou odchylku

82 = o282 + 282 4 ...+ a28?,

kde a; jsou koeficienty linesrn{ kombinace (1.56)

af

a; = =
' 8:::;

ﬂl r"'oﬂn

Dostévame vztah tzv. zdkona pfenosu chyb
' 2
sn) .
f‘h"'»an :

. - -
'y af & 3f A af
6= — 6 e by L
J ( aml ﬂl"':‘p" 1) + ( 6z2 f‘l eeordin 2) + + ( azﬂ ( 5 )
| 1.57

Vyge provedené aproximace omezuj{ rozsah platnosti zékona prenosu chyb
na situace, kdy se nepohybujeme v blizkosti bodu s nulovou prvni derivac{
funkce f. . '
Uvedeny-vztah dévé do souvislosti odhady smérodatnych odchylek st¥ed-
" nich hodnot p¥imo mé&fenych veli¢in a odhad smérodatné odchylky nepiimo
m&tené velitiny. Pro vypolet chyby s danou hladinou spolehlivosti postupu-
jeme stejnd jako v p¥ipadé pfimo mé&fenych veli¢in, poCet stupiii volnosti
nep¥imo méFené veliiny je dén tzv. efektivnim poétem stupiii volnosti

new (viz [8]): , 1
{ 1~ :
) & (1.58)
l‘*h'"lf"\

kde n; jsou po&ty stuphill volnosti pfimo mé&fenych veli¢in a § je déna vztahem
(1.57). V pfipadg veliliny, jeji% chyba je ddna pouze chybou méfidla, budeme
predpokladat, Ze n; — co. : .

Pokud viak byly odhady smérodatnych odchylek pfimo méfenych velitin
zjistény z dostateénd velkého poltu méfeni, kdy se Studentovy koeficienty
pro danou hladinu spolehlivosti piili§ neli3i (do 10%) od hodnot pro neko-
" ne&ny podet stupfifl volnosti, lze vétSinou do zdkona pfenosu chyb dosazovat
i chyby s danymi hladinami spolehlivosti. Podm{nkou viak je, ¥e viechny do-
sazované chyby musi mit hladinu spolehlivosti stejnou. Vyslednd chyba ma

ol 1 [ 8f
naff:&*[Z;{(%

i=1
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-pak"hladxnu spolehlxvostx takovou, jakou maji chyby dosazované. Tento po-
stup je aproximativn{, v8t¥inou v§ak poskytne stejnou chybu na dvé platna

‘mxsta jako pFesny vypolet.
- Pro nékolik Jednoduchych pFipadd funkce f si odvodime pravidla pro

'vypo&et chyb:

e y=ar, bz : ,
- Vypoéteme nejprve parcidlnf derivace

of af
Pz, =a bz, ib

Dosazenim do (1.57) dostaneme

‘ V 0282 + bzég

- Tento vysledek lze take napsa.t pfimo z (1.26).
Pro efektivn{ podet stuphti volnosti plati podle (1.58)

) 4 417}
a8, G5
m Ny
8 y=azz;
. Parcidlni derivace
| af |
6(61 272 ’5;:; = ary .

Dosazenim dosta.neme
» 6 \/ 6}12 232 + (ap;)’@z
- Rovnici vydélime st¥edn{ hodnotou veliiny y, tj. 4 ="gjy s

s\ 2
() e () N (B) < ()
i afl) fiz asinfin) 0 N\
Dochazi tedy ke s&itén{ kvadrati relativnich chyb

F=\/f+ 7.

Pro z; —+ .0 nebo z, =+ 0 zdkon pfenosu chyb nelze pouZit, protoZe se
jedné o body s nulovymi prvnimi derivacemi funkce f,

[+ %9

Efektivni po&et stupiidt volnosti:

(afisby) 4 (bﬁl&)‘] -

n; na

Neft = 34 [
vytknutim hodnoty fi* ze zévorky a dpravou dostaneme

R <471
ALt
+ —= .

Nef = 7
ny N
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e y=azfz, ' a
: Parc1a1n1 derwace podle Jednotlwych vehém"
of o O __em

Oz, =my  Bzy oz}

:'Dosé‘z’er_liim do(157)

2., 82
b= -?-—-52,+a?@l$2.
CoNMTT e

:'Vydéleﬁim'rd\i/hice stfednf'hdduotou ﬁ: am [ itz dostaneme opét

‘Zakon prenosu chyb nelze poui{t pro 2 0.
Efektxvnl pocet stupm‘i volnosti:
1 .

' o : “ o " ‘ A : 4 o .
b [i (a&) _..,,L(_ae;&z) ] e
- ' &2 ny ' fi3

' 'vytknutfm hodnoty p ze za,vorky a upravou dostaneme o

- -negzr -—+ .

n o
o y=azd :
V tomto prxpadé mame Jen Jednu nezé.vxslou proménnou .

df.. abb"

- "Smerodatna. odchylka vellémy y pa.k bude :i .

B N W C

-  :  ’. ;Vydélcmm strednf hodnotou fr ziskame opét vztah pro relatxvm chyby
. _ ; |b|r1 |

Pro Ty — 0 pii b 7é 1 nelze zakon p?enosu chyb pouzit
| [Efektivni poEet stupnu volnostx '

e
e = [ty

. ' o .
{ipravou dostéinéme L ; : :
B (bm)‘]”l -

n.,ﬂr-r
ny .
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Konkrétnf pfiklady pouZit{ zdkona pfenosu chyb si probereme v ndsledujict
kapitole, kde bude vysvétleno, jak spravné zapisovat vysledky ziskané zpra-
covanim méfeni. Pro objasnen( pouz:tf vySe odvozenych pravidel je uveden
jeden priklad. ‘

' IPfiklad 1. 10|

Nepi‘fmo méfend velléma, y zévnsl na pfimo mé&fenych vehémé.ch T, 23
a z3 takto:

: z'f’:cg
= 333 .
QOdvodte vztah pro relativni chybu r vellémy y a jejl efektwni poéet

" stuphid volnosti.
Reseni: ‘ '
Véechny méfené veliliny jsou v soudinu nebo podilu, proto je mozné
vyuft vztah pro soulty kvadrdtd relativnich chyb. Vztah v zadé.nf
rozdé&lme nejptve na jednotlivé &initele. Relativnf chyba vyraZu 2? je
“2ry, kde rj je relativnf chyba z;. Podobn& relativn{ chyba z§ je 4rs.
~ Nynf miZeme se&ist kvwdrét,y relatxvnich chyb jednotlivych &initeld a

dostaneme :
= \/4"1 +r2 + 167'3

Podobnym postupem pomoci vyse odvozenych pravxdel zxskame efek-
tivni poZet.stupiid volnosti : :
6 o 1 266 ]

ry -+ —n + —T3
ng n3

1.t 5 Zapis vysledku mérem__leho chv_hL

Vysledek méFent obsahuje informaci kvahtatxvnf ~ jednotku,. ke které se

vztahu_]e informace kvantitativni, tj. &iselna hodnota vysledku. Pravidla pro
spravny zépis jednotek jiZ byla uvedena drive. Pravidla pro spravny zépis
_tiselného udaje vysledku vychdzejf z toho, Je nemé smysl zapisovat stiedni
,Nl_xvodnotu méfené velxémy s vet§l presnosti, ne¥ je hodnota chyby. ZpFesho-

vani 23 Finasi dnou informaci, protoze pri oPakovanem merem

bychom dostali j Jmou hodnotu, §na.hou je zapisovat vysledek s takovou pres-

nost, aby se pfi opakovaném méfeni ménily cifry zapsaného vysledku pouze

na poslednim nebo dvou poslednich mistech. Z toho vyplyvaji nasledujici
ravidla: : h

¢ Chybu stfedni hodnoty zaokrouhlujeme vZdy na jedno nebo dv& platna
_mista. Pry _m,.pl&me rnaiste danéhis EEle j¢ jehio  prvnl nenulova Gslice

YA e e

zlevaL "

3 Stredm hodnotu 7aokrouhlu ijeme na stejny ggjako chybu

D g

. Vyglede}gﬁgapﬁeme ve Lvaru....

e A

(stfedni hodnota & chyba stfedni hodnoty) jednatha
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{PFiklad 1.11]

1. Mé&fenim hustoty byly ziskdny tyto vysledky:
Stfednf hodnota: § = 0,7068493 g cm=3
Chyba: é = 0,0436818 g cm=?
Prvni platné misto cliyby je &fslice 4 a druhé platné mifsto je
&islice 3. PFi z4pisu chyby na jedno platné misto dostaneme zao-
krouhlenfm hodnotu 0,04, stfedni hodnotu pak zaokrouhlfme na
stejny F4d, tedy na dvé desetinné mista, a dostaneme 0,71; Vy-
‘sladek zapieme ve tvaru:. .. . o ,
= (0, 71 :1: 0,04) g e
Pokud chceme za.psat vysledek na dv& platni mista, zaokrouhle-
nim chyby dostaneme Eislo 0,044 astfedn{ hodnotu zaokrouhlfme
na tfi desetinné mista: :
p= (0,707 £0,044) g cm™®

2. Méfenm tlaku byly ziskdny tyto vysledky
St¥ednf hodnota: p==1 738 256 Pa
Chyba: §=1325 Pa - -
Prvni platné mfsto chyby je Hslice 1 a druhe je 3. Zépls vys}edku
na Jedno platné m{sto bude: :
S p=(1 738000&1000)?
nebo :
p= (1738 :u) 10° Pa, .
U takto pfedloieného vysledku &tens¥ nepozné, zda je za,psﬁn na
Jedno nebo dvé platnid mfsta. Proto se n&kdy nulové’ Efslice; které
nejsou platnymi misty, zapisujl. men¥{m pfsmem;
= (1788000 = 1 000) Pa
Zépis vysledku na dvé platnd mista: - _ ,
: = (1738 300 £ 1 300) Pa ~ - -
3. Mg&fenim momentu settvaénostl byly zxskany tyt.o vysledky
St¥edn{ hodnota: J= 189 304 kg m? ;
Chyba 3-»402kgm2 L oo
- Zépis vysledku na Jedno platné mfsto .
= (189 300 % 400) kg m
Zapis vysledku na dvé platnd mista: ©
. J = (189 300 £ 400) kg m?
4 Méi‘emm na,pét.f byly zlska.ny tyto hodnoty' ’
- ‘Stfedni-hodnota: U=0,003268 V
Chyba: §=0,02543 V .
- Zapis vysledku na jedno platné misto:
U=(0,00 & 0,03) V
‘ Zépxs vysledl\u na dvé platnd mista:
U=(0,003 %0 025) V-
nebo-_y
' 'Ucz(.'id: 25) mV
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[P#iklad 1.12]

‘Méfenim pruméru koule d byly zji¥tény tyto hodnoty (v cm)

4,32 4,36 4,28 4,41 4,40 4,31

4,35 4,38 4,36 4,32 4,33 4,32

Ur&ete objem koule.

Redent: , '

'Stanovxme stfedm hodnotu a sméroda.tnou odchylku Jednoho méFeni:

d_z 4,3450 cm ,
g =0, 039cm

AY intervalu mezni chyby (4,195;4,495) leZ{ viechny naméfene hod-
noty, proto neni ¥4dné méfeni za.tiiene hrubou chybon Smerodatna
odchylka aritmetického priméru

64 = 0, 0011 c¢m.

Pro objem koule V plat{
V= %n’ds . o
Dosazenfm stfednf hodnoty d dostaneme sttednf hodnotu ¥:
~ V'=42,050466... cm® .
Pro smérodatnou odchylkﬁ ob;iemu'3 pak plat{
| | | 5 = 51::1’6,1
Dosazenim dostaneme
§=0,03418... em®

‘ Efektlvm polet stupiid volnostx je

.;1 .
n 6‘ L Jz 43“ e
el = nd 27_" ) d =N .

Smérodatnou odchylku vynédsobime odpovidajicim Studentovym koe-
ficientem pro 11 stupfid volnosti, Vysledek se spolehlivost{ 68,3% je

= (42,954 0,03) cm® .
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IPi‘ﬂclad 1., 13]

Sklonn)‘m trnbornetrem byl méfen kineticky souémitel smykového tfenf
f Pro vypoéet hodnoty f plah R

f*"tgar -

"kde o je Ghel na,klonéné rovmy, po které méi‘ené tEleso klouzalo rov-

| i .nomérnym pohybem Naméi‘ene hodnoty Ghlu « jsou:
$.33,8% '34,56° 34,0° -.38,6°  33,0° 33,5° :

Stupnice tribometru je délena. po 1°. Uréete hodnotu kinetxckého sou>
&initele. smykového ti‘en( . e sl

L Resent: .

| Odhad sti‘ednf hodnoty ! Je b
Coe T a8, 666... .
"\Smérodatné odchylka. Jednoho méfenf
o= o, 52° B

& ’Vﬁechny hodnoty leif v intervalu mezn[ chyby, proto ’Zédnou hodnotu
" nemusime pro daléf v¥polty vyluéovat Smérodatné. odchylka. sti‘ednf
_hodnoty je podle Besselova. vzca.hu ,

'3,,_0 21°

- Tato hodnota je srovna.telné. ] chybou pi‘istro;e, které, éinf asi polovmu '
" dilku stupnice, tj. A= 0, 5° Celkové. améroda.tné odchylka. m¥Feni 5 '
* “:podle (1 51) ,)e T __ :

'Odhad sti‘edn( hodnoty j zfskéme dosazenfm sti‘ednf hodnoty & do .
i vzta.hu pro vypoEet f -
fao 58435. .

. -‘Smérodatnou odchylku f vypoéft.éme podle zé,kona prenosu chyb

Ny
( f) 32- (tg a+1)6c.
Pri dosa.zovéni do tohoto vatahu musime pamatovat na to, Ye stan:
‘;’_':da.rdni zpﬁsob vyjadi‘ovénf ahl. je v radlé,nech FED
e 3‘ =0,268° = 0, 00468

b= o 00675

PH vypoEtu efektxvniho poétu stupﬁﬁ volnosti budeme do vzta.hu \
(1.68) dosazovat pouze odchylku by protoZe chyba méfenf A mé, ne-
koneény pot‘.et stupﬁ\‘z volnostl a proto do vysledku nepﬁspwé

- ncq = 4§ [—-(tg ot 1)‘3“]
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dosazenim dostaneme n.q = 13, 3. Odpovidajic/ Studentiv koeficient
zfskany interpolaci v tabulce v dodatku C je k = L. 039. Vysledek se
spolehlivost{ 68 3% je

f=0,5840,007.

[Prfklad 1.14]

Méime zméfit hustotu médéného vilce pﬁmou metodou ‘to znamené
-vadZenim a mé&fenim rozmard.

PHi pfipravé pokusu nejprve vy_]deme 2 teorie. V nasem pffpadé jde
o definici hustoty

. e= V . B - o

Teorii vyuZijeme pro na¥ konkrétnf pFipad a vytvofime tzv. hypotézu.
- Budeme pfedpoklddat, %e t&leso je homogennf s hmotnosti m a mé
va.lcovy tvar pruméru da vyEky h Pro hustotu pak dostaneme

4m.
wd’h

'Pted m&¥enim udélime i rozbor chyb, tj podle zé,kona pfenosu chyb
vyjid¥me, jak se jednotlivé velnémy podfleji na smérodatné odchylce

hustoty s
b= (e e G >32

Provedenim derivac{ dostaneme

. 4 \?. 8m\%., -/ 4m
= —2_\ & AU+ 2
§= \/(n’d%) b + ( wd3h) dt ( d2h2) 6
Nézornéjii je vyraz pro relativnf chybu, ktery ziskime vyd&len{m pfed-

_choz{ rovnice.g, nebo miiZeme napsat pfimo podle dhve odvozenych
pravidel pro relativni chybu souEmu a podxlu oy

Foe= A2 ‘|T4"d+"n .

Vidime, Ze Elen s relativn{ chybou priiméru vélce d je nisoben faktorem
4. Optimaln{ stav je takovy, kdy ka¥dy ze s&itanci pfispivd pFiblifné
stejnou hodnotou do celkového soudtu. Pak lze fici, e pfesnosti mg-
fen{ jsou vyvédZené. Proto musime primér d v nalem p¥ipad® zmé&fit
s pfibliZné poloviéni relativni chybou ne ostatn{ velitiny. Pro méfe-
n{ priméru pouZijeme pFesndjil m&fidlo nebo provedeme vétsi pocet
mé¥eni.

Vysledky méfeni jsou:

d=282cm  &=00lcm 200 mafeni
h==8,35 cm ov=0,06 cm . 2 30 m&Ffeni
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Mm=466,165g An=0001g - z 1 méfen

Chyba poélednfho méfeni je uvedena jako mezn{ chyba, protoZe by-
la stanovena z piesnosti &teni na stupnicl vah. Dosazenfm sti‘edmch
hodnot do vztahu pro hustotu dosta.neme

g = 89'%850 gcm -3,

Tabulkov4 hodnota hustoty madi je o= 8 960 g cm“3 Tuto hodno-
tu budeme pro nade Zely povafovat za skutefnou hodnotu hustoty.
Shoduje se néds vysledek s tabulkovou hodnotou? Pouhym srovndnim
téchto hodnot bychom mohli dojit k z4véru, fe ke shodé nedoilo, Do
vyhodnoceni vak musime zahrnout i chybu méfeni. Chybu vypodi-
tame pomoc| zdkona pfenosu chyb. Pro vd%enf byla stanovena mezni
¢hyba, & proto do vztahu (1,57) budeme dosazovat smérodatnou od-
chylku hmotnostx vypoéntanou podle (1.25) tj SRR
Sm: -A—Q .
‘ Vypoétem napi‘ pomocx rela,txvnfch chyb dostaneme odhad smérodat-

né odchylky hustoty :
6 0. 089 g cm”

Efektxvm poéet stupﬁﬁ volnosn Je }
. . -1 -
Lo+t

dosazemm dostaneme e = T4, 2. Odpovida.ﬂci hodnota, Studentova )
koeficientu j e k =1, 007. Vysledek s‘hlad nou qulehlwostx 68.3% je

n,—i 1F4+
V ﬁ‘-.‘ nm . Ny

o= (8, 9440, OQ)gcm

Tabulkové hodnota le3{ v tomto: mtervalu proto’ lze konsta.tovat Ze
vysledek ‘m&fenf se shoduje s.tabulkovou hodnotou. Pokud by tomu
tak nebylo, museli bychom prov&fit nejprve spravnost vypoltd, prove-
denf experimentu, prov&fit kalibraci méFidel, pokus zopakovat, ovéfit
- spravnost. pfedpakladid. pouZitych pfl tvorb& hypotézy, zpi‘esnit hypo-
* tézu (napk. zapotitat vliv teploty), ové&fit vhodnost pouzité teone aal
na z4vér zkoumat platnost teorie, ‘

P¥iklad 1.16

Pomoc! osciloskopu byl zméFen faz'ovy‘posu'n ¢ mezi proudem a na-

p&tfm na jistém prvku v obyodu st¥idavého proudu Vysledek méfem ‘

byl ‘ - -
o =6° +10°.

4 #

Urcebe hodnotu G&intku g
T omE=cose .
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Redeni: Stfedn{ hodnotu &infku spolitdime ze stfedni hodnoty fézo-

vého pbsunu:
7=0, 99452...

Zkusme vypotitat chybu podle zé.kona pfenosu chyb (1 57)
=4, sing.
Dostaneme chybu (muéime dosa,zova.t v radné.nech)
| 8y = - 0,01824..,

Odtud bychom dostali mterval chyby (0 81 1 17) Tento vysledek mu-
sf byt chybny, protofe dZinfk nemiZe byt podle deﬁmce vBtii ne 1.
Podminky, za kterych byl odvozen zikon pFenosu chyb, zde nejsou
zFejm& spinény, nebot v rdmci intervalu smérodatné odchylky le#f nu-
lovd hodnota derivace zkoumané funkce. Obecné. Feden{ takové situace
je zna&né komp_hkovane, protoZe hodnoty nepf{mo mé&fend velitiny pak
nemaji normélnf rozd&leni. Tento jednoduchy piipad lze fefit Gvahou.
Predstavme si, Ze hodnotu ¢ ménfme postupné v intervalu chyby, tj.
od —~4° do 16°, Budeme sledovat, jak se m¥ni hodnota 7. Pro hodnotu
@ = —4° je n = 0,9976..., pki zv8tSovan{ ¢ nabyvd n maxima pro
= 0° (= 1) a pak kles4 a7 k hoffnot& 7 = 0,96126... pro ¢ = 16°.
Interval hodnot 5, jestliZe se ¢ méni v mtervalu ( 4% 1 6°), je

n=(0,96;1 00)

VE&imné&me si, Ye stfedn! hodnota 7 neleZf uprbstfed intervalu. Je to
zpiisobeno nesymetrif rozd&leni, které popisuje chovén{ velitiny 7.

| P¥{klad 1.16] .

Na pracovi3té broudeni jsou doddvany destlékv s tlouktkou d; (4304
10) um. Podle pfedpisu maji mit destitky po broudeni tloustku dy =
(350 £-20) . um. Jakd musf byt tloustka odbru¥ované vistvy t-a jeji
tolerance, aby byl dodrken vyrobni pfedpis? Pfedepsané tolerance lze
‘povaZovat za meznf chyby stfednf hodnoty tloudtky vyrobkd. .
Spatné fedeni:

Tloustku ¢ vyjadiime jako rozdﬂ

t=d; —dy.

QOdtud ziskdme stfednf hodnotu t
t=80pum.

Meznf chybu & vyjddiime podle zdkona p¥fenosu chyb

ktz\/ki-{-kg,

kde &; a &y jsou tolerance tloustgk d, a ds.
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kg = 22 um

Vysledek je tedy

| “t = (80 £22) pm .
Tolerance odbrudované vrstvy ném paradoxnd vysla v&tsi, neZ je to-
lerance vysledné tloudtky. Tento vysledek je Spatny, protofe jsme pfi
formulaci problému prehlédli pFféinné souvislosti mezi velizinami. Ve-
likost odbrufované tlouitky neni totiz disledkem zm&ny tloustky, ale
naopak vyslednd tloustka dp je déna rozdflem politetni tloustky a
velikost] odbrudované vrstvy. Jinak feeno d) a dz nejsou navzijem
nezdvislé, jak je pfedpoklé/dano v odvozenf zékona pfenosu chyb.
Sprduné seleni:
Vysledna tlou¥tka j Je déna vztahem

. dy=dy —t.
Velitiny dy at jsou navzéjem nezdvislé a podle zékona pfenosu chyb
| - A =Rl4Al. R
Vyjéd¥ime toleranci tloutky ¢t . -

k= JR-RE.
li)yogézéxiimdostaneme .
ST Ri= 17 pm .
Vysledek ‘
t=(80£17) um

‘Ph’klad 1.17]

Mame stanovit méFenim odporu R elektricky m&rny odpor g materia-
1u, z n&ho? je zhotoven drit konstantnfho kruhového pn‘ii‘ezu o pri-
méru d a délky l. UrZete, s jakou relativni chybou musime zméfit tyto
“veli&iny, abychom ziskali g s relativn{ chvbou men¥i ne¥ 2%.

Redent: '

Elektricky mérny odpor je v tomto pfipadd

_ #Rd
| | ="
" Pro te!ativnf'chybu o podle (1.57) plati

re = ,/r}l+4r3+r? .

‘Presnosti méfeni budou nejlépe vzijemné vyviiené, kdy? kaidy ze
stitanch bude prispivat do celkového souétu stejnou hodnotou. Jeli-
ko mé byt r, = 0,02 a men3{, dostdvidme pro maximélni pnpustne
hodnoty relativnich chyb

rk = 0,02%/3 = 0,00013 ,
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‘TR = 0‘012
473 =0,02%/3 = 0,00013,
r2=0,000033,
| - rg=0,0088,
=y, 022/3 =0, 00013
0 p=0,012.

Méi‘enf musime volbcu mérlcxch zaffzen{ a pottem: méi‘em organizovat

- tak, abychom dos&hli u m&feni odporu a délky relatival chyby maxi-

malng 1,2%, u prim&ru dratu maximaln& 0,58%. Téze relativni chyby ,
" rp bychom mohli dosdhnout i jinymi relativnfmi chybami ma¥enf.p¥i

, spinéni vy¥e uvedeného vztahu, podminky kladené na m&Fen{ by viak

- _nebyly rovnocenné pro viechny méfené velitiny, Na- pi‘esnost méfe-

ni n&kterych velitin bychom méh pfﬂlé piisné pozada.vky, na nékteré

naopak phh§ malé. -

Volbu vhodnych méficich pl‘Istmju ‘miZeme provést a? v konkretnfm
pifpadé podle ofekdvanych parametrd dritu; ‘Naptiklad .pro m&feni
praméru drétu, ktery. otekivime asi 0,5 mm, musime pouiu‘. mikro-
metr, nebot musfme mé&fit s presnost.i do3pm. V. pi‘Ipadé délky drétu
asi 10 cm miZeme poufit phsové méfitko, nebot poZadova.né pfesnost‘
je 1 mm. Pro mé&fen{ odporu musime vybrat plistroj s tﬂdou 1 nebo
lepsx (vu kapitola o méncfch pi‘nst.ropch) :
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Struény pfehled postupu zpracovini méfeni

o Z naméfenych hodnot vypocitime odhad stfedni hodnoty /i (aritme-
ticky primér) podle vztahu (1.43) a vypoéitime odhad smérodatné
odchylky jednoho méfeni & dle vztahu (1.47).

e Ze souboru naméfenych hodnot vylouéime naméfené hodnoty leZici mi-
mo interval mezni chyby (4 — 36; i + 35), které budeme povaZovat za
zatiZené hrubou chybou.

¢ Piedchozi dva kroky opakujeme tak dlouho, aZ v souboru meéfeni nejsou
hodnoty leZici mimo interval mezni chyby.

e Vypoditdme smérodatnou odchylku aritmetického priméru § pomocf
vztahu (1.49) resp. (1.48).

¢ Porovname hodnotu chyby méfidla A s hodnotou 6. Pokud neplati A <
9, chybu méfidla nelze zanedbat a musime uréit celkovou smérodatnou
odchylku méfen{ podle vztahu (1.51).

e Podle poétu naméfenych hodnot N, které zfistaly, uréime podet stupht
volnosti n = N —1 a v tabulce v dodatku C uréime hodnotu Studentova
" koeficientu & pro poZadovanou hladinu spolehlivosti. Koeficientem vy-
nésobime 4 a tim ziskdme chybu m&¥en{ na dané hlading spolehlivosti.
Standardné se vysledky méfeni uvadéji s hladinou spolehlivosti 0,6827.

e Chybu méfeni zapiSeme na jedno nebo dvé platna mista a stfedni hod-
notu na stejny polet desetinnych mist jako chybu. U vysledku uvedeme
odpovidajici jednotku.

e V pfipadé nepfimych méfeni vypoéitame stfedni hodnotu nepfimo mé-
fené velidiny dle vztahu (1.53) a jeji smérodatnou odchylku dosazenim
do vztahu (1.57).

e Ovéfime, zda se v ramci chyb jednotlivych veli€in nenachdzi nulova
hodnota derivace funkce popisujici vztah mezi nepfimo mé&fenou veli-
¢inou a pfimo méfenymi veliéinami.

o Vypolitame efektivni polet stupiii volnosti podle vztahu (1.58) a uréi-
me odpovidajici Studentlv koeficient, kterym nésobime smérodatnou
odchylku nepfimo méfené veli¢iny. Pokud je podet méfeni pro viechny
veli€iny dostateéné velky tak, %e hodnota Studentova koeficientu pro
poZadovanou hladinu spolehlivosti se nelisf vice ne# o 10% od hodnoty
pro n — oo, miiZeme do vztahu (1.57) dosazovat pfimo chyby s danou
hladinou spolehlivosti. Ziskana chyba m4 stejnou hladinu spolehlivosti.
Minimalni pocet stupiilt volnosti pro spln&ni uvedeného predpokladu je
uveden v tabulce v dodatku C.

¢ Vysledek zapiSeme dle stejnych pravidel jako vysledky p¥imych mé¥eni
(viz vyse).
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2 Poletni metody zpracovani méieni fyzi-
‘-‘7‘-’—; rd . P ehsadat
. kélnich zavislosti

M’W

V predchozi kapitole jsme se zabyvali pi{pady, kdy méfené velicing, at uZ pij-
‘mo nébo nepfimo mé&fené, pifslusi jedna stals skute¢né hodnota. Vysledkem
Eméfén‘i'i;pak byly nihodn& proménné hodnoty, z nichZ jsme_yyhodno¢enfm
‘ziskali jedinou hodnotu odhadn skute&né velikosti méfené veliCiny. '

_* Vyse uvedeny postup nebyva v praxi pfili§ Sasty, protoZe hodnotu studo-
vané velitiny zji¥{ujeme zpravidla nepiimo ze vzéjemné zavislosti n&kterych
ptimo méfitelnych velidin, které se méni dle cilené upravovanych podminek
experimentu. Napfiklad koeficient teplotni délkové rozteinosti daného ma-
teridlu uréujeme ze zavislosti délky tye na teploté. Zavislosti relativni dél-
kové zmény na teploté je ptimka, jeji# smérnice uddvé hodnotu hledaného
koeficientu. '

Vysledkem mé&fen zvislosti veli¢iny. y.na veli€iné x.je tedy soubor dvojic
(=i, y). Ve slozitéisich pfipadech miZe jit o n-tice, kdy? studujeme zdvislost
2a_vice. velitindch soutasné.Rodle cile.na§eho. méfeni.mobau, nastat _tuto
piipady:

s Pottebujeme ziskat hodnotu y pro dané z. Pokud ji nemiZeme ziskat
experimentalng, musime ji odhadnout z jiZ nam&fenych hodnot (z:, y:).
Le¥i-li z mezi nékterymi zmé&fenymi hodnotami, provedeme tzv. inter-

. polaci, le#i-li mimo né&, provedeme extrapolaci.

o Nezndme teoretickou predpovéd zévislosti y na z, ale chceme zméife-
nou zavislost popsat n&kterou zvolenou funkci. V takovém piipadé pro-
vidime aproximaci zméfené zavislosti zvolenou funkei. Aproximani
funkce nemusf na rozdil od interpola¢nich metod nutné prochazet body

(xivyf)‘

o_Znsme typ funkce y = f(z), kters popisuje m&Fenou zévislost. Naim
_cilem je urcit z namé&fenych dat parametry funkce f(z) tak, aby funkce
co nejlépe vystinla namérenoy zavislost. Provadime tzy. regresi. Re-
grese se li3{ od aproximace tim, #¢ modelovou funkci mame dénu napf.
_teoretickym vztahem a zjidt&nym parametriim dédvame jejich fyzikalni
vyznam (napr, koeficient teplotni délkové roztaZnosti), Aproximace by-
vajizalofené na regresnich metodéch, ale funkce je volena bez hlubgfho
fyzikdlniho vyznamu. Nej¢astdji vyuZivanou regresni metodou je meto-
.da nejmengich gtverci, kterou se budeme dale zabyvat. V literatute
najdeme i dalii metody jako skupinovou nebo postupnou [6]. Tyto
metody poskytuji vychylené odhady hledanych parametr a nebudeme
se jimi podrobné zabyvat. Maji vyznam spi3e historicky. Byly pouZi-
vény pfedeviim diky jednoduchosti vypoétd na kterych jsou zaloZeny.
Takové zjednoduseni jiZ nemé v soucasné dobé& opodstatnéni. Na konci
kapitoly se budeme kratce zabyvat postupnou metodou.
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LZ_.J..;.Inter.polace,n.extmpolace a aproximace

Jsou pFipady, kdy pro urditou funkei zname jen nékteré jeji funkénf hodnoty,
ale nezname jeji analytické vyjadieni, které by nam urno¥nilo funkéni hodnoty
vypoditat v libovolném bodé. Mohou to byt nap¥iklad vysledky fyzikilnich
mé¥en nebo vysledky sloZitého vypoétu, ktery neni moéné asto opakovat.
'P¥i_interpolainim vypo&tu nezndmé funkén( hodnoty pro zvolené z vy-
- tva¥ime funkel g(z), kterd v uzlovych bodech z; nabyvé zadanych hodnot
“yi = g(=;). Interpolatni metody se li# typem funkce g(z), kterou vyuzivaji.
Nejjednodus¥ metodou je linearnf interpolace, kde funkce g(z) je po Eastech
linedrni funkce tvofici spojnici bodfi (zs,3:)e. Interpolace se miZe také za-
kladat na polynomickych funkeich, trigonometrickych funkcich, racionalnich
lomenych funkcich atd. Interpolatn! metodu volfme podle:

e pottu zadanych bodd interpolované zavislosti (maly polet bodd zne-
. mo¥fiuje vyu¥ivat slozitéjsich interpolagnich metod)

o ofekivaného charakteru zavislosti

s rozloteni zadanych bodd (n&které metody pfedpokladaji ekvidistantni
rozloZeni bodii)

o posadavkil na chovéni interpolalni funkce (napf. spojitost derivaci,
~ periodiZnost atd.) . ,

" _Extrapolace je zalo¥ena na interpolatnich metodach, vypolet ale prova-
dime mimo rozsah uzlovych bodd z;. P¥i extrapolaci je nutno zvlastni opatr-
_nosti, nebot z chovéni interpolaéni funkce se sna¥ime uéinit zavéry pro oblast
hodnot, kde jiZ nemdme %4dné informace, Lxtrapolace mize vést k chybnym
zavérim, proto je nutné vysledky kriticky posoudit s ohledem na nade oleké-
véni a jejich fyzikalni vyznam (extrapolaci miZeme napfiklad ziskat hodnoty,
které nejsou fyzikalng p¥ipustné).

2.1.1 Linearn{ interpolace

Linearn{ interpolace je nejjednodussi interpolatni metodou. Interpoladni funk-
ce se sklad4 z fisetek, které spojuji sousedni uzlové body (z;,:). Pro vypocet
intergolpvané hodnoty pro hodnotu nezavisle promenné z vyuzivame pouze
dva sousedni uzlové body z; < z < Ty (viz obr. 20). Interpolovanou hod-

po——— vee

P

notu y vypo€itame podle vztahu

st

- _ z— I
/..‘f'..:.?ii_(lfa,‘. ....3})32__2‘@“3] (2.59)

Tento zpiisob interpolace se vyuZiva nejastéji pii interpolaci v tabulkédch.

Rychlost zvuku ve vzduchu je zavisld .na teplotd. Hodnoty rychlosti
pFi tlaku 101325 Pa jsou pro nékteré teploty uvedeny v tabulce:
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Xg —

inedrni interpolace /(M /ng'zw

Teplota (°C) | 00 | 50 | 10,0 | 15,0
Rychlost (m s~1) | 331,5 | 334,6 | 337,5 | 340,6

Vypoitejte rychlost zvuku ¢ pfi teploté 7°C linedrni interpolaci.
Redeni: ~
Pro interpolaci vyu#ijeme hodnoty rychlosti zvuku pfi 6°C a 10°C
Podle vztahu (2.59)

| 7-5

¢ = 334,5+ (337,5 - 334,5) - ‘1'6"'"'““335 7ms™!

v Hustota vzduchu zévis{ na Jjeho teploté a tlaku Déle je uveden vyrez '
-z tabulky hustot suchého vzduchu v kg m™3 pro vybrané teploty a
tlaky: . .

- Tlak (kPa)
98,0 | 99,0
Teplota (°C) [20,0 | 1,165 | 1,177 |
21,0 {1,161} 1,173

- Ur&ete hustotu vzduchu ¢ pro tep]otu 20,8°Ca tlak 98 340 Pa lmearn{
* ‘interpolaci tabulkovych hodnot. = :
" Resenir . .

Linedrni interpolaci lze pouiit i v pfipad€ funkce dvou proménnych ,
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(zde tlak a teplota). Nejprve provedeme interpolaci hustot pro teplotu
20,8 °C a tlaky 98 kPa a 99 kPa. Takto ziskané hodnoty budeme
mtcrpolova,t pro tla.k 98 340 Pa

20,8 ~20
, 21-20
 To je hustota vzduchu pFitlaku 98 kPa a Pep}oﬁé;20,8 °C
20,8~ 20
| 21 - 20 e
. To je hustota Vzduchu pfi tlaku 99 kPa a teplotd 20 8 °C. Déle prbve—

- deme interpolaci pro tlak 98,34 kPa

' ' 98 34 — 98
o=1,1618 4 (1,1738 - 1,1618) - -m-

To je hustota vzduchu pfi tlaku 98,34 kPa a teploté 20,8 °C.
Interpolace lze prové,détx v opa,éném pofadf, tJ nejprve pro tlak a pak

0=1,165+ (1,161~ 1,165) - =1,1618 kg m™>

0= 1177+ (1, 173 1,177) =1,1738 kg m™>.

-—1 166 kg m™2 .

© pro teplotu.
98,34 - 98 3
¢=1,165+ (1,177 ~ 1,165) - “9o-98 = 1,1691 kg m
To je hustota vzduchu pfi tlaku 98,34 kPa a teploté 20 °C.
98,34 — 98
| g=1,161+ (1,173 - 1,161) - W = 1,1651 kgm
To je hustota vzduchu pfi tlaku 98,34 kPa a teplot& 21 °C.
0=1,1691+ (1,1651 ~ 1,1691)" 20.8-20 . 1 166 ke m™

‘21 ~20
To je hustota vzduchu pii tlaku 98,34 kPa a teploté 20,8 °C.

-

e o o v '3

2.2 M'étloda nejmenéxch ¢tver —

< g g ¢ inn

Mgmda,_negmen§1ch &tvercl je nejb&ZngjEl regresni metodou. VyuZivame ji
v pfipadech, kdy chceme, aby pribé&h daného typu funkce se co nejvice pfi-

mykal zadanym bodlim. (zi,3:), (2= 1,..., N). Hleddme tedy vhodné para-

metry jisté funkce. Pro matematické reéeni tohoto problému musime najit
méfitko, kierym budeme urdovat, do jaké miry se priibéh funkce y = f(z)

prlmyka k zadanym bodim., Intujtivné lze najit fadu riznych métitek, lze
ukazat [5], %e k nalezeni nejvérohodng&j$iho hledaného prébéhu funkee f(z)

R e e e

vede méfitko v :
[s= 36 - y.)) (260

Méfitkem S je souéet kvadratl rozdild zadanych a funkénich hodnot (odchy-
lek) ktery chceme vhodnymi parametry funkce f(x) minimalizovat. Graficky
si to mizeme predstavit jako souet ploch &vercl v obrazku 21. Odtud po-
chézf i ndzev této metody.
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' étbda nejmen§fch Etvgrcﬁ, '

amznaﬁxm: 1@, oab e Vehkost souétu Etvercu
odchylek S Je funkcf techto pa,rametrﬁ '

L S Sabc, “.).__.) (261)

' Hledame minimum teto funkce 4. mousi nlmt

Je ziejmé, Ze suma &tverch: odchylek nemé maximum (vidy existuje ta-
Kové volba parametrd, kterd d4 vétEi hodnotu 8), proto hodnoty parametru
$ nulovou derWacf ozua.éu)l polohu minima. Mm_ma.lm hodnota Sy je tav.

, al¥f postup Fefeni soustavy
(2.62) zévisi na typu funkee f(z), proto si pro ukdzku vyresxme dva Jedno~

duché p¥ipady. V nasledujicim textu json meze s&itdnf od i = 1 do i = N,
,.kde N je. poéet bodii danych tabulkou o

e y=az .- ' ' B
- Vztah (2.60) pro sumu  Etverch odchylek mé tvar

S Zam,wy,

68

- Derijvacf ziskdme

. ZZ(a:r, yi)Ti .
Z(fm? — i) =0,
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az:t‘ == Ez;y,.

.NeJVérohodnéj’élm odhadem parametru a je

A Z xlyl ‘
. 63
= S | (2:63)
Odhad pa.rametru a Je vypo&ten z hodnot néhodné proménné, a proto
je zatiZfen chybou, Tuto chybu zjistime ze zbytkové sumy S;. Postup
vypo&tu odhadu chyby lze nalezt napf. v [3], zde se omezime pouze na
~ vysledky vypodtu. ‘

ngz(&z,w-y,-)z,_‘s:: m, Sq =

a=a=xsk),

kde k je Studentdv koeficient pro danou hladinu spolehlivosti P a poéet
stuphl volnostx (v tomto pifpadé je to N — 1).

y = az -+ b
S=) (azi+b-y)?
V tomto pFipadé hleddme dva parametry a a b
as

Ba= 2}:(%, + bz,

as
B 22 (azi +b—y) .

Pro hledané minimum dostavame soustavu rovnic
Y (4} + by — zyi) = 0,
- 2 (awi + i)"‘.yi) =0.

ey ol +b) mi=Y iy,

A &zxs+51\’=zy;.

~ ~ReSenim této soustavy ziskdme _

Ve (e 24

b= Tl v~ Ly ay
NZzt - (Zzi)

Upravbu "

0=

(2.65)

Pro odhad chyby plati
So =Y (azi+b—-y)?,

8= .._§P..... Sq = s\/ N Sp = J Lo
N-3’ NEel - (Da) Nl - (Do)
a= sk, = b sk
Pofet stupiii volnosti je N ~ 2. ‘
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2.2.1 latnogti metody nejmensich ¢tverci

Metoda nejmengich &tverch predpok]ada nasledujici vlastnosti méfenych ve-
lidin:

¢ Velidiny y a z jsou nendhodné, tj. existuje mezi nimi pfi¢inna souvislost.

¢ K urdeni hledanych parametri funkce f musime provést minimalné
tolik méfen{ pfi rizné nastavenych hodnotach z, kolik je hledanych
parametri.

¢ Velitina y je ndhodnd a veli¢ina r je nendhodné a libovolné nastavitel-
na. Pledpoklada se tedy, Ze hodnoty z; nejsou zatiZeny chybou.

o Méfené hodnoty y; nejsou zatiZeny hrubymi nebo systematickymi chy-
bami.

_Tuto metodu lze rozsifit na funkce vice promé&nnych zcela analogickym
—zpisobem, Zadané hodnoty.jsau tedy.ziztice hodnot (vi,Zii Zar,. ). Vztahy
pro ureni parametrd funkce y = az; + br; + ¢ metodou nejmensich &tvercd
1ze nalézt napf. v (7). Do uvedenych-vztahfl lze dosadit_misto promé&nnych z
WMMQQMM try. Timto vlastng
provedeme v grafu transformaci osy nezdvisle proménné, kterou se hledand
funkce zlinearizuje nebo prevede na jiny typ, ktery lze snadn&ji analyzovat.
Nelze viak provédét transformace zdvislé veli¢iny y, které jsou nelinedrnf,
protode jédnotlivé odchylky zméni nestejnym zpusobem pro rizné naméfené
hoduoty Naprfkla.d funkci

y=aexp(z)

lze pfevést na linearni funkci transformaci

X= exp(x) :
y=aX,

pro kterou jiZ mime odvozen vztah pro stanoveni parametru a. Do vztahu
+ (2.63) dosadime misto z; funkei exp(z;)-

Toexp(zi)yi
Y(exp(z))?

Nelze viak provést logaritmovéni vi¥e uvedené funkce

d=

ln(.'y) =a+

a provést transformaci ¥ = In(y). Tento postup vede ke $patnému vysledku.
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- anou metodou byl méfcn modul pru%nost.x oceh QOcelovy drit o pri-
méru d a délce [ byl zaté%ovan zdvaZimi a bylo méfeno jeho prodlou-.
feni. Byly zjift&ny rozmé&ry dritu:
. d = 600 pm 64 = § um 7 15 méfeni

[ =985 mm 5 =2mm z 8 méfeni

V}:"sledky'ﬁxéfen{ jsou v tabulce:

Hmatnost my (kg) | 0]0,1]0,2]0,3 0,410,506 ] 0,7
Prodlouieni Al (um) [0 20| 35| 52 | 63| 80 | 96 | 109

Urete modul pruénostl E oceli, z niZ je zhotoven zkoumany drét
Resent:

Z4vislost délky prodlouienf vélcového dritu na hmotnostx zatéle je ‘

‘dén Hookovym zikonem E
4gl

. Erdi" '

| .. Funkénf vztah mezi z4vislou promé&nnou a nezavislou proménnou je

sice typu y = az, ale pfi méfen( nelze zarufit, Ze namé&fend zavislost
prochdz{ bodem [0,0]. I tento potdtetnf bod je zatffen chybou méfe-

Al =

~ni, proto i v tomto piipad® musime volit typ zivislosti y = az + b,

_kde parametr b je opravou na chybu vynulovin{ méfidla pfi nezatffe-
ném dratu. Nam&Fené hodnoty proloZime pfimkou dle vztahu (2.64) a
(2.65). Ze ziskané smérnice a pak uréime modul pruZnosti

4gl
= ond®

Odhad pa,rametrﬁ pl‘lmky metodou neJmenéfch Ctverct je
NY midl - Sm 3 Al
Nymi-(Tm)? '
EmZZA[ Tmiy miAlL
NEmi-(Cm)>

Z namé&fenych hodnot spolitdme jednotlivé soulty

Y mi=28kg, Y ml=14kg’,

doAL=455-10"%m, 3 m;AlLi=223,7-10"mkg.

Dosazenfm ziskdme odhady parametri

{13

8=153,45-10"%mkg™', 5=3,2-10"%m

Vysledné hodnoty modelového vztahu jsou shrnuty v ndsledujici ta~
bulce.
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Hmotnost m; (kg) 0/lo01]02|03|04]05]06] 07
ProdlouZeni Al; (um) | 0 | 20 | 35 52 | 63 | 80 96 109
110,6

Model @m; +b (um) |3,2|18,5]33,9 49,2 64,6 | 79,9 ] 95,3

Odtud lze spoditat i zbytkovou sumu &tvercit odchylek
So =Y (ami+b - Al)? =27,2. 107 m?
ze které vypolitdme odhad chyby smérnice
5,=23,28-10"*mkg™!.

Ze smérnice spofitime hodnotu odhadu modulu prufnosti a jeho chy-
bu dle zdkona pfenosu chyb

P = g JFR 4 72 4 4F)
a dostaneme £ = 0, 02718. Vypotitdme efektivn{ poZet stupiitt volnosti
VI RTINS b
net’l‘:i‘[g..*.fi.*..(.n-i)u.] .
o fg ng

Smérnice a uréend metodou nejmensich Etverch m4 6 stupild volnosti.
Dosazenim.dostaneme n.g = 13,5. Qdpovidajicf Studentfiv koeﬁcient
je k = 1,038, vysledek s hladinou spolehlivosti 68, 3% je

E=(22,3%0,6) 10" Pa.

Priklad 2.4}

‘Nezndm4 funkee je zadéna tabulkou:

;| 2] 3 4 516 7 | .8
v [0,2]0,7]0,95]1,211,35]1,46 | 1,58

~ Pro aproximaci 16to funkee byla vybréna funkce y = a!n(z)+b. Urlete

hodnoty parametri a a b metodou nejmenéich Etverci.

_ "Refent:

Pokud provedeme transformad nezavisle prom&nné
X =In(z), |

'dostanéme funkel tvatu y = oX + b. Pro vipolet koeficientd této

funkce metodou nejmensich &tverci jsme jif odvodili potfebné vztahy

(2.64) a (2.65). V nich provedeme odpovidajicf transformaci, tj. misto - |

z; budeme dosazovat X; = In(z;). Vypoltem zlskdme
a=0,98x%0,04,
b= —0,4340,06.
Graf funkce je uveden na obrizku 22.
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1.0 |

0.5 1
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o X

~,13_955}2l,l.Ie‘IJQ.LugQfaI’-ldSlu.lze.;z;ahm:i__l,l,qt1t soubor méYeni, kterd na sebe navazujf

tak, %e koncovy bod jednoho méfeni je ggcatecnfm bodem mé&feni nésleduji-
ciho. Tato situace je Zast4 pfi m&feni periodickych objektd nebo d&id (napti-

w\n&h.b.-

klad mé&feni vzdalenosti uzll vinéni, interferenénich Car, doby kmitu) nebo pfi_
méFenf linedrnich z4vislosti, v nich¥ nezdvisle proménné nabyvs ekvidistant-
_nich hodnot (napifklad mé&feni. prodlouzem drétu. postupnym zaté¥ovénim,
“kalibrace pipety). Pro ndzornost si metodu vysvétlime na pi‘xkladu méfeni
vzdélenosti interferenénich &ar (viz obr. 23).

" Ze zmé&Fenych poloh &ar (z1,...,%s), méme uitit st¥edni hodnotu jejich
vzdalenost{ A. Mohlo by se zdat, Ze vhodny postup je spofitat vzdilenosti
jednotlivych &ar a z nich vypocitat primér '

1
:=:—5-(a:2—~m1 4 z3—2y + T4~ T3 + Ts— Ty + Te—Tp) =

Tg — T)
5

Vidime, Ze vypolet vede k zapocxbam pouze prvnf a posledni polohy a infor-
mace o polohéch &ar mezi nimi nenf véibec vyuZita, Tento nedostatek odstra-
fuje pravé postupna metoda. Jeji princip spo&iva v tom, Ze méfené hodnoty
vzestupn& uspofadéme, rozdélime na dvé stejné velké skupiny (pfedpoklada-
me sudy podet mé&feni). Spotitime rozdily vidy mezi prvaimi body z obou
skupin, vyd&lime poftem intervalfi mezi nimi a déle mezi druhymi body atd.
(viz obr. 24). Z takto ziskanych hodnot vypocitame primér, Vypodtem v na-
Sem plipadé ziskame ‘

_1 T4~ T Iy — X7 376-:!73)
a=5(%3 37 73

Postupné metoda viak miife ddvat vychylené odhady, a proto se od je-
jfho vyuZiti ustupuje. Vyznam ma spife historicky a pedagogicky, protoZe
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Iy T2 . I3 T4 Ty v T

A4

Obr, 23: Méfeni vzdélenosti &ar postupnou metodou

. Tg — Iy
' Ty — T2
Iy~ o) l
‘1’ 4 v ¢
Ty Za T3 T4 T3 “Zg

Obr. 24: Princip péstupn_é metc.»‘dy ‘

ukazuje, %e i jednoduchd a na prvn{ pohled sprdvné Gvaha o primé&rovani
rozdild vede k chybnym zév&rim. K ne_;vérohodnéﬁimu odhadu vede metoda
nejmensich &vercd, kterou lze vyusit i v tomto phpadé a to tak, fe za nezi-
visle proménnou povaiujeme pofadové Efslo méfeni a za za.vxsle proménnou
namé&fenou hodnotu. Z{skdme tak dvojice hodnot (i, z;), kterymi prolo3fme
-pfimku. Smé&rnice p¥mky udévé v tomto pFipads stiedni hodnotu vzdélenostx
‘mezi Earamx

Prfklad 2.5

Vyhodnoﬁte vysledky méfeni z piikladu 2.3 t&mito zpisoby:

a) primérovinim rozdild

b) postupnou metodou

Ta»kio zfska:né'vj'sledky pbrovnejte 8 vyysledkem v pifkladu 2.3.

78



1

100

Al (um)
S

o0t ]

ot

46 o b
+++++ nomerene hodnoty |

201 metode nejmensich ¢tverco

----- pramérovon( .
~ =~ postupnd metoda

o ¥ . u . ‘ 5 N
00 01 02 0.3 04 0.5 06 0.7
m (kg)
Obr. 25: Srovnén{ vysledkd metody nejmensich &tvercl, primérovani a po-
stupné metody

Reden: _ o :
a) Primérovénf rozdfld vede k rozdilu prvniho a poslednfho bodu

. - L .10-6 ) : .
A=Bl=8h 1091077 o 0 106 kgt
mg-—m 0,7 .

- Takto bychom ziskali hodnotu modulu pruinostx E‘ = 21,9
*10*! Pa. -

b) Pro postupnou metodu rozdéhme naméfend hodnoty do dvou .
skupin po &tyfech bodech, Postupnou metodou ziskime hodno-
tu prodlouZenf odpovidajict zmé&nd zatifeni dle velikosti kroku
méFeni, tj. 0,1 kg. Hodnota hledané sm&rnice je tedy 10 krat
vEtSl, a proto musime vysledek nésobit 10 ‘ '

Alg~Al, Alg=Aly  Aly~Als  Als - ALY .
4( 54 L, Bls 2+7 3,858 4)’

A = 10- , T e
a1 /63~0 80-20 . 96-35 109352

A=150,6-10"%mkg™! .
Odpovidajici hodnota modulu pru%nosti je E = 22,7 - 10!! Pa,

Vidime, Ze 6bé metody daly rozdilné vysledky a li?éf se od vysledku zis-
kaného metodou nejmensich &tvercl. Diivod je patrny z grafu na obr.
25. Hodnota smérnice zfskand primé&rovinim zdvisi pouze na prvnim
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a poslednfm bodu, piimka tyto body spojuje. V pfipadech, kdy pra-
v& prvni nebo poslednf bod se podstatn& odchyluje od pfedpokléddané
pfimky, dvé tato metoda Epatné vysledky. V nasem p¥ipadé nenj je-
jich odchylka od piimky proloZené metodou nejmengich Etvercd piili3
velkd. Proto se sm&rnice ziskand postupnou metodou pfili§ nelidi od
smérnice ziskané metodou nejmensich &tvercd. Postupné metoda dala
v naSem pFipadé nejniZ3i hodnotu smérnice, protoZe v souboru dat ve
druhé skuping je patrny posun nam&enych bodt k niZsim hodnotdm.
Jak postupn4 metoda, tak i primé&rovénf, mohou poskytovat zkreslené
vysledky. PouZiti t&chto metod lze doporuéit pouze pro rychlé zfskani
pfiblifnych vysledki.
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3 Zasady tvorby grafa

_Graf je zékladnim néstrojem prezentace vysledkd méieni fyzikdlnich zdvislos-
t;, Mimo pfehledné zobrazeni, zv1ait€ v pfipad€ vétitho mnoZstvi dat, slouZi
A pro jejich ml:erpretacx piipadné pro srovnéni s modelovou kfivkou. Normy
pro tvorbu grafd nejsou pfilis ustalené, poZadavky se mohou mirné liit po-
dle zplsobu tvorby a tdelu vyuZiti grafu, pfesto lze nayt ndkteré spoletné
zasady. Pro vytvafeni grafi rutné:

o kreslime vZdy na papfr urfeny pro grafy ( ilimetrovy, logaritmicky
papir)

® osy:

~ na vodorovnou osu vynisime nezavisle proménnou veliinu & na
svislou osu veli¢inu zévislou :

— zvolime umistén{ os; pokud je v rozsahu hodnot bod (0;0), umis-
time do n&j polatek os, osy neumistujeme na okraj milimetrové
sité

— gzvolime velikost Jednotky na osach tak, aby vykreslenzi kfivka nebo
body vyuZily asi 80% plochy papiru

— osy ekvidistantn& oznaékujeme a pop{§eme, doporuéena vzdale-
nost znadek je 2 a% § cm, popisky pf§eme na vné_]sx stranu osy

- znaf,ky os poplsujeme v pravidelnych intervalech (napf. kaﬁdou
druhou), popsané znadky délame vyrazné&j¥{

~ osy ukonéime ipkou ve smé&ru rostouci hodnoty

[P
. — r————

— na konci osy napi¥eme znatku veli¢iny a do zdvorky jeji jednotku
(napt. I (mA)) '

e body: ‘
P - vynéﬁené hodnoty umistime v grafu do polohy dané soufadnico-
\ vym systémem

~ soufadnice bodld nevyznalujeme na osy a nekreslime ani ié,dne
vynéﬁeci use&(y

i ~ ~ body pa.tffcl do ur&ité skupiny odliSujeme od osta.tmch typem ‘
l znadky. (napriklad kf¥ek, koleko, Etveretek)

‘{. - vehkost znafek volfme tak, aby byl dobfe patrny jejich typ, ale
‘{ aby dochazelo jen mmlmélné k jejich vzajemnému pfekryvu

~ hodnoty vztahujic se k jednotlivym bodim do grafu zésadn® ne-
i vypisujeme ‘

o Kivky

~ jednotlivé body nespojujeme lomenou kfivkou, spojnice bodu ne-
mé zpravidla Zadny fyzikilni vyznam
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— pokud je 24douci vytvofit spojnici bodd, prokladdme hladkou kiiv-
ku pomoc1 kfivitka

= proloiene knvky vykreslujeme pouze v rozsahu odpovxdajicxm 23~
kreslenym bodim (pokud imyslné neprovidime extrapolac;)

-pokud je v grafu vice kiivek, odli§ime je bud typem cary ‘nebo
- typem znadek bodd, které na této kfivce lezi - - :

— kfivky popiSeme jejich parametry nebo vytvotime legendu (obra-
zek se vzorkem typd &ar s jejich popisem, kiery umistujeme ve
volné &4sti grafu)

o do zihlavi grafu umistime nadpis vystihujicf obsah grafu

Pro poditatovou tvorbu graff plati viechny vySe uvedené zdsady. s vyjimkou

toho, %e grafy tiskneme na jednobarevny papir (nikoliv milimetrovy). Rame-
gek grafu je tvolen osami, které j jsou po viech stra.nach opatreny zna.ékamx,

a.le jen dolni a leva osa JBOU popsa,ny
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Dodatek A | e

~Vazeni \

VaZenfm uréujeme hmotnost véZeného pfedmétu srovndnim jeho tihy s tihou
zévaZi (predmétu zndmé hmotnosti). K tomuto srovndni sloufi vahy. Valen{
na vahdch je jednou 2 nejpiesngjiich méficich metod v b&2nych laboratofich.
BéZné dosahované relativni pfesnosti vaZeni jsou 10~% a% 107%, Pokud je to
mo#né, je vyhodné pfevédét jiné typy méFeni na vaZeni (nap¥F. stanoven{ ob-
jemu, hustoty). Mame:li doséhnout vysoké presnosti, je nutné vahy peélivé
udrZovat, vdZen{ samo musime provadét s nejvétsf opatrnosti a do zpracovan{
méfeni zahrnout analyzu systematickych chyb méfeni.

V laboratofi se nejéastéji setkame s pakovymx vahami nebo va.hamx elek~
tromckyrm Pikové véhy vyu¥ivaji pro.srovndni tihy védeného ptedmétu a
zavali momentové rovnovihy na pét:e (nejEastéji rovnoramenné). Pdka vah
(vahadlo) je spojena s miskami, na které ukldddme vafeny objekt a ziva-
#{. Zava¥i klademe na pravou misku vah z ddvodu pohodlngjsi manlpula.ce
pravou rukou. Oddé&leni misky pro zévaii a pro vdfené predméty je dile¥i-
té i proto, aby na stejnou misku nebyly kladeny jednou napF. chemikilie a
podruhé zava3f, Vahadlo je spojeno s indikétorem polohy vahadla (jazyeek),
ktery ukazuje na stupnici polohu vahadla v dilcich, je? jsou imé&rné hla
vychylen! vahadla. Velmi diilleZitou &4sti vah jsou bfity, na nich# spo&ivaji
misky a vahadlo. Bfity jsou trojboké hranoly s ostrou hranou, kterd doseda
do Ii%ka. Nejsou-li bfity dosti ostré, stane se, ¥e se biit pii naklén&ni vahadla
valf po dosedaci ploice a ménf se tak velikost paky. Aby ‘se bfity neotupily,
byvaji vyrobeny z tvrdé oceli nebo z achatu, podobn& jako lizka. Véhy jsou
opatfeny tzv. aretaci, tj. zafizenim, kterym se misky a vahadlo vyzvednou
tak, aby bfity nebyly namahdny, i kdy% véhy nepouZivame. Aretace soudasné
blokuje pohyb vahadla a misek. '

Pfi vé¥eni se snaiime dosdhnout rovnové¥ného stavu vah, tj. stavu, ve
kterém je vysledny moment sil pdsobicich na vahadlo nulovy Tento stav.
ale nemus! znamenat, %e tthy pfedmétd na obou miskich si jsou rovay (i
v pEipadé stejn dlouhych ramen). PH v¥poétu momentd je nutné zapotitat
moment tfhy jazytku a pamatovat na to, Ze b¥it vahadla nelei na epogmci
biitd misek (biity misek jsou: yi&i bitu vahadla nize). TEIEE celé soustavy
tak le¥f pod osou otaenf vahadla. a soustava je stabilnf. P¥i pialém rozdﬂu
hmotnost{ ha miskéch se soustava dostane do rovnovihy’ naklonénfm va}xadla.,
¢im#% se zméni Ghly mezi vahadlem a tfhovou silou misek a dojde ke zméng
_}eleh momentd. Tim se dostane soustava do rovnovahy. Vysledkem Je to,
Ze uhel odchylky vahadla Ap od nulové polohy (poloha pfi nezatffenych
mlskach) je tmérny rozdﬂu hmotnosti pfedméti na miskach Am G

A<,9~—cAm,, R : (Al)

kde ¢ je tav. cxthvost vah Citlivost zévxsx na rozmérech vaha,d]a a Ja.zyéku a
‘na zatfZeni vah. Citlivost vah tedy néni konstantn{ a je vhodné ji stanovovat
pfi ka¥dém véZeni. Obecns vztah (A.1) #k4, ¥ zména rozdilu hmotnosti na
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-miskach o Am posune rovnoviZhou polohu o Aep. Uhel Ay budeme méfit

- v dilcfch stupnice vah. Rozmér citlivosti ¢ pak bude dflek/mg. POdI‘ObneJSl
viklad teorie vah je napt. v [9]. Déle se budeme zabyvat postupem véZeni
na tlumenych analytickych vahach a netlumenych laboratornich vahach. Na
- z4vér se kratce zamyslime nad zpdsobem pouZiti elektronickych vah.
" Laboratorni vihy maj{ maximalnf povolené zatiZen{ asi do 1 kg a p¥esnost
" maximélng 0,01 g. Pfesnost analytickych vah je asi 0,1 mg pfi maximalnim
povoleném zatiZeni a% 200 g. Tlumené véhy jsou na rozdil od vah netlume-
nych vybaveny tzv. tlumicim vilcem. Dolni &st valce je spojena s pevnou
" konstrukef-vah, horni &dst vilce je spojena s vahadlem, které pfi pohybu mé-
“nf 6bjem uzzwi‘eny vélci (viz-obr. 26), Vzduch proudi tizkou $térbinou mezi
vélci a svym vnit¥nim ttenim brzd{ pohyb vélce a vahadla. Tim se dosa-
huje rychlého ustalen! polohy vahadla a na stupmct je mozné pfimo pfeéist
rovnovainou polohu

va.hadlo

N\,

Obr. 26: Tlumicf vélec tlumenych vah

' Pos’tup‘véieni na tl:il,mem'/éh‘vahéch

1. Zkontrolujeme spravnost polohy vah. Vahy musf mit zdkladovou desku
ve vodorovné poloze Toto lze kontrolovat libelou nebo olovnic{, ktera
byvé s vahami spojend. Pro sefizen{ mivaji véhy stavitelné nozky.

2. Véhy pomalu odaretujeme. Prudkym odaretovanim by se mohly posko-
dit bfity. Jemnym odaretovdnim se zirovel snaZime co nejméné roz-
houpat vahadlo a misky. Pkipadné kyvénf misek lze zastavit opatrnou
aretaci a odaretovanim.

3. Ur&ime rovnovidZnou polohu nezatffenych vah ng; (prvai nulové polo-
ha). Nulova poloha by méla leZet pfibliZné ve stfedu stupnice. Pokud
tomu tak neni, lze vahy sefidit bud pomoci $roubovacfho pfivaZku na
vahadle nebo pfidanim sklenénych kulilek na nékterou z misek.
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Vihy zaaretujeme a na levou misku vah polofime vaZeny pfedmét. Je-
ho hmotnost je vhodné pfedem pfibliZn& urit na méné citlivych va-
hach, abychom nepfekrodili maxxmalm povolene zatlzem va,h 8 za:oven
usnadmh volbu zava.in ~

. Na pravou mlsku vah poloZime prvni zavaZi. Zavail je vhodné volit

ponékud vétsi hmotnosti, ne? je ofekdvand hmotnost vi¥eného pred-
mé&tu. Odaretovénim zjistime 2z pohybu jazy&ku, zda je zdvaZi t&7% ne¥
véZeny predmét. Zavai{ zam&hujeme za zévaii mensf tak dlouho, a% pfi-
jdeme na zavaZ{, které je leh¢i. K nému stejnym zpisobem p¥idavime
dal¥{ zdva¥i. Pri ma.nilpulaci se zdvaZ{m musi byt vdhy vidy aretbvény _

-Pro hrubé porovnani hmotnostl na miskach stacj vahy odaretovat Jjen

| - Xastelné.

10.

11.

. Postup v 'pi‘edchozfm bodu op'akujerne tak dlouho, a% se 'ja;’zj,'vt':ek v ToV-

novazné poloze ustdli v ré.mcx'stupmce' Pak odelteme rovnovainou
polohu n; a zpstime souéet hmotnosti zévaéx, ktery oznaéime Z;

. Pfiddme nebo ubereme male zéva¥{ tak aby se rmnovééné, poloha do- B

stala na opadnou stranu stupnice, ne¥ je prvnf nulové poloha Druhou
rovnovaZnou polohu oznaéme ny & soucet. hmotnostn zavazx oznaéme

.Zg

Zévaﬁ a vé,éeny predmét z mlsek odstranfme a odeéteme druhou nulo-
’voupolohuvahnoz _ o

. Ur&me primé&rnou nulovou polohu ng

n=tRREL (A
Tuto hodnotu budeme pova,iovat za ‘nilovou hodnotu vah platnou pro
okamZik véZen{. Pokud se ng; a oz vyznamné li&f, do¥lo béhem vé¥enf

k. zavazneJSJmu zésahu do vah a je nutne celé va,éenf opakovat

Je ziejmé, %e spravné hodnota vyvazujlcfho zévadi Zo odpovida rovno-
vaZné poloze shodné s nulovou polohou ny. Jak zjistime hodnotu Zy?
Diky vatahu (A.1), miiZeme vyu¥it linedrni interpolace, protoZe vychyl-
ka vahadla je pffmo ﬁmérna. rozdflu vah na miskéch

n14

_%;@ng) (A3)

ny—=ny

Hodnota Z je zati%ena chybou, jeji% odhad miZeme provést na zékladé
piesnosti ¢teni-na stupnici a cxthvostn vah Cltlwost ¢ stanovxme na
zdkladé vztahu (A1) :

- nz —

" Hs 7, . (A:4)
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Dy N . Ng -

| Obr. 27: Interpolace hmotnosti‘-zé,vaéi na n‘ulov_oﬁ polohu vah

Jesthée je mezni chyba &eni na stupnici &, dilk, pak mezni chyba
hmotnosti je .
. n

Kz = -c— . R Cn V (A.-S) )

Na tlumenych analytickych vahich byla stanovena prvni nulovéd po-
loha ng; = 8 dilkii, PH prvnim vyvéZeni se jazyfek vah ustilil na
stupnici v poloze ny = 25 dilkd pfi hmotnosti zéva¥f Z; = 35,68 g.

Pridanim zdvaZ{ 10 mg, tj. Zz = 85,69 g se rovnovéZng poloha ustdlila
na dilku ng = —63. Po odstra.nénf zévaif a vé,ieného predmet.u byla
druhd nulové poloha ngy = 14 dilkd.

" Stanovime nulovou polohu ng

no=.§~—4':2;-—l~'1-=11;

Spré.vriou hodnoty vyvaZujictho zéva¥i ziskime podle (A.3)

1125

m = 35,68159 g

Zo = 35,68 + (35,69 — 35,68) -

Citlivost vah

—63 ~ 25

¢ = oo 30 ge = B900 dilki/g = 8,8 dilku/mg

Citlivost bereme vidy jako velitinu kladnou, vzorec (A.4) miZe ddt
n&kdy zdpornou hodnotu, cof je dino volbou kladného sm&ru stupnice.
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Pokud lze na stupnici odetitat s meznf chybou 1 dilek, pak chyba
hodnoty Zg je

1
nz-.—8-—§—01mg

Hmotnost vyvaiujictho z4va¥i j je proto
Zp = (35,6816 % 0,0001) g .

Postup vé¥en{ na netluhenich vahéach

Netlumené vahy nejsou vybaveny tlumicim zafizenim. Diky mnoha riz-
nym faktorim jsou ale kmity vah vZdy tlumené (viz obr. 28). V principu se
véZeni na netlumenych vahéch nelisi od vaZen{ na vahich tlumenych. Roz-
dil je pouze v t.om, Ze diky slabému tlumeni kmitd vahadla by bylo mo¥né
odetist rovnovaZnou polohu vah a¥ po dlouhé dobg. To by bylo velmi neprak-
tické, proto pro stanoven{ rovnové.inych poloh gy, nog, ny,nz pouivame tzv.
metodu t¥i kyvi. Tato metoda umoZiiuje p¥ibliZnd uréit rovnoviZnou polohu
z hodnot polohy t¥i po sob& nédsledujicich boddl obratu jazy&ku vah. Jazyéek
kona slabé tlumene kmity. Pohyb jazycku po stupnict lze popsat vztahem

" n(t) =n, + Ae"”‘ sin(wt + W. (A.6)

My#$lenka metody t¥ kyvu vycha,zf z toho, %e obalkove kﬁvky grafu tlume-
nych kmitl (v obrézku 28 jsou vyznadeny &rkovand) jsou symetrické vzhle-
dem k. hodnoté rovnovainé polohy Kdybychom znalx v nékterém okamixku

_ VYChYIk& —

3
e

cas’ - -

Obr. 28: Metoda t¥i kyvi pro stanoveni rovnovéine polohy slab& tlumenych
vah e s
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hodnoty obou obalkovych kfivek, rovnovaZna hodnota by byla déna jejich
aritmetickym primérem. Jednu hodnotu obalkové kfivky as zjistime v bodu
obratu jazy¢ku, ale hodnota druhé obalkové kfivky ve stejném okamZiku ndm
bude vidy chybét. Tuto hodnotu miZeme pfiblizné ziskat za pFedpokladu,
%e ob4lkovou k¥ivku mezi dvéma body obratu lze nahradit dsegkou (8 < w).
Pak je chybg&jicf hodnota déna aritmetickym primérem velikosti vychylek ve
dvou sousednich bodech obratu a; a a3 -

1 |
r 2(“”01;0‘3)', (A7)

Vé.Zeni na elektronickych vahach

Elektronické véhy jsou ji¥ b&Znou soudasti fyzikilnich a chemickych la-
boratofi. Podle jejich citlivosti je mo¥né elektronické véhy rozdélit na véhy
laboratorni a analytické. Dosahujf citlivosti srovnatelnych s mechanickymi
vahami. Postup vé¥eni je velmi jednoduchy, vy?aduje viak petlivost a dob-
rou p¥ipravi vah pfed méfenim. Pfed vaZenim musime zkontrolovat spravné
ulofen{ vah, k tomu slou¥f zpravidla zabudovans libela. Elektronické vahy
maji jen jednu misku a m&fi tfhu pfedmétu na nf ulofeného. Tihovou sflu,
resp. &selny lidaj ziskany élektronickym pfevodnikem, srovnavajf & hodno- -
tami tthovych sil kalibra€nich zdvaZi. Elektronické vihy totiZ musi byt po
zapnuti a stabilizaci vnit¥nich obvod& (p¥edev$im ustdleni vnit¥ni teploty)
zkalibroviny sadou kalibragnich zva¥i, Postupy kalibrace se mohou lifit,
jsou uvedeny v ‘ndvodu k vahidm: Pfed ulozenim ptedmstu na rnisku vah nej-
prve vynulujeme tidaj na displeji. VaZeny pfedmét opatrn& ulo¥ime na misku
a odeéteme udaj na. displeji. Pokud se podstatné zm&ni laboratornf podmin-
ky, musime znovu provést kalibraci vah. Chybu zji§téné hmotnosti spo&itdme
dle ndvodu v dokumentaci k vahdm,

Pifklad A.2

Pr_ojdexﬁe postup vé¥eni prézdné sklendné kidinky na laboratornich
vahich pomocf metody t¥ kyvl. Na obridzku 29 je stupnice laborator-
nich vah. Je zfejmé, Ze stupnice vah nemusi mit nulu uprostfed.

e Pfi zji¥lovén{ prvnf nulové polohy byly hodnoty t¥ po sob¥ jdou-
cich maximélnich vychylek 7;16;9. Vyslednd prvnf nulovd poloha

nm:%(l(i»f?—i—?-)"lz.

IHHHHI}IIH[IH\\

Obr. 29: Stupnice la.boratornfch vah
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. e Prvnim vyvéZenfm zdvaiim Z,=56,3 g byly hodnoty podle me-
tody t¥ kyvd 4;17;5. Prvni rovnovéind poloha S

v 1 445
7y 2 (17+ '——2—-‘) 10, 75

* Jelikof prvnf rovnovainé poloha le%i vpravo od prvni nulové po-
lohy, musfme zm&nit vyvafujicl 24va#f tak, aby druhé rovnovi%nd
poloha byla v&t{ neX 12, Musime tedy hmotnost zéva.ix zvétgit'
(pFedpokléddme, Ze zdva¥f je na pravé misce).

" Po zv8tien{ zéva¥{ na hodnotu Z;=56,4 g byly hodnot,y t¥i kyvﬁ
- 8;19;10. Drubd mvnovéiné poloha. :

=35 (19+§-i—1~9) =14,

-~ » Druhd nuloﬁ poloha, byl'a,‘zjﬁténa z hodnot 8;15;8: -

8+8 ,
M2=2(15+T)—11 5.

b -" Da.lﬁi post,up je ste,]ni ja.ko u Vah tlumenych Nulové poloha j Je

- nm-;nog 12+211.5 =11, 75

- Sprévnou hodnotu vyvaZujictho zévai( zlskdme podle (A. 3)
11 76 10,75

L Z=E (6,4 568) S _,;:.56.,3308g>.‘
o Cithvost vah Je | _ o
14 10 75
m = 32 5 dﬂkﬁ/g

Meznf chyba hmotnosti 2 je pak '
1 .
: 32 3 =0, OBg .o
o Vysledmi hodnota hmotnosti Vyvaéujfcfho zé.vaif Je tedy
o zo..(se 330, 03)g |

Olp'vrﬁira""’\“réiénf na vztlak vzduchu (redukcé véiénf navvél-‘cuux‘n) z

\'va vztlaku vzduchu je pikladem systematlcke chyby, které se vyskytuje
v procésu vézeni. Na pfedméty na miskéch a na z4va¥( nepiisobi jenom tfhové
sily, ale i vatlakové sily vzduchu dle Archimédova zékona. Velikost vatlakové
sily zavisl na objemu t&les na rmskach vah a na hustoté vzduchu. Objemy
téles Jsou obeCué rizné, proto miiZe byt vztlakova sﬂa pisobici na za.vaéx jind
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ne? sila ptisobici na véfeny pfedmét. Pro ‘rovnovihu na vahach s uvéZenim
vztlaku vzduchu plati: : : ,

(‘m_QQszz-év‘/z 'R : : (AS)

kde m ]e hmotnost. véseného pfedm&tu, Vj, je jeho objem, Z je hmotnost
‘zévail, V, je objem zavali a g, je hustota vaduchu. Polofme '
V= V==, (A9)
- A 0 N
_kde ¢ je hustota vaieneho predmétu a o, je hustota zdvaZi. Dosazenfm do
(A.8) a tipravou dostaneme _

. polec— o) | | .
mEL = - (A o

Z.ava¥i byvaji vét&inou mosazné, tj. p,=8400 kg m~*. Hustotu vaieneho pied-

métu ¢ bud zndme (podle materidlu ur&me z tabulek) nebo ji uréime pré-

v& pomoci véZeni. Hustota vzduchu zévisi na tlaku p, teploté ¢ a vlhkosti
vzduchu R. P§i véfeni musime proto stanovit laboratornf podminky. Husto-

ta vzduchu ze stavové rovnice dvouslozkového plynu (suchy vzduch a vodni

phra) je [9] L
378e), A.
m(p 0 78 ) i ( 11)

kde gop = 1,293 kg m-3 je hustota vzduchu za normélnfch podmmek To=273,15
K a pp=101325 Pa. Teplotu vzduchu ¢ dosazujeme ve °C. Parcialn{ tlak vod-
nich par uréime pomoci relativni vihkosti R a parcidlnfho tlaku nasycené
vodnf pary £ ' ‘ ‘

e=RE. (A.12)
Parcidlnf tlak nasycené vodni pary £ miZeme nalézt v tabu]kach nebo vy-
poéitat podle vztahu .

E=611-10%  [Pa°C), (A.13)
ktery lze odvodit z Clausiovy-Clapeyronovy rovnice. Hodnoty parametrd jsou

a=17,5ab=237,3°C pro teploty nad bodem mrazu,
a=9,5ab=2655C pro teploty pod bodem mrazu.

Redukci véZeni na vakuum provédime i pfi va%eni na elektronickych vahach,
nebot i tyto vahy srovnévajl tihu vé%eného pfedmétu a tfhu kalibraZnich
zavaii. Dilefité je, aby kalibrace a vaZeni prob&hly za stejnych laboratornich
podminek.
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Vysledek pfedchoziho pifkladu (véZeni sklen&né kédinky) opravime
o vztlak vzduchu. Hmotnost vyvaZujictho zdvaZ{ byla stanovena

zo.«(ss 33:0,03)g.

.,Laboratornf podmmky t = 22,8°C, p = 96438 Pa, 'R=38%. Podle
(A.13) je tlak nasycenych vodnich par E=2776 Pa a parcidlnf tlak
par ve vzduchu e = 0,38 - 2776==1055 Pa Pro hustotu vzduchu podle
(A 11) dostaneme _

1,203
228
101325 (1+ m;’s

o= ] . (96438 ~ 0, 3_78{- 1085) = 1, 151 kg m~®

Nym mﬁieme pfistoupit k vypoétu hmotnosti redukované na va.kuum R
podle (A:10). VéZeny pi‘edmét md hustotu e= = 2250 kg m-3, zévail .
5 = 8400 kg m~3, ,

2250 - (8400 1,131)
8400 (3350 - 1 131)

' Hmotnost va,Zené kédinky je .
Y m= (56 35&0 03)g -

= 56, 33

= b6, 35g

[Prikdad Ad] o s, |

v Kédince, Jeﬂi hmotnost Jsme Zjlstlll v pfedchozich dvou pi‘fkladech ,

- v4¥ime vodu. VaZen{ prob&hlo za stejnych laboratornich podminek ja--
25 ko vééeni pmzdné kédmky Hmotnost vyva%ujicfho zé.va,ii byla vtomto

: Zo,,-’-(185 52:!:0 OS)g

Pro redukci vézen{ na vakuum fieznime v tomto pﬂpadé hustotu vé-

_Zeného pfedmétu, protoZe se jednd o nehomogennf tileso (kédinke a - s

“voda). MiZeme postnpovat dvéma zplsoby. Bud odhadneme stfed-
nf hustotu celé soustavy voda-kidinka (jelikoZ se jednd pouze 0 Gdaj
pro vypolet opravy, pfipadnou chybou se nedopustime zrejmé prilis
velkého zkreslenf vysledka), nebo provedeme redukei véZen{ pouze pro -
, samotnou vodu nésledujicim zpdsobem. Hmotnost vyvaiuﬁciho zévaif
pro sa.motnou vodu je dina rozdllem :

, Zy= Zov Zy= (129 1940, 04) g.
“=Hustotu vody znime (: =1000 kg m~%) a po vypo¥tu dostaneme

hmotnost vody
S . My = (129,324 0,04) g .
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VéZime hlxmkovy pfedmét na tlumenych a,nalytlckvch vahéch: :
Prvni nulové poloha: fig; = 30 o '
‘Prvnf vyvéZenl: m = 67 pli Z) = 28, 43 g
‘ Druhé vyvéZenf: ny = —35 pfi Z,= 28,44 g
Druhé nulové polohat ,nog =12 '
RovnovéZnd poloha je

12430
2 ‘.."-'21‘.«

-~
-

R Hmotnost vyva.zujfciho zé,vazi

9167

| Zo-28 43+(23 44 28 43) 3567

=98, 4345g'.:;-

Citlivost vah

67 - ( 35)
28 44 - 28, 43"

L Chyba, vé.ien{ Je pak 0 1 mg Hmotnost vyvaiuﬁcfho zava.if

10,2 dﬂkﬁ /mg

Zo= (28 4345¢ 0,0001) g .

- Véalen{ probxhalo pii teploté t = 21 7°C, tlaku p= 98925 Pa a rels-
tivnf vihkosti R=56%. Parciélni tlak podle (A.13) a (A,12) dostaneme -

e = 2597 Pa. Hustota vzduchu podle (A.11) Je pv=1,163 kg m“3 Hue-' -

" “tota hlinfku je ¢ = 2700 kg m-3, Redukce véﬁem 02 vakuum pod]e
Co@ao: | . C |

e 23 4345 2700 (8400 1, 163)

" 8400~ (2700~ 1,163) - =28 4428g’

‘ 'Hmotnost va.ieneho pfedmétu e

(23 4428+ o 0001)g
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Dodatek B
Vlastnostl mé&ficich pristroji

Mé&fici prxstro;e umoénujf obgektmzova.t méfenti, t]. bud vyloué:t lidské smys-
ly z procesu méfeni a nebo m&fenou veli¢inu ucinit lidskym smyslim snadnep
kvantifikovatelnou (napf. poloha rugky na stupnici p¥fstroje). V mnoha pfipa-
dech mé&fic piistroje zprostfedkovévaji informaci o veliing, kterd j Je hdskym
smyslim nedostupna. Mé&fici pistroje tedy hrajf klf¢ovou roli v méficim pro-
cesu a Osp&ch m&Feni zavisi i na tom, jak dobfe zndme vlastnosti pouZitych
pr:stro_lu Mus{me porozumét, jak- prfstro;e interaguji s mérenym -objektem
a mezi sebou navzajem, jejich omezenim a chybdm, které vnésf do méFeni.

'V této kapitole si budeme viimat vlastnostf elektrlckych méficich pFistro-
8. § témito m&ficimi piistroji se setkdvime Easto, proto¥e mnoho mé&feni
je zalofeno na pfevodu méfené velifiny na elektncky proud nebo napéti,
V takovém m&ficim Fetézci je nutné rozumét nejenom vlastnostem méfictho

“piistroje samotného, ale i pi‘evodmku dané veli¢iny na veli&inu- elektnckou
Vlastnosti pfevodnfkd jsou zavislé na konkrétnf situaci a nebudeme se jimi
zabyvat, PFistroje pro méfenf elektrického proudu miZeme rozdélit do dvou

- skupin. Jsou to ruckové. (analogové) a &islicové (digitalnf) pFistroje. Digitélni

~méfici p¥istroje prevédép pomoc tzv. analogové-dxgztélmho prevodniku mé-

‘fenou veliinu na éxslo zobrazene na dxsplep Pi‘wodmky JSOlI elektromcke
obvody, jejich? princip je popsén napf. v {9 | '

 Ru&kové méfic] pfistroje vyugivajf nejéastép silového piisobeni magnet)c-
ikého pole, ve vypmeénych pifpadech elektrostatického pole. V nejb¥néjéim
‘méficim systému s ototnou civkou se vyusivé silového plisobenf magnetxckého
pole na efvku protékanou elektnckyrn proudem. Civka je ulofena mezi pély
permanentniho magnetu tak, aby se molila otécet. Diky mterakcx magnetic-
kého momentu civky s magnetickym polem magnetu dochazi k otogeni cwky

8% do polohy, kdy je moment sil magnetxckeho pole v rovnovéze s momen-

“tem sily vratného mechanismu - napf. -spiralového pérka. Civka je spojena
s rudi&kou na stupmcn a jeji vychylka je imérnd stiedn{. hodnoté protekap-

" ctho proudu. Z toho je zi‘ejmé %e timto systémem neni moZné pfimo méfit

" st¥idavé proudy. Pro m&feni st¥{davych proudd musime proud usmermt nebo

- poufit: tzv. elektromagnetického nebo’ elektrodynamického systému. -

U elektromagnetického systému se vyuZiva vzagemneho silového’ pusobe-
ni Zelezného jédra a magnetického pole buzeného pevné uloZenou civkou.
V magnetickém poli se jadro polarizuje a Je vtahovéno do cwk) Pohyb jadra
se pak pfendd{ na rudicku na stupnlcx '

. Elektrodynamicky systém je v prmcxpu velmi podobny systému s otonou
civkou. Pole permanentnfho magnetu je ale nahrazeno polem pevné civky,
kterou protékd méreny proud. V tomto magnetxckém poli se vychyluje otogna -

* civka, kterou rovné? protékd méfeny proud. Elektrodynamlckeho systému Jze
“vyuZit i pro- ‘mé&fenf vykond. Na jednu civku je pfivedeno nap&ti, které je na

" méfené zat¥%, a druhou civkou protéka proud, ktery protéka méfenou zatéz.

- Jedna civka je ‘tedy zapojena paralelné k méfené z4té%i a druhd do série.
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V takovém uspofédan: je vychylka {mérnd €innému vykonu uvolfiovaném na

zatéZi.

Typ mé&fictho systému byvé oznaden na stupnici‘px‘is’croje symbolem (viz
tabulka 4). Na stupnici se déale uvadi izola¥nf schopnost pfistroje, tj. na-
- pétf na svorkach p¥istroje, p¥i kterém nedojde k jeho prirazu na vodivou
‘uzemnénou podlozku ‘(viz tabulka 5), Déle byva uvedena spravna pracovni
- poloha. stup’nice a druh méfeného proudu (viz tabulka 6). DileZitym Gdajem
na stupnici je tzv, t¥da pfesnosti, kterd je déna Cislem uvadenym nad sym-
bolem druhu m&eného proudu. T¥ida pfesnosti udava mezni chybu méficiho
pFistroje. Chybu-vypo&itame tak, e vynasobime hodnotu zvoleného rozsahu
mé&ficfho pfistroje tiidou pfesnosﬁia vydélime 100.

Nazev systému

Princip

‘Zna.c’:kna

)

8 otoénou civkou

na méfenym proudem
uloZend v poli perma-

‘nentniho magnetu

- VyuZiti

otona civka protéka-|

stejnosmérné napdt] a
proudy (vychylka dmé&r-
né stfednf hodnot8)

[

8 otolnou civkou
a usmériovadem

stejny Jako u syste«,,

mu s otoénou civkou,
proud je v :pfistroji

_usmériiovan diodou

;| stejnosmérné i st¥ida-
- vé nap&tf a proudy (vy-
chylka Gm&rnd stfed-

nf hodnoté usmdrndné-

“ho proudu)

- 'elektromaghet_icky

otolné Yelezné Jadro

ulofené v magnetic-
kém poli cwky, kterou
proteka mé&feny proud

stejnosmémé i stkidavé

nap8t{ a proudy (vy-
chylka Gmé&rnd efektivni
hodnoté)

E:
+

elektrodynamicky

" 'otoéna civka protéka-
| né& ‘proudem ' uloZend

v magnetickém poli
civky, kterou protéké
proud S

stejnosmérné i stiidavé
nap&t{ a proudy (vy-
chylka Gm&rn4 efektivnf
hodnotg), vykon

Tabulka 4; Typy méncxch systemu 2 Jeleh oznaéem

Voltmetr m4 rozsah 24 V a tf{du pFesnosti 1,5. Ru&icka ukazuje napéti
- 10 V. Urlete chybu napéti a V)'Jadfete ji rela.mvné a absolutna,

Resent:

Z definice t¥dy pFesnosti dostaneme absolutni chybu napéti: Ay =

24 %5% =.0,36 V. Vysledek je U = (10,00£0,36) V a relativni chyba

rv = 3,6%.
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Znacka . Vyznam

_)_\\[45 zkusebni napé&ti 500V

zkufebn{ napéti v kV
ﬁ (zde napf, 1 kV)

Tebulka 5: Tzolatni schopnosti méficiho piistroje

{0 - Pracovni poloha _ o Typ méi‘én_é‘ho‘ -
. Znaéka - stupmce _Zinaék? | proudu (nap_étf),j
SRR - pracovnf poloha,'"~"»;_ T
' ——r— | stipnicesvisld )} - Stejpo‘m}émy'i
” ypfaoovni p(;ioh_a. 5 . . stegnosmérnyi
©. ¢~ % | stupnice.vodorovna " Y o stndavy
| ‘pracovni ﬁolbhg. S ’ S
e | stupnice §ikma SN | stiidavy
e ‘(zdenapt. 60°) - | DT

. Ta,bulka 6: Dgléi_ znacky na stupnici méi‘iciéh pnstro;ﬁ -

Ampermetr mé. rozsah 120 mA a tfidu pi‘esnceti 1 Ruéxéka ukaztue
proud 76 mA. Urtete chybu mé&feného proudu a vyjadfete jl re]atwné
I absolutn&. ' A o
 Re#eni: -
 "Z definice ti‘:dy pi‘esnostx dost.aneme absolutni chybu proudu
A =120 15 = 1,2 mA. ‘Vysledek je / = (76 1) mA popr I ==
(76 01 2) mA a rela,twnf chyba, ri=1, G% B

VA vyée uvedeného vyplyva, Ze je vhodné volxt takovy méfic rozsah aby se
méfena hodnota co nejvice bliZila hodnoté mem:lho rozsahu. V tomto pfipadé
je relativni chyba méfeni minimalni.
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a) - )

‘ Obr 30: Dvé& varianty zapojeni voltmetru a ampérmetru

U digitélnich méicich pistrojd je vypolet chyby sloZit&j¥f a postup vy~
po¥tu musime najft v dokumentaci pifstroje. Vétginou se chyba vypoZitév
jako €4st z méficfho rozsahu a jako 4st' 2 méfené hodnoty. Pro oznalenf
métictho rozsahu najdeme v dokumentaci: rizné oznaenf napf, MHMR -
‘maximalni hodnota méfictho rozsahu, Full Scale - z angli¢tiny nékdy zkra-
covdno jako FS. U piistroji, které automaticky prepinaji-rozsahy, je nutné
zjistit pravidlo, podle kterého probihs volba rozsahu, a 2 &tené hodnoty zpét-
n& odvodit momentalng pouZity mé¥ici rozsah. Pro ‘oznadeni méfené hodnoty
se pousivaji oznateni napt. MH - méfend hodnota, &h. - &tend hodnota,
Reading - z angliétiny n&kdy zkracovéno RD. Ve vypodtech chyb se také
n&kdy pouffvé vyrazu digit (zkracovano dig.), ktery predstavuje minimAln
hodnotu, kterou je mo#né petist na displeji. Napiiklad vyraz £ dig. znamend

“dvojnésobek této hodnoty. . - o L R
" 7 méfticiho principu rudkovych piistroji je zfejmé, Ze musime uvaZovat
jejich viiv na' mé&feny obvod. Ampérmetrem protékd méfeny proud a na je-
“ ho svorkach vzniké ubytek napéti. Voltmetrem také protéké proud, ktery je
dén odporem méfici civky a méfenym napétim, V obvodech stiidavého prou-
~du musime uva¥it (zv143t8 u vysokych frekvenci) indukénosti civek méficich
systémil. Vniténf odpor b&nych analogovych voltmetrd byvé v rozsahu desf-
tek a¥ stovek k(. Vnit¥ni odpor digitalnich voltmetrd byva vétsinou v fadu

desitek MQ. - : L '

Vliv m&ficich pfistrojd si miZeme dokumentovat na pfipadu méfeni odpo-
ru metodou piimou. Ampérmetr a voltmetr miZeme zapojit dvéma riznymi
zpiisoby (viz 6br.30). Odpor m&Feného rezistoru je dén velikosti abytku na-
péti U a protékajictho proudu Jg. V pfipad® ¢) ném ampérmetr ukazuje
hodnotu proudu protékajiciho rezistorem, ale voltmetr ukazuje soudet hod-
not Ur & Uy, kde Uy je ibytek nap&tf na ampérmetru, Ubytek napéti Uy je
d4n vnitinfm odporem ampérmetru Ry, tj. Us = Ral. Hodnotu odporu pak
miZeme vypoéitat jako \ - :

U
R="I‘:-RA, ’
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kde U a I jsou hodnoty tené na pfistrojich. V zapojeni podle obr.305) am-
pérmetrem namé&fime soudet proudd protékajicich rezistorem a voltmetrem
I = Ip + Iy. Proud protékajic voltmetrem je dn jeho vnitinim odporem
Ry, tj. Iy = U/Ry. Hodnota odporu méfeného rezistoru je pak

U

k= I- U/Rv

Pokud provedeme vyse uvedené opravy na vliv méi‘xcxch prlstroju mohlo by
byt jedno, které zapojenf pro m¥éfenf pouZijeme. Hodnoty R4 a Ry jsou viak
také stanoveny s jistou chybou, a proto je vhodné vyuZit takové zapojen,
kde se vliv této chyby projevi nejméné, V piipadé, kdy hodnotapodilu U a
I v zapojeni a) je srovnatelné s Ra, odeditéme od sebe dv& srovnatelné velki
Zisla, jejich rozdil je tedy malé &islo, Jejich chyby se s&itaji dle zékona p¥enosu
chyb, a proto dostaneme vysledek s velkou relativni chybou. Proto zapojenf
a) je vhodné vyuZivat v situacich, kdy R > Ra, tj. pro. velké hodnoty odporu,
a zapojeni b) pro R <« Ry, tj ma]é hodnoty odporu. '

V névodu multxmetru je uvedeno Ze chyba méi‘eneho napéti )e 100ppm
MH + 20ppm MHMR.. Urdete chybu méi‘eného napétf naméfime-li na
rozsahu 150 V napétx 130,842 V. o
Reseni: - ' B
MH=130,842 V, MHMR—~150 V, ppm oznaéuje 10-¢ (part per m:lion) :
chyba je déna vzta.hem Ay.=100-107% - 130,842 + 20 - 10“6 150 =
0, 016 V. .

= (130 8420, 016) V.

V 'manudlu multimetru je uvedeno, ¥e na rozsahu 4 V je chyba méFeni

0,3% &.h. + 1 dig. Uréete. chybu m&feného napdti, Jesthie phstroj

ukazuje hodnotu 2 982 V

Redeni: R

MH=2,982 V a1l dlg—-U 001 chyba je Au ‘3 55+ 2,982 +0,001 =

0,0099 V _ TR
U (2 98i0 01) V.

Pifklad B. 5

Mé&Fic! prfstroj uka.zuge hodnotu mdukénostx L= 22 68 uH V ma-
nudlu je uvedeno, ¥e chyba méfeni je: 0,1% + 2 dig. Uréete chybu
namé&fené hodnoty a 7a.px§te vysledek: méfeni
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- Redenf:

. MH=22, ss uH a 1 d1g~0 01, chyba. je AI, = &b .92 68+4.0,02 = -
004;:1-1 , e e
(22 68:i:0 04) H

Priklad B.6

¥ ndvodu multlmetru je uvedeno, ie chyba mé&feného napétf je
: S50 0,05% of Reading +0,02% Full Scale ,
: Naménme—h na: rozsa.hu 40 V napétf 21,48V, uréete chybu méi‘eného-
napstf{. .
- Reseni: ’
Reading==21 48 V, Full Sca1e=40 V

| Au--r°— 21, 48+9*‘-’3 40 = 0,0187 V-

L U ‘(21,.483: 0,02) V.

|
( Ampérmetrem s ti‘xdou plesnosti 0,5 je méi‘en proud protékayd odpo~
- rovou z4t&%i. Voltmetrem je méren fxbytek napéti na této zétéii Pro
o c‘hybu na.pétf platii : -
) ] 60ppm MH 4 30ppm MHMR . v
‘Byly na.mé"eny hodnoty I = 0,825 A na rozsahu 1,2 A &U = 86 328 V_, .
na rozsahu 100 V, UrZete hodnotu odporu z4té%e R=% = velikost .
vykonu uvoliiovaného na zats¥i (P = UI). Pro ob&. velitiny- stanovte -
¢hybu vypoéitanych hodnot. Viiv méficich pi‘istropl na zétéi zane-
“‘dbejte. . . -
Redent; :
Pracujeme zde s meznfmi chybami, které byly uréeny 2 parametrﬁ
piistrojl, jefich odpovidajici poéet stupiid volnosti povaZujeme za ne- -
kone&n& velky, a proto lze zé.kon pfenosu chyb uplatnit p¥imo na mezm
chyby . :

2z deﬁnice tiidy pfesnostx dostaneme a.bsolutni chybu proudu:.” -
Ar=12-38=0,006A,
Chyba nap&ti: MH=86,328 V, MHMR—-IOO v
= 60107 . 86,328 + 80 - 10~ . 100 = 0,0082 V
Dosa.zenim: R=104,649, Apr=0,768%,

R = (104,64 £0,76) Q. |
Pro chybu vykonu plaxf podobné& podle zékona pfenosu chyb:

= /1% + UA}.

Dosa,zenfm' P 71, 2206 W, Ap=0,52'W,
= (71,224+0,52) W .
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Dodatek C

Studentovy koeficienty

pocet Stupﬁﬁ volhosti n=N-1,kde N je pocet mé&¥en;.

n | hladina spolehlivosti |
0,5000 | 0,6827 [ 0,9000 | 0,9545 | 0,9973 |
1 | 1,000 1,837] 6,314 13,96| 2358
2 | 0,817 1,321 2,920| 4,526| 19,21
3 | 0,765| 1,197 | 2,353 | 3,307 | 9,219
4 | 0,741 1,141} 12,132 2,869 | 6,620
& | 0,727 1,110 »2015 )2,649 5,507

6 | 0,718 | 1,091| T;943| 2,516 | 4,904
7 10,711 1,‘077_1895 2,429 | 4,530
8 | 0,706| 1,067 1,860 2,366 | 4,277
9 | 0,703 1,059]-1,833| 2,320 4,094
10 | 0,700 | 1,053 | 1,812 2,284 | 3,957
11| 0,697| 1,048| 1,796| 2,255 | 3,850
12 | 0,695 1,043 | 1,782.2,231| 8,764
13 | 0,693 1,040 1,771 2,212| 3,694
14 |°0,692 | 1,037 | 1,761 | 2,195 3,636
15 | 0,691 1,084| 1,753 | 2,182| 3,586 |
16 { 0,690 | 1,032 |: 1,746 | 2,169 | ‘3,544
| 17| 0,689 1,030 1,740 2,158 | 3,508
18 | 0,688 | 1,028 1,734|:2,149| 3,475
19 | 0,688 1,027 | 1,729 | 2,141| 3,447
20 | 0,687 | 1,026| 1,725| 2,133 | 3,422
25 | 0,684 | 1,021| 1,708 | 2,105 3,329
30 | 0,683 1,017| 1,697 | 2,087| 3,270
40 | 0,681 | 1,013| 1,684 2,064 | 3,199
50 | 0,679 1,010| 1,676| 2,051| 3,157
70 | 0,678 1,007 1,667 | 2,036| 3,111
100| 0,677 1,005| 1,660| 2,025| 3,077
1200] 0,676 | 1,003| 1,653| 2,013| 3,040
o | 0,675] 1,000 1,645| 2,000| 3,000
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