Cviceni z elektrodynamiky a teorie relativity

. Ukazte pro uplné antisymetricky tenzor 3. fadu

a) €7 €mpr =0 0 — 0% 6
b) Ezjk Eljk: = 2(5%
ijk

C) € €ijk = 6.

Plati Einsteinova konvence, Ze se tvoii soucet ptes kazdou dvojici stejnych kovari-
antnich a kontravarantnich indext, napi. €% e, = Sb_ 1 €% €pnr. (V Euklid-
ovském prostoru neni nutné rozlisovat kovariantni a kontravariantni indexy.)

. Ukazte pomoci e-tenzoru

rot rot = grad div — A

rot grad = 0

divrot =0

. Vypoctéte vzajemnou silu dvou naboju o velikosti 1C ve vzdalenosti 1m.

. Ukazte, ze dvojrozmérné silové pole

> (xuy)o)
B =_y3Y%7
7x2+y2

je bezvirové (rot K = 0) a 7e
JRaz=o.

Vyberte za uzavienou trajektorii v roviné (z,y)
a) obdélnik rovnobéiny se soutradnicovymi osami
b) kruznici kolem pocétku soutadnic.

. Vypoctéte rotaci vektorového pole

[_(’ o (_y,l',O)
x? 4+ y?

fﬁdﬁ

. Uvéite Gaussovu vétu pro vektorové pole v = (ax, by, cz) a kouli #2+y*+2% < R2.

a drahovy integral

po kruznici kolem pocatku.
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. Vypoctéte Greenovu funkci Laplaceova operatoru pomoci Fourierovy represen-

tace d-funkce

Gz, 1) =G —1') = G(¥),
G(E) = [ G(7) e ™ d?y,
5@):45 dk ety

2

. Ukazte

/ Alnrd?®r =27
K

pomoci Gaussovy véty, kde K je kruhova deska.

. Pouzijte vzorec

k/p (T =) g3

x—x’|3

pro vypocet pole homogenné nabitého, nekoneé¢ného dratu.
Podobné vypoctéte pole homogenné nabité, nekonecné rovné desky.

Lze vytvotit elektrostatické pole E konstantniho sméru, jehoz absolutni velikost
se méni kolmo na E?

Vyjadrete nasledujici rozlozeni naboje pomoci Diracovy d-funkce ve tvaru pros-
torové hustoty naboje p(Z) ve vhodnych souradnicivh.

a) Néboj @, rozlozeny rovnomérné po povrchu koule s polomérem R (kulové
soutadnice).

b) Rovnomeérné rozlozeny naboj na povrchu vélce s polomérem b, pficemz naboj
na jednotkovou délku je A (vélcové souradnice).

c) Naboj @, rozlozeny rovnomérné po infinitesimalné tenkém kruhovém disku
(vélcové souradnice).

d) Totéz v kulovych soutadnicich.

Vypoctéte Laplaceuv operator v kulovych soufadnicich.
Dosad’te rozvoj Py(z) = 302y a,a™ do Legendrovy rovnice
(1 — 2 Py(z)" — 22 Py(x) + ({ + 1)Py(z) =0

a urcete rekursivni vztah pro koeficienty a,. Jaka je podminka, aby pocet ne-
nulovych koeficientu byl koneény, t.j. aby fesenim byl polynom?

Pomoci integralu

[ 4P S0 =) SR~ Pute) 0= ) S Pt b
. v\ X dr xr dr o\ o\ T de T dr ¢\ T i
ukazte ortogonalitu Legendrovych polynomt, t.j.

/1 Py(z) Py(x)de =0 pro (#L.
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Vypoctéte magnetické pole z potencialu

1T/ = Ho j(f,) 3./
Ay =1 &3,
@ =) Tt

Vypoctéte magnetické pole linedrniho vodice (Biotuv-Savartuv zakon).
Vypoctéte energii homogenné nabité koule o poloméru a.

Dvé soustfedné kulové slupky o polomérech a a b tvoii kulovy kondenzator.
Vypoctéte jeho kapacitu.

Ukazte

[Edivﬁ — D x rotE_'} ,
za predpokladu, ze DakE jsou umeérna.
Ukazte

/fo(ﬁxﬂ)dvz Fx(ﬁxﬂ)dS—/

oV \%

Vypoctéte vektorovy potencial

. de| 1
A@,t) = @J/ds S) 1
iw ) s F )
konstantnfho proudu I v kruhové smycce £(s), & (s) = Rcos %, &2(s) = Rsin 4,
& = 0 ve velké vzdalenosti |Z] > R. Udejte magneticky moment 17, pomoci

néhoi je A(T) = ﬁ?‘f

Podle Larmorova vzorce je intenzita zareni zrychleného naboje g

po L
6mey 3

kde a je zrychleni.

Jak dlouho muze nerelativisticky elektron obihat okolo jadra vodiku po spirdlové

dréze, nez je jadrem pohlcen? Odvod’te diferencidlni rovnici pro r(t) ze zavislosti

energie E na r a ze vztahu P = —%. (Néboj ¢ = 1,6 - 1071°C, polomér atomu

r(0) = 107'%m, hmotnost elektronu m, = 1073%g, ¢, = 10~ F/m.)

a) Ukazte, ze pro elektromagnetické potencidly A a @ lze 74dat kalibracn{ podminka

S .- 10
f(Z,1) ::dlvA—l—gaCI):O

(Lorenzova kalibrace).
b) Jsou pak potencidly jednozna¢né urceny pomoci intenzit £ a B?

3
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Najdéte Greenovu funkci d’Alembertova operatoru.

Model dielektrika: Elektrony jsou harmonicky vazany elektrickymi silami. Pod
vlivem periodického elektrického pole o< e™* plati

m(T + T 4+ Wi T) = qE(T,t) ~ qE(0,1).

(wp. .. vlastni frekvence oscildtoru, +...konstanta tlument, E se mén{ malo ve
srovnani s amplitudou #). Vypoctéte indukovany dipélovy moment P=N qT
(N je pocet elektronu v jednotkovém objemu) a dielektrickou konstantu e(w) ze
vztahu €E = EOE + P.

Lorentzova transformace (matice L) spolu s translaci danou vektorem @ tvoii
Poincarého transformaci. Slozeni dvou Poincarého transformaci P = (d@,L) a
P’ = (d’, L") je zase takto transformace s Lorentzovou matici LL’ a s transla¢nim
vektorem @’ + L'a. Ukazte, ze mnozina P = {(d, L)} se soutinem

(@' L')o(d,L)=(a'"+ L'd,L'L)
je grupa (Poincarého grupa).

Dokazte pomoci vzorce t = ~y (t — = x), T = y(x — vt), ze Lorentzova kontrakce
je reciproénim jevem, t.z. i méfitko v klidu v soustavé (t,z) se jevi zkrdceno

faktorem /1 — Z—;, kdyz je pozorovano z pohybujici se soustavy (¢, T).

S

Clovék, ktery nese zebifk o délce 2,1m pred sebou, bézi rychlosti v = c do
pokoje o délce 1m a zavie za sebou dvefe. (Pozor na numerické hodnoty!)

a) Proc je to mozné?

b) Jak vypada situace z hlediska tohoto ¢lovéka?

c¢) Co se stane potom?

d) Nakreslete prostorocasovy diagram.

Napiste Lorentzovu transformaci t — t/, ¥ — 7', kdyz se pohybuje soustava
(¢, 2") rychlosti ¢ v libovolném sméru vuéi soustave (¢, 7).

Odvod’te transformaci slozek rychlosti v* = daz/dt — v = da?'/dt’, kdyz se
carkovand soustava pohybuje rychlosti @ = (u,0,0) vuci ne¢arkované.

Vysvétlujte vzorec

" O O 0

iklm .

€M eppsm = — 67 57 (57
o ot ol

a odvod’te z toho vyrazy pro €™ e, 1, €FMe 11 a €M e .

Ukazte
*x*xT = (—1)5”_1 T

pro antisymetricky tenzor T p-tého fadu. (Antisymetrické tenzory 0-tého a prvniho
fadu jsou prosté skaldry a vektory.)
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Najdéte takovou rychlost, ze po Lorentzové transformaci pole EaB jsou rovno-
bézna. (Méte-li takovy system pak to plati i ve vSech systémech, které se pohybuji
libovolnou rychlosti podél E a B - mizete vybrat nejjednodussi pripad.)

Kovariantni tvar Maxwellovych rovnic skryva skutec¢nost, ze rovnice divE =
£ a divB = 0 nezahrnuji derivaci podle ¢asu a tak jsou vlastné pocatecnimi
podminkami. Dokazte, ze zbyvajici rovnice casového vyvoje tyto podminky pro-
dluzuji, t. z. ze plati vzdy, pokud plati jednou.

Bud” A;(x) = Re (aj e‘ikl$l> ¢tyipotencidl rovinné elektromagneické viny ve
vakuu s komplexni amplitudou a a vinovym vektorem k.
a) Jaké podminky pro a a k plynou z rovnic pole a z Lorenzovy kalibrace?

b) Tenzor elektromagnetického pole ma tvar F,,, = Re ( fmn e‘iklml). Vypoctéte
komplexni amplitudu f,,, a ukazte

fmnkn:():*fmnkn fmnfmn:():fmn*fmn
vk, =0=xF""k, FEon=0=F™" xF_..

Zapiste tyto rovnice ve tfirozmérné podobé (kY /5), uzitim poptipadé E aB.
c¢) Ukazte, ze vlna je kruhové polarisovana, pravé kdyz je *fi, = =i frn. Které
znaménko odpovidd pravotocivé nebo levotocivé polarisaci?

Ukazte pro tenzor energie-hybnosti elektromagnetického pole

, S A A
T =0, T} = —(F F¥ + «Fy, « FM).
2410

Ukaizte, ze £ — C%g ? > 0 je invariantni, nezdpornou veli¢inou (£ = hustota
energie, S = Poyntinguv vektor elektromagnetického pole). Jaky je fyzikalni
vyznam této nerovnosti?
Odvod’te vzorce
e
471'60\/7“2 —c72(r x u)?

P = , A=diq

ze vzorcu ' = e/(4megr’), A = 0, které plati v klidovém systému S’ naboje e
tim, ze pouzijete transformace

u
t’:”y<t—62x), ' =y(x — ut), y =, 2=z

Udejte inverzni transformaci k infinitesimélni Lorentzové transformaci



41. Odvod’te pohybové rovnice pro vektorovy potencial

T S —iwpt—ik@ | =% iwptHik®
A—Z(@ke k + ay e™r )
k

z Hamiltonidnu £ = 1 (ﬁ; + w%@g) proménnych

5 - —twzt =% _jwrt
Qp = \/EOV(ake Ftage k)

D, __ S —dwpt | =k _dwipt
P,;—zwk\/eo\/(— pe FHtage k)



