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Stabilita Slunecni soustavy
Nerovnosti pohybu Saturnu - historie

Vyklad nerovnosti pohybu Jupiteru a Saturnu, stabilita slunecni soustavy
— dulezity problém nebeské mechaniky ¥t v historii  —

Konjunkce nastava cca kazdych dvacet roku,

antika: Pisemné zachycen¢ pozorovaci udaje, v€etné opravy na precesi —
Almagest: stfedni denni hodnota pohybu Jupiteru nan, = 299,104581*
a Saturnu ng = 120,422528".

Novove¢ka astronomicka pozorovani predevsim v 18. stoleti - upresnéni
hodnot stfednich dennich pohybu, pro Jupiter n,= 299,128361* a Saturn
ng= 120,454645%. Rozdil novovékych a antickych udaju je u Jupiteru
An,;=0,02378%* a Saturnu 4n,= 0,03212%. Pro souCasné hodnoty plati
n,.: ng = 2483328 = 5:2.




Nerovnosti pohybu Saturnu - Kepler

roku 1625 Johannes Kepler 1571 - 1630
zpracoval pozorovani planet

Johanna Regiomontanuse 1436 - 1476
Bernarda Walthera 1430 - 1504

Pozorovany pohyb Jupiteru a Saturnu neodpovida uplné teorii pohybu
po eliptické draze, podrobna analyza jevu *. Pozorované odchylky
poloh planet dosahuji az 28" u Jupiteru a 48" u Saturnu. Poruchy
vyrazngj$i u Saturnu, ma priblizn¢ 3krat mensi hmotnost nez Jupiter.

*Giorgilly, A.: A Kepler’s note on secular inequalities. Milano 2011.




Nerovnosti pohybu Saturnu - Kepler

Rozdil ekliptikalnich delek Jupiteru a Saturnu: Kepler - Rudolfinskeé
tabulky 1627 x polohy stanoven¢ Regiomontanusem a Waltherem.
Graf: zrychlovani pohybu Jupiteru, zpomalovani Saturnu.
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Nerovnosti pohybu Saturnu - Halley

Edmond Halley 1656 - 1742 roku 1695:

EDMVND. HALLEIVS LL.D.
GEOM.PROF. SAVIL. & R .S.SECRET.

potvrzeni Keplerovych zavéru, vypocet
zrychleni stfedniho pohybu Jupiteru
a zpomaleni stfedniho pohybu Saturnu.

Polomér drahy Jupiteru se zmensuje,
polomér drahy Saturnu zvétsuje.

- narustani téchto jevua —
naruseni stability Slunecni soustavy.

Halley na zaklad€ svych pozorovani — planetarni tabulky, vysly
souhrnné az posmrtné roku 1749.




Nerovnosti pohybu Saturnu - Newton

GravitaCni pusobeni Jupiteru a Saturnu - Isaac Newton 1643-1727
promyslel priblizn€ od roku 1684, kdy v prosinci v dopisu Flamsteedovi
doplnil popis pohybu Saturnu po elipticke draze: ,,ohnisko jeho drdahy se
nenachazi ve stredu Slunce nybrz v hmotném stredu soustavy Slunce -
Jupiter*, viz Principie*, véta XIII. poucky XIII.

Vypocet gravitacni interakce poruchoveho pusobeni planet - nutna
znalost poméru hmotnosti planet a Slunce. U Zemé, Jupiteru a Saturnu
Newton tento pomér propocital z velikosti obéznych dob a vzdalenosti
tehdy znamych mésict od planet, III. Keplertiv zdkon v presném tvaru,

viz Principie *. @@ GM+m) GM
T2 | Al h 4712

ISAAC NEWTON

* Cohen, 1. B.: The Principia - Mathematical
Principles of Natural Philosophy. University

of California Press, Berkeley, Los Angeles,
London 1989




Nerovnosti pohybu Saturnu - Newton

V srpnu 1691 Newton dopis Flamsteedovi - zadost o pozorovaci udaje
o polohach Jupiteru a Saturnu v nasledujicich ¢tyrech az péti rocich.
Ziejme k overovani vypoctu vzajemnych poruch obou planet. Flamsteed
v prosinci roku 1694 poslal Newtonovi pozorované polohy Saturnu z let
1691 - 1694, v¢etné jejich rozdilti od poloh v Rudolfinskych tabulkach.

Vzajemne gravitacni pusobeni planet v Principiich v 1. knize, ve vEte
LXVI: ,, pusobeni planet jedne na druhou ackoliv je velmi male a miiZe
byt zanedbavano, rusi pohyb planet po elipsach...,,pusobeni Jupiteru na
Saturn nemiize byt zanedbdvano “... Zietelnd mySlenka, Ze obé planety se
ve svem pohybu ovliviuji.

Podrobnéji v Principiich v III. knize, vété XIII., poucce XIII.:
,,Planety se pohybuji po elipsach, majicich svoje ohnisko ve stiedu
Slunce, radius vektory vztahujici se k tomuto stredu opisuji plochy
umerné casu‘




Pohyb Saturnu v Principiich

AvSak pisobeni Jupiteru na Saturn nesmime zanedbavat, protoze
pritazlivost k Jupiteru se ma (pri stejnych vzddlenostech) k pritazlivosti
Slunce jako 1 : 1 067, tudiz p7i konjunkcich Jupiteru a Saturnu, kdyz je
jeho vzdalenost k Jupiteru vzhledem ke vzddlenosti k Slunci jako 4 : 9,
pritazlivost Saturnu k Jupiteru bude k jeho pritazlivosti ke Slunci jako 81
ku 16 x 1067 nebo zaokrouhlené jako 1 ku 211#. Porucha drahy
Saturnu pii kazdé jeho konjunkci s Jupiterem je tak znatelnda, Ze
vyvolava bezradnost astronomii. * Pri prihlédnuti k poloze planety pri
techto konjunkcich, jeji vystiednost se jednou zvySuje, podruhé
zmensuje, afélium se jednou presouva vpred, podruhé ustupuje vzad,
stredni pohyb jeden za druhym se jednou zrychluje podruhe zpomaluje.

# Stefl,V.: K Newtonové a Eulerové interpretaci nerovnosti pohybu
Jupiteru a Saturnu. Cs. ¢as. fyz. 63, (2013), &. 3, p. 168 - 174.

* pozorovatele zjistili rozdilne polohy od tabulkovych odvozenych z
Keplerovy teorie.

o naznaceni periodickych zmén vystiednosti respektive primky apsid.




Newton - pochybnosti o stabilit¢ Slune¢ni soustavy, interakce planet a

Pohyb Saturnu - Optika

také komet, v jeho Case neznamych hmotnosti, odpor ¢teru...

l

l
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ﬂéz. 21, Is not this Medivm much rarer with-
in the denfe Bodies of the Sun, Scars, Planets

" and Comets, than in the empry celeftial Spaces

berween them? And in pafling from them to
reat diftances, doth it not w denfer and

nfer perperually, and chereby caufe the gra-
vity of thole grear Bodies towards one another,
and of their parts rowards the Bodies; every
Body endeavouring to go from the denfer parts
of the Mediun towards the rarer? For if this
Medium be rarer within the Sun's Body than ac
its Surface, and rarer there than ac the hun-
dredth part of an Inch from s Body, and ra-
rer there than at the fiftiech part of an Inch from
its Body, and rarer there cthan at the Orb of
Saturn; I fee no reafon why the Increafe of
denfity fhould ftop any where, and not rather
be conrinued cthrough all diftances from the Sun
to Saturn, and beyond. And though this In-
creafe of denfity may ar grear diftances be ex-
ceeding flow, yer if the claftick force of this
Medium be exceeding greatr, it may f{uffice o
impel Bodies from the denfer pares of the Me-
dium towards the rarer, with all thar power
which we call Gravity. And chac the elaftick
force of this Medium is exceeding great, may
be gather'd from che fwiftnefs of its Vibratons.
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exceedingly more able to prefs upon grofs Bodies,
by endeavouring to expand it felf.

%.: 22. May not Planets and Comets, and all
grofs Bodies, perform their Motions more freely,
and wich lefs refiftance in this Athereal Medium
than in any Fluid, which fills all Space ade-
quately without leaving any Pores, and by confe- -
quence is much denfer than Quick-filver or Gold?
And may not its refiftance be fo fmall, as w0 be
inconfiderable ! For inftance; If dhis Etber ( for
fo I will call it) fhould be-fuppofed 700000
timey more elaftick than our Air, and above
700000 times more rare; its refiftance would
be above 6oocoocoo times lefs than that of Wa-
ter. And fo fmall a refiftance would fcarce
inake any fenfible alteration in the Motions of
the Planets im ten thoufand Years. If any one
would ask how a Medium can be {o rare, let
him tell me how the Air, in the upper parts of
the Aun , ¢an be above an hundred thou-
fand choufand rimes rarer than Gold. Let him

Newton, I.: Opticks: or, a treatise of the reflections, refractions,

inflections and colours of light. London, 1730. Kniha III., p. 325, 327.




Vyména energii Jupiter < Saturn konjunkce

Pred konjunkeci: Jupiter ,,dohani“ Saturn, zpomaluje ho — ubytek
kinetické energie jeho planetarniho pohybu — pirechod na nizsi obéznou
drahu — zvySeni rychlosti stfredniho pohybu Saturnu.

Po konjunkci: jev opaCny — prechod na vysSsi obéznou drahu —
zpomaleni rychlosti stredniho pohybu Saturnu.

Pri1 stejné velikosti gravitacni interakce obou planet pied a po konjunkci -
vysledny efekt nulovy. Uplné piesné nikoliv, drahy planet nejsou
soustfedne. Pokud ke konjunkci dochazi v poloze v prostoru, kde drahy
obou planet k sob¢€ konverguji, v perthéliu Saturnovy drahy a v atéliu
Jupiterovy drahy, je jev po konjunkci vétsi nez pied ni. Vysledek -
zveétSovani polomeéru Saturnovy drahy a zmenSovani velikosti jeho
sttedniho pohybu. Pt1 konjunkci v prostoru, kdy drahy obou planet

k sob& diverguji, je vysledkem pokles poloméru Saturnovy drahy a
zvySeni rychlosti jeho stfedniho pohybu.

Dusledkem jsou celkova nepatrna zpomalovani nebo zrychlovani
pohybu Saturnu, rozeznatelna za vétsi Casove intervaly.




Stabilita Slunecni soustavy

astronomove objevili v pohybu Jupiteru a Saturnu poruchy,

velmi pomalé zmény jejich stfedni rychlosti,

priCina - ob&zné doby Jupiteru a Saturnu kolem Slunce jsou pfiblizn¢ 12
rokli a 30 roki, kazdych zhruba 20 rokti dochazi ke konjunkci, pfi niZ se
zesilyje gravitacni interakce, v prubéhu konjunkce dochazi k vymeéné
kinetickych energii planet, pred ni Jupiter ,,dohani*“ Saturn, zpomaluje
ho, nastava ubytek jeho kinetické energie — prechazi na nizsi obéznou
drahu




Pohyb Saturnu - Euler

Parizska akademie vypsala cenu &@r. 1748 na
...,,teorii Jupiteru a Saturnu vysvetlujici nerovnosti techto planet,
majicich pricinu v jejich pohybech, specielné v dobe konjunkce*...
Leonhard Euler 1703 - 1783

geometrickd metoda — analyticka.

~dor. 1750 - pochybnosti o gravitaCnim zakonu,
domnénka - sily maji puvod v neprostupnosti
hmoty, sily kontaktni.

Euler vychazel z gravitaCniho zdkona, odvodil poruchy Saturnu
zpusoben¢ Jupiterem, soutéZ — o cena: za inovativni pristup k vypoctu
planetdarnich poruch, nikoliv za uplny vyklad zpomalovani Saturnu a
zrychlovani Jupiteru .

decelerace Saturnu /akceleraci Jupiteru = 7/3 — Laplace 1784!




Euler - poruchové sily

Soubézné Euler zkoumal, zda stfedni pohyby planet se podrobuji
sekularnim zménam,(v jeho dob¢ chapano neperiodickym ¢i1 s
dlouhodobou periodou).

Na soustavu Slunce — Jupiter — Saturn, Euler aplikoval II.
Newtonuv pohybovy zakon v pravouhlych soufadnicich

d’x X 2 2
& = 2d y_ Y 2d 2Z _Z
dt mSa dtz mS dt mSa

a

mg,, j€ hmotnost ruSené planety - Saturnu, X, ¥, Z jsou slozky sily
pusobici na Saturn ve sméru soufadnych os. Koeficient 2 - Eulerova
volba jednotek (zrychleni volného padu na zemskeém povrchu polozil
za jednotkové pro vyjadreni urychlujicich sil, misto v =2gh
pouzival v: =h).

#Euler, L.: Recherches sur le mouvement des corps céléstes en générale.
Meémoires de 1’Académie des Science de Berlin 3 (1747), p. 93 - 143.




Eulerovy vysledky

Metoda variace drahovych elementu - propocet jejich zmén, nikoliv
odchylek v poloze planet.

- rovnice pro mal¢ Sifkové odchylky Saturnu od drahové roviny Jupiteru
ve sméru z = rsin (¢ — Q Jrgi ,délku vystupného uzlu £, sklon drahy i.

- pt1 bezporuchove elipticke draze €2 a i konstantni, proménnost vyvoldna
poruchami.

- velmi pozvolneé zmény 2 a i, — matematické zjednoduSeni feseni.

- vypocitan¢ vysledky neodpovidaly uplné poloham Saturnu, nepresnosti
8 -9,

Prvni analytické urceni zmén drahovych elementu: pii omezeni
propoctu na nékolik prvnich Clenu fad vyjadiujicich zmény drahovych
elementu —, délky vystupného uzlu ©Q, sklonu drahy i.

Euler — poruchy dlouhodobé.




Pierre Simon de Laplace 1749 - 1827
Vyklad svetove soustavy 1796 - 1836

vysel celkem 6krat, byl prepracovavan postupné s vyvojem
astronomickych poznatku, nespravné hypotézy Laplace vyluCoval, napt.
hypotezy o piivodu komet, v prvnich tfech vydanich predpokladal, ze
komety jsou relikty z doby vzniku Slunecni soustavy, ve ¢tvrtem vydani
se domnival, Ze jde o mlhoviny, zachycené ve Slunecni soustave, v
dalSich vydanich jiz tuto hypotézu opustil, obsah je rozdélen do Sesti
kapitol:

1. O zdanlivych pohybech nebeskych téles

2. O realnych pohybech nebeskych téles

3. O zakonech pohybu

4. O teoru vSeobecne gravitace

5. Kratky piehled historie astronomie

6. Uvaha o svétové soustavé a budoucich uspésich astronomie V
posledné uveden¢ je Laplaceova kosmogonicka hypoteza o vzniku
Slunecni soustavy z rotujiciho plynu a prachu




Pierre Simon de Laplace
Nebeska mechanika 1799 - 1825 3. dilu

O obecnych zdkonech rovnovahy a pohybu

O zakon vSeobecné gravitace a pohybech téZ1St’ nebeskych téles
O tvarech nebeskych téles

O oscilacich more a atmosféry

O pohybech nebeskych téles kolem jejich vlastnich té€zist
Teorie pohybu planet

Teorie Mésice. Dodatek prezentovany autorem u Komise pro delky
17.8.1808

Teorie mésicu Jupiteru, Saturnu a Uranu

Teorie komet

O n¢kolika tématech v systému svéta.

Doplnék: O kapilarnich jevech a dopln€k k teorii kapilarnich jevu




Pierre Simon de Laplace

* Vypocet aproximaci vysSich rada —
sttedni pohyby obou planet imunni k
dlouhodobym zménam.

* Posledni Cast spisu - odvozeni
sekularnich nerovnosti drahovych elementi
planet.

-

*P. S. Laplace: ,,Mémoire sur les solutions particuliéres des €équations
différentielles et sur les inégalités s€culaires des planétes®, Mémoires de
1”Académie royle des Sciences de Paris, ann¢ 1772, p. 325 - 366.




Pierre Simon de Laplace

Laplace™: ,,Sily vyvolavajici poruchy od eliptického pohybu, zavedené
ve vyrazech pro r, dv/dt a s, v predchdzejici kapitole, cas t pres sinus a
cosinus ve tvaru kruhového oblouku narustajiciho neomezené...Jelikoz
tyto zmeny jsou vytvareny velmi pomalym zpiisobem, byvaji proto

nazyvany terminem sekuldarni nerovnosti. *

CHAPITRIE VIIL
Des inégalités séculaires des mouvemens célestes.

55. Lies forces perturbatrices dua mounvement clliptique intro-
duisent dans les expressions de r, wﬂ—; et s, dua chapitre précédent, le
temps £, hors des signes sinns et cosinus, ou sous la forme d’arcs
de cercle quien croissant indéfiniment, doivent & lalongue, rendre
ces expressions fantives; il est donc essenticl de faive disparoitre ces
arcs , et d’avoir les fonctions qui les produisent par leur dévelop-

pement en série. Nous avong donné pour Ci{t -.t&'ul, dans le Cha-
bitre V. une méthode SOUCASHOSE, = sekuldrni neraynosti

OO I QY s
= i rellintiaoie Ay Lo tvalairre

natssent des variations_du !mmvﬂ&tf- L rel 1 Us
b des ¥ o.népériodicke, nairistajici ¥’ casem
cmps cs variations sexccuiant avet mBe granc

| s Fuownse olawm [ i ¥ e
AUALILCLLUFELD RILR l.'\.-l].lll-']u L LSS [= B ® AL, blullub

lentenr , elles ont été désignées sous le nom d’inégalités séculaires.

&n

)

*P. S. Laplace: Traité de Mécanique Céleste, vol. 2 Duprat, Paris 1799.




Pierre Simon de Laplace - gravitace

SUR LE PRINCIPE | P
_— , DE LA GRAVITATION UNIVERSELLE. - 213

B T AT R R R T R B e 2° La ['01"[:(3 attractive d'un corps cst le résultat de I'attraction de
. T \ ) ‘1.1 I ¢ 1
GRAVI TAT TON UNIVERSEL L]J chacune des parties qui le composent. ‘

3% Celtte force s¢ propage dans un instant,” du corps attirant a celui

NEGALITES SECULAIRES DES PLANETES QUI EN DEPENDENT (1), " i
INEGALITES SECULAIRES DES PLANETES QUI EN DEPENDENT () qu il attire.

4° Elle agit de la méme maniere sur les corps en repos ct en mou-
Memoires de Academie rovale des Scicnees dc.'-Pm'i: (Savanals dtrangers), vement.

année 1773, L. VI, 1556.

e D ——

1. Pritazlivost je primo umérna hmotnosti télesa a neprimo umernd
ctverci vzdalenosti.
2. Pusobici sila télesa je vyslednici interakci vSech jeho casti.
3. Sila se $iri okamZite.
4. Pritazlivost je stejna u télesa v klidu jako v pohybu.
P. S. Laplace: ,,Sur le principe de la gravitation universelle et sur les

inégaliteés séculaires des planctes dui en dépendent®, Mémoires de
1”Académie royle des Sciences de Paris, ann¢ 1773, p. 201 - 275.




Jean Louis Lagrange
rostup Lagrangea popisoval poruchy jako dusledek

vzdjemné gravitaini interakce tehdy znamych Sesti pla-
net, které byly malé vzhledem ke gravitatnimu piso-
beni Slunce. Planety proto nejprve povazoval za pohy-
bujici se po eliptické drize v souladu s Keplerovymi
zakony. Poruchové pisobeni zachytil prostfednictvim
pozvolnych zmén drdhovych elementi eliptické driahy.
Popis vychazel z oznaceni r = (x* + y* + )" vzdile-
nosti planety od Slunce, F/r* sily pasobici na planetu
od Slunce, X, Y, Z x-ové, y-ové a z-ové slozky celkové
poruchové sily. Diferencidlni rovnice pohybu planety
v pravouhlych soufadnicich mély tvar

- T 2 :
I}=df+ﬁt+x.ﬂ=df+?+l’.
dar* r»’ dr* r 2)
=d‘z+Fz+z




Jean Louis Lagrange

pomocnou potencialni poruchovou funkci R, coz mu
umoznilo zjednodusit feSeni (v analyzované soustavé
Slunce - Zemé - Mésic) pohybu Mésice zapoctenim
gravitaéniho vlivu vyvolaného Sluncem. Pro porucho-
vou funkci zaved! vztah

(1)

R=GMS[ | x+yy+z ]

3
MS Fag

kde M; je hmotnost rusiciho Slunce, A, vzddlenost
Mésice a Slunce, r,¢ vzddlenost Zemé a Slunce, x, y, z
jsou geocentrické soutadnice Mésice, x', y', z" obdobné
soufadnice Slunce.




Jean Louis Lagrange

Teoreticka feseni pohybu Mésice v soustavé Slunce
- Zemé - Mésic a pohybu Saturnu v soustavé Slunce -
Jupiter - Saturn jsou principidlné analogickd. Rozdilné
prostorové rozloZeni jmenovanych téles v obou sousta-
vach a odtud vyplyvajici disledky pro metody a vysled-
ky vypocti byly diskutovany v ¢lanku [1].

Pti aplikaci vztahu (1) na soustavu Slunce - Jupiter

- Saturn ma poruchova funkce tvar
1 xx+y+2z2 )
- : !

A s, Fss )

R=Gm,

kde m; je hmotnost rudici planety Jupiteru, Ay, vzdé-
lenost mezi Jupiterem a Saturnem, rg; vzddlenost mezi
Sluncem a rusici planetou Jupiterem, x, y, z jsou he-
liocentricke souradnice rudené planety Saturnu vzhle-
dem ke Slunci, zatimco x’, ¥, z° jsou ve stejné vztainé
soustavé soufadnice Jupiteru opét k Slunci. Porucho-
va funkce dosahuje nizkych hodnot pfi malé velikosti
vyrazu v zavorce,




Jean Louis Lagrange

Jestlize poruchové sily X, Y, Z byly nulové, rovnice
ziskaly tvar

d-x E{}-d-f Fy n_dz Fz

() =
di®  r a* r’ di© r’

. (3)

Uvedené rovnice byly integrovatelné, jejich kone¢-
ny integral vedl k hodnotdim x, y, z. Sest integracnich
konstant urovalo Sest drahovych elementt eliptické
drahy. V pozdéjsi interpretaci Lagrange za né zvolil ve-
likost velké poloosy elipsy, vystfednost, polohu velké
poloosy, respektive pfimky apsid, sklon drahové roviny
elipsy, polohu uzlové pfimky, respektive pfimky pra-
seciku dvou rovin, dobu stredniho obéhu, respektive
hodnotu stfedni délky v daném ¢ase, detailnéji viz [12].
Z Sesti drahovych elementt prvni tfi (velkd poloosa,
vystfednost, pocdtecni poloha velké poloosy) urcovaly




Jean Louis Lagrange

velikost a tvar elipsy, dalsi tfi (sklon drdhy, poloha uz-
lové pFimky a p¥imky apsid) stanovovaly polohu elipsy
v prostoru.

Derivaci diferencidlnich rovnic (2) podle ¢asu ob-
drzel Lagrange tfirovnice prvniho fidu, z nich7 kazd4
obsahovala jednu integra¢ni konstantu. Rovnice spo-
lecné se tfemi integrdlnimi rovnicemi poskytovaly Sest
diferencidlnich rovnic prvniho fddu, kazd4 obsahovala
jednu integra¢ni konstantu. Sest rovnic umozfovalo
urceniSesti integracnich konstant v jednotkdch hodnot
x, ¥, 2, dx/dt, dy/dt, dz/dt vlibovolném ¢ase. Necht V =k,
kde k je konstanta, V' je funkce x, y, z, t, dx/dt, dy/dt,
dz/dt. Derivaci Lagrange dostal dV = 0, diferencidlni
rovnice druhého fidu, nebot

»F"cd—r -F}d—r - Fz — d’
P




Jean Louis Lagrange

Vztah pro vyjadfeni pohybu po eliptické draze po-
uZivany Lagrangem mél tvar

= E
| +ecos(¢p—a)

kde p je semilatus rectum, e vystiednost elipsy, r radius
vektor, ¢ délka od pevné pfimky a a thel velké poloo-

sy od této primky, potom ¢ - « je skutecna délka. Dile
ze vztahl

ridg=dtJFpap= ﬂ(l —E:)
Lagrange postupné odvodil diferencialni rovnici uréu-
jici zmény velké poloosy
| 1 ride’ +dr’

. e S

2a r 2Fdt*




Jean Louis Lagrange 1736 - 1813

Zjednodusil ji apravami
|

r=(x*+y' +2 P aridg® +dri=dc* + dy* +d°
a obdriel
| dy’ +dy® +dz’

— —
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coZ je tzv. rovnice energie, respektive zivé sily pro elip-
ticky pohyb. Leva strana rovnice je ztotoznéna se Cle-
nem k, prava strana s V. Volbou k = 1/2a ziskime rov-
nici pro V, jak je podrobné diskutovano v [12], [13] i
prehledove v [14].

Nasledné Lagrange vyjadfil zlomky obsahujici de-
rivace V'




Jean Louis Lagrange

Po dosazeni a upravé derivaci podle Casu ¢ ziskal Lagrange vztah

a’i _ Xdx+Ydy+ Zdz
2a F

*,Vida, obdrzeli jsme velmi jednoduchy vztah pro urcovani zmén velke
poloosy 2a elipticke drahy télesa podrobeného pusobeni centralni sily
a poruchovych sil X, Y, Z. “

Zmény velké poloosy 2a eliptickeé drahy ruSené planety vyvolany
gravitacnim pusobenim rusicich planet.

*J. L. Lagrange: Sur I’ altération des moyens mouvements des planétes,
Nouveaux Mémoires de 1"’Académie royale des Sciences et Belles -
Lettres de Berlin, anne 1776, p. 255 - 271.




Lagrangeuv - vztah

FILI Xde+Ydy+Lds
T F

8. Voila donc, comme ['on voit, une formule fort sinple pour déter-
miner les altérations du grand axe aa de l'orbite elliptique d'un corps

I ‘ . -
anime par une force centrale = 'l dﬂr:ingﬁ: [rar tles larces [b:*rIUrEIatr1-:l-.~'.
quelconques X, Y, £.

Pour appliquer cette lormule i la solution de la question qui fait "olyjet
de ce Mémoire, il estclair qu'il faut commencer par déterminer les forces

*J. L. Lagrange: Sur I’ altération des moyens mouvements des planétes,
Nouveaux Mémoires de 1"Académie royale des Sciences et Belles -

Lettres de Berlin, ann¢ 1776, p. 255 - 271.




Jean Louis Lagrange
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THEORIE
DES VARIATIONS SECULAIRES

DES ELEMENTS DES PLANETES.

PREMIERE PARTIE

CONTENANT LES PRINCIPHES OT LES FOMMULES OENERALES
FOUR DETERMINIR CES VARIATIONS

Noawpporet Afcumaires de " deoddiie poyaly dia Scidncer mt Defles. Lettres
ae Meviia, snbos s

Obr. 8 Titulni list Lagrangeova spisu Théorie des variations
séculaires des élémentes des planétes. Premiére partie
contenant les principes et les formules générales pour
déterminer ces variations. Noueaux meémoires de
"Académie royale des sciences et belles-lettres de

Berlin, 1781




Jean Louis Lagrange

Ve spisu [20] Laplace konstatuje: .Je tudiz velmi
pravdépodobné, Ze pozorované zmény v pohybech Ju-

43 MEMOIRE sUN LES INEGALITES SECULAIRES

de Saturne est v Of ITOUVE que le retardement de Satarne doit

135 Bi..-.
Hre & Vaceglératinn de Jupiter, & irds peo pris, comme 5 est 3 31 ainsd
Féquatien seculnire de Saturne élant sopposée de 016, eefle de
bapiter doit ftee de 3258, co qui ne diilfire que de g minutes du re
sultat de Halley, 1] est done fort probahle que les variations sbservees
dans los mauvements de lupiter &t de Satlurne sont un effet de leur
aclion wutuelle, el poisqu’i! est constant que cetie action ne peut §
produire sucune inegalité, soil constamment croissante, =ail péric-

Obr.9 Ukazka z Laplaceova spisu Mémoire sur les inégalités
séculaires des planétes. Paris, 1784. 5. 52.




Laplace: pohyb Saturn < Jupiter

Z integralu zivych sil, pfi zanedbani vSech ¢lent druhého a tfetiho fadu
v hmotnostech m? a m?, které bud’ periodické nebo konstantni — vztah
—+—+—+.. = konst.,
a ada a
kdem, m’, m* ... jsou hmotnosti planet, a, a’, a* ... velikosti velkych
poloos jejich drah. VEtsi hmotnosti Jupiteru a Saturnu oproti ostatnim

planetam, proto

m, m
J s

konst.,
a, dg
— zmenSovani velke poloosy Jupiterovy drahy — zvétSovani velké
poloosy drahy Saturnu. Necht' n,, ny oznacuji sttedni pohyby Jupiteru a
Saturnu, pr1 vyjadreni I1I. Keplerova zakona
2 2 ) )

-1 3 -1 — 3 - ~
a, =n; a, =ng m,n,3 +mengs = konst.,

*P. S. Laplace: Théorie de Jupiter et de Saturne. Mémoires de
1”’Academie royale des Sciences, 1785, p. 95 - 207.




Laplace:

decelerace Saturnu, akcelerace Jupiteru
Vzijemna interakce obou planet ovliviiuje stfedni pohyb, coz popsal

vztahem 3
ong = -2y (”sj on

me \ n,;

1

, 7
respektive on, = - L [afj on
m g

a g

., _ 1
Pouzit¢ hodnoty " 0672 "

dosazeni ke vztahu

s = 3358.4 a,;=5,20279 au ag=9,53877 au

on, = —-2,33 On,

Pom¢ér decelerace Saturnu k akceleraci Jupiteru 7 : 3, viz véta v textu
spisu str. 52*, pomér odpovidal zjisSt€énym historickym hodnotam.

*P. S. Laplace: Mémoire sur les inégalités séculaires des planétes et des
satellites, Mémoires de 1" Academie royale des Sciences, 1784, p. 49 - 92.




Pierre Simon de Laplace

THEORIE
DE JUPITER ET DE SATURNE.

Wiragirer iy ' Armildnne royale des Sercuser ile Pavig, dhipes 1=8Y; §=8

Obr. 10 Titulni list Laplaceova spisu Théorie de Jupiter et
de Saturne. Mémoires de |'Academie royale des
Science, 1785.

piteru a Saturnu jsou vysledkem jejich vzdjemnych in-
terakci, a je prokazano, Ze toto ptisobeni muze vyvold-
vat nerovnosti, které bud nepretrzité narastaji, nebo se
vyznaduji dlowhymi periodami” ... .je pfirozené se do-
mnival, Ze existuji teorie a velky pocet nerovnosti tohoto

typu, jejichZ perioda je velmi dlouhd.”




Pierre Simon de Laplace

Tedy pozorované zrychleni Jupiteru a zpomalen|
Saturnu jsou vysledkem poruch vyvolanych vzdjem-
nym pusobenim obou planet. Laplace prokazal, Ze
jde o dlouhoperiodické variace odpovédné za zmény
rychlosti sttedniho pohybu, které vyjadfoval linearni
aproximaci. Periodu propocet] na priblizné 900 roki.
Planetarni drahy podléhaji dvéma pohyblim, precesi
perihélia (pomala rotace drahy v roviné) a precesi uz-
lové pfimKy (zphsobujici rotaci drahove roviny v pro-
storu). Jejich vypocet u Laplacea tak bvl slozitéjsi nez
v pripadé jednoduchych nehvbnych eliptickych drah
vyplyvajicich z Keplerovych zakonu, ktere pfedpok!s-
dal jeSté Newton.




Laplace - uvaha o poruchach

THEORIE
DE JUPITER ET DE SATURNE.

Mdmoires e I’ Académic royale des Seicnces de Paris, annce 1785 1788,

- e S

Ve spisu * Laplace konstatuje:,, Je tudiz velmi pravdépodobné, Ze
pozorovane zmeny v pohybech Jupiteru a Saturnu jsou vysledkem jejich
vzdjemnych interakcl a je prokdzdno, Ze toto piisobeni muze vyvolavat
nerovnosti, které bud’ nepretrzite naristaji nebo se vyznacuji dlouhymi
periodami ... " ...,, je prirozene se domnivat, zZe existuji teorie a velky
pocet nerovnosti tohoto typu, jejichz perioda je velmi dlouhad. *

*P. S. Laplace: Théorie de Jupiter et de Saturne. Mémoires de
1”Academie royale des Sciences, 1785, p. 95 - 207.




Laplace - stabilita Slunecni soustavy

1. Pozorovan¢ zrychleni Jupiteru, zpomaleni Saturnu - vysledek
vzajemnych poruch obou planet. Dlouhoperiodické variace - zmény
rychlosti sttedniho pohybu, (vyjadfované linedrni aproximaci),
perioda priblizné 900 r.

2. Planetarni drahy vykonavaji dva pohyby
- precesi perihélia (pomala rotace drahy v roving)
- precesi uzlové primky (rotace drahove roviny v prostoru).

3.  Vyvoj drahovych elementt planet vyjadien prostrednictvim dvou
vet, zachycujici kinematicke vlastnosti planet slunecni soustavy.

-2
2 =
E m..a, e’ = konst., Zmi\/aili konst..
, I
l

* P. S. Laplace: Théorie de Jupiter et de Saturne. Mémoires de
1”Academie royale des Science, 1786, p. 211 - 239.




Stabilita Slunecni soustavy

Pti rozboru stability planetirnich drah tak byly studovany zmény drahovych elementa
a, ¢, i. Roku 1784 Laplace dokazal platnost dvou vét

L my,/Mes + My, [@ze5 + - - -+ My /Anes, = 7, kde ¢; je konstanta, m hmotnost planety,
a velka polosa, ¢ excentricita prislusné drahy.
2. My ..”r'ﬂtglfl + Mo v’Etg:r'g + 2« 4 My g tg‘j'r'.;. =z, kde 7 e konstanta { oznatuje

tihel sklonu pfisluiné drahy.

V obou vétach soucty vyraza pro planety jsou stale. Véty byly odvozeny za omezujiciho
Firdpukludu, Fe velhes puloosy draly se PLHI!U:E.JLljf powee mal i periodickym conianm,
tudiz plati pro ohramicené zmény ¢ a 1. Jak vyplyva z vét, jestlize excentricita jedné drahy
nariista, excentricita druhé drahy se zmensuje Ubdobnou avahu lze provést 1 pro sklon

drah. Dalsim predpokladem bylo, Ze hmotnosti planet jsou zhruba stejného fadu.

Zaveéry z obou vét lze shrmout slovné: Jestlize pohyb planet probiha jednim smérem,
ejich hmotnosti jsou stejného Tadu, excentricity a E-Llc-m.. drah malé, velké poloosy jsou
podrobovany pouze nevelkym zménam vzhledem ke .:1!.1131:‘:111 hodnoté, pak excentricity a
E-H-III-I'I'I,-’ drah budou malé ve zkoumaném &asovém intervalu.

Uvedenymi vétami byla prokdzina stabilita slunedni soustavy. Vypodcet ukazal, ze jde
o dlouhoperiodické poruchy, jejichz perioda &ini pfiblizné 930 roki.

Pozdéj roku 1839 Leverrier propocital celou soustavu matematickych vztaha charak-
terizujicich stabilitu drah planet, vietné zapnn:ten‘i poruch od Uranu. "I."!,"_-.'ledkll..r v mezich
presnosti vedly k existenci horni hranice zmén excentricity a ahlu sklonu drﬂh\r pi1 zacho-
vani stability sluneéni soustavy




Lagrange < Laplace

Nadseny Laplace ocenil Lagrangetv spis* a odvozeni vztahu slovy:

...,,wystiznd aplikace nadherné metody, kterou jste vysvetlil na zacdtku
vasich memoaru “...,,neobycejné jednoduchy vztah obdrzeny pro zmenu
velké poloosy “...




Korespondence Lagrange — Laplace

Berlin, 10 avril 1775.

Monsieur et tres illustre Confrere, j'ai recu vos Mémoires, et je vous
suis obligé de m’avoir anticipé le plaisir de les lire. Je me hate de vous
en remercier, et de vous marquer la satisfaction que leur lecture m’a
donnée. Ce qui m’a le plus intéressé, ce sont vos recherches sur les iné-
galités séculaires. Je m'étais proposé depuis longtemps de reprendre
mon ancien travail sur la théorie de Jupiter et de Saturne, de le pousser
plus loin et de appliquer aux autres planetes; javais méme dessein
d'envoyer a I'’Académie un deuxieme Mémoire sur les inégalités sécu-
laires du mouvement de I'aphélie et de 'excentricité des planites, dans
lequel celle matiére serait traitée d'une maniere analogue i celle dont

Lagrange piSe Laplaceovi 10. dubna 1775:,, Co mne nejvice zaujalo, byl
vyzkum sekularnich nerovnosti. Vzpomnél jsem si na svou starsi praci o
teorii Jupiteru a Saturnu, budu usilovat o jeji aplikaci na dalsi planety.
Zamyslim ddle zaslat do spisu Akademie druhé pojedndni o nerovnostech
sekuldarniho pohybu afélia a vystiednosti planet, v kterych je
problematika interpretovina podobnym zpiisobem .




Korespondence Laplace — Lagrange

Paris, 1o février 1783.
MoONSIEUR ET TRES ILLUSTRE Cﬂlf‘q’Fl'.ﬁﬂlZ,

Voici un exemplaire de mon Mémoire sur les cometes, que vous con-
naissez en partie par lextrait que j’ai en I'honneur de vous en envoyer.
tirerez probablement sans beaucoup de difficulté de votre belle méthode
sur les moyens mouvements des planetes. Ce théeortme est que si ['on
suppose deux planétes dont les orbutes sotent inclinées {' une a l'autre d’une
maniﬁrﬁquefmnqum leur inclinaison moyenne ne cfmn.ge pas en vertu de

‘action reciprogue des deux planétes. Je m'étais proposé d'en chercher
lact prog des d er tes. ] lais prop d’ herel

Laplace — Lagrange 10. unora 1783:,, jestlize predpokldddame dve
planety majici velmi podobny drdahovy sklon, potom se na zdklade
vzdjemné interakce nemeni...

Vzajemna korespondence nebyla zdvofilostné formalni, nybrz vécna i
s matematickymi vztahy... Oba povazujeme za architekty dukazu
stability Slunecni soustavy, proto Lagrangeova - Laplaceova teorie...




Stabilita Slunecni soustavy

Pti rozboru stability planetirnich drah tak byly studovany zmény drahovych elementa
a, ¢, i. Roku 1784 Laplace dokazal platnost dvou vét

L my,/Mes + My, [@ze5 + - - -+ My /Anes, = 7, kde ¢; je konstanta, m hmotnost planety,
a velka polosa, ¢ excentricita prislusné drahy.
2. My ..”r'ﬂtglfl + Mo v’Etg:r'g + 2« 4 My g tg‘j'r'.;. =z, kde 7 e konstanta { oznatuje

tihel sklonu pfisluiné drahy.

V obou vétach soucty vyraza pro planety jsou stale. Véty byly odvozeny za omezujiciho
Firdpukludu, Fe velhes puloosy draly se PLHI!U:E.JLljf powee mal i periodickym conianm,
tudiz plati pro ohramicené zmény ¢ a 1. Jak vyplyva z vét, jestlize excentricita jedné drahy
nariista, excentricita druhé drahy se zmensuje Ubdobnou avahu lze provést 1 pro sklon

drah. Dalsim predpokladem bylo, Ze hmotnosti planet jsou zhruba stejného fadu.

Zaveéry z obou vét lze shrmout slovné: Jestlize pohyb planet probiha jednim smérem,
ejich hmotnosti jsou stejného Tadu, excentricity a E-Llc-m.. drah malé, velké poloosy jsou
podrobovany pouze nevelkym zménam vzhledem ke .:1!.1131:‘:111 hodnoté, pak excentricity a
E-H-III-I'I'I,-’ drah budou malé ve zkoumaném &asovém intervalu.

Uvedenymi vétami byla prokdzina stabilita slunedni soustavy. Vypodcet ukazal, ze jde
o dlouhoperiodické poruchy, jejichz perioda &ini pfiblizné 930 roki.

Pozdéj roku 1839 Leverrier propocital celou soustavu matematickych vztaha charak-
terizujicich stabilitu drah planet, vietné zapnn:ten‘i poruch od Uranu. "I."!,"_-.'ledkll..r v mezich
presnosti vedly k existenci horni hranice zmén excentricity a ahlu sklonu drﬂh\r pi1 zacho-
vani stability sluneéni soustavy




