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Gaussova metoda
znovunalezeni Ceres

K. F. Gauss: Theoria Motus:
,,Determinare orbitam corporis
coelestis, absque omni
suppositione hypothetica, ex
obseruationibus tempus haud
magnum complectentibus
neque adeo delectum...

A. Seydler: ,, Urciti drahu
obéznice bez vselikeho
hypothetického podkiladu a
z pozorovani v kratkem case
po sobe ucinenym.




Titiusovo - Bodeovo pravidlo

Slunce, Mésic, Merkur, VenuSe, Mars, Jupiter, Saturn - jejich usporadani
r. 1766 némecky matematik a fyzik J. D. Titius
r. 1772 némecky matematik a astronom J. E. Bode

Johann Daniel Tititus Johann Elert Bode
(1729 -1796) (1747 — 1826)

Titiusovo — Bodeovo pravidlo
a, =04 + 0,3x2(k=-x,0,1,2,..)




Titiusovo - Bodeovo pravidlo - historie

predchudci:Wolf, Ch. (1679 — 1754)
Kant, I. (1724 — 1804) existuje mezera u planet

Titius, J. D., 1766: Preklad knihy*, umisténi poznamky o pravidle
— Bonnet pro k=3... ,,Skutecné Stvoritel zanechal toto misto
prazdneé? V zadnéem pripade!

- prvni zminka o Ceres!?

Bode, J. E., 1772:* * zifeym¢& na zaklad¢ dopisovani s Titiusem

*Bonnet, Ch.: Contemplation de la Nature — Pozorovani pfirody,
Amsterodam 1764.

* *Bode J. E.. Anleitung zur Kenntniss des gestirnten Himmels —
Ptirucka ke studiu hvézdné oblohy, Hamburg 1772




Titiusovo — Bodeovo pravidlo

a, =04 + 03x2k(k =-x,0,1,2,...)

» Mercury — 0 0.4 0.39
] Venus 0 0.7 0.72
| Earth | 1.0 1.00
. Mars 2 1.6 1.52
- asteroids 3 2.8 2.90
 Jupiter 4 5.2 5.20
| Saturn 5 10.0 9.55

Uranus 6 19.6 19.20




Pocatky hledani trpaslicCi planety

r. 1781 anglicky astronom W. Herschel (1738 - 1822)
- objev Uranu prok =6

T. B. pravidlo a = 19,6 au,

realna velka poloosa a= 19,2 au

Franz Xaver von Zach (1754 - 1832), budapest’sky rodak,
klicova osoba pribéhu

astronom v Gotha, zacCal r. 1787 s hledanim planety mezi
Marsem a Jupiterem pro k=3,a=2,8 au

nebeska policie - J. H. Schroter, H. W. M. Olbers,

W. Herschel, N. Maskelyne atd., celkem 24 astronomu -
policistu, G. P1azzi puvodné nebyl ¢lenem




Giusseppe Piazzi (1746 — 1826)
objev planety (planetky) Ceres Ferdinandea

identifikace hvézdy Mayer 87 x
Lacaille 87, objev Ceres nahodny

Ramsdenuv ¢oCkovy dalekohled,
D objektivu 7,5 cm




Piazziho pozorovani

Piazzi 1. ledna 1801 ve 20 hod 43 min mistniho Casu nalezl
objekt, ktery se béhem noci posunul o 4" k severozapadu.
Svuj objev popsal takto: ,,Pozoroval jsem 1. ledna pobliz
ramena Byka objekt s hvezdnou velikosti osmé magnitudy,
ktery se dalsiho vecera 2. ledna posunul o 3'30 priblizné
k severu o 4" ke znameni Berana “...

Sledovani provadél do 11. unora 1801, kdy se objekt priblizil
ke Slunci a prestal byt pozorovatelny. Celkove Piazzi sledoval
objekt 41 noci, ziskal udaje o 21 uplnych pozorovanich, v
nichz zachytil zhruba 9° jeho drahy kolem Slunce,
predpokladal, Ze jde o kometu....,,jd bych tu hvézdu oznacil
jako kometu, avsak nevykazuje zadnou mlhovinu... *




aznam Piazziho pozorovani
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Pohyb Ceres po obloze

T80 01 01-18:00:00 UTE
Feal time




Objev planety — planetky Ceres Ferdinandea
v publikaci Piazziho

DELLA SCOPERTA
DIL NUOVO FIANETA

CERERE FERDINANDEA
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Franz Xaver von Zach (1754 - 1832)

reditel observatore v Gotha™

editor Monatliche Correspondenz
informovan o ,.kometé*“ v dubnu

MONATLICHE
COHI.’LESI’UNDENE
ZUN nr_rﬂnnm\lum
LRD- vyp HIMMELS-KUNDE,

bherausgegeben

Fr. vox ZACH,

H. 5. Obarltwachumeiter und Director der Sternwaris
Secbary.

ERSTER BAND.

e

GOTHA,
im Verlage der Beckerilchen Bucbhandlung

1§00,




Monatliche Correspondenz - 1801

Piazzi - leden 1801 - dopisy — Bodemu, Orianu, Lalandovi
Bode v dubnu — von Zachovi

von Zach - éerven rozsahla zprava o objevu v Mon. Cor.
Burckhardt v ¢ervenci vypocet drahy v Mon.Cor. —
von Zach v za¥i soubor Piazziho pozorovani v Mon.Cor.
von Zach v rijnu popsal neuspéch pri hledani Ceres v
Mon.Cor.

Gauss v listopadu provadi vypocty

von Zach v prosinci v Mon.Cor. predpovéd drahy Ceres

7/8. prosince 1801 von Zach znovunalezl Ceres, presnéji
vymezil 4 podezrelé objekty, nasledné potvrzeni 1. ledna

1802, kdy pozoruje jiz i Olbers




Johann Karl Burckhardt 1773 - 1825

némecko — francouzsky astronom

1éto 1801- netuspeésny vypocet drahy a
polohy Laplaceovou metodou:
ob¢zna doba 4 roky + 1 /2 mésice
excentricita 0,0825047

planetka nenalezena, chyba 6°
pri¢innou nepiesnosti vypoctu

%ﬂﬂgvﬁ: Moniteur, 24.1.1802: Sur la nouvelle
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BURCKMARDT, Laplaceova metoda dale rozvijena:
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— Leuschner, Poincare, Moulton,




Laplaceova klasicka metoda

geocentricke delky a Sirky

(Al?ﬂl)ﬂ(A2?ﬂ2)9(A39ﬂ3)

v Casech ¢,,f,,¢

3

velikost a smér vektoru R _ . Vv
znamy {7

—_

smer vektoru O znam -

velikost a smér vektoru 7

, Cil: vypocet polohového vektoru r
neznamy

R a vektoru rychlosti v
jednotkovy vektor L podél v pozorovacim &ase t,
vektoru QO




Monatliche Correspondenz - zari 1801
Piazziho pozorovani 1.1 — 11.2.1801
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l. draha:
stredni slunecni Cas
8 hod 39 min4,6s
7/ hod 20 min 21,7 s
6 hod 11 min 58,2 s

22.
11.

deklinace
150 41’ 5"
17° 37 18"
18 © 47" 59°

rektascenze
510 47" 49°
51042° 21°
540 10" 23“




FIGURE 1.1. Positions of unknown

planet (Ceres), observed by

Giuseppe Piazzi on Jan. 2, Jan. 22,
i and Feb. 11, 1801, moving slowly

lq
[l

« @ counter-clockwise against the
.Rr‘spﬁere of the fixed stars.’




Gaussovy ekliptikalni souradnice

o Berechuete I Fehler der
e Linge I‘nelta Linge Breitl:_
Jan, ¥ ;3 2'3 . 3:34 3 6 43,63]+ 404 1S3
2 |53 19 4%,24|3 2 25.68]— 3,06 +-0,78
* 3153 16 48,05({2 §8 8,97{—I0MB5|—093
4 |53.14.18.47/2 53 §3.794+ 2,97 —13L
10 53 s8:3712 28 §7138— 0,73] %0
*tTS 53 IE 21.60|2 16 52,39‘—-16 00 —-6,_8:
14 |§3 11 §'7,70[|2 12 §3,361— 3.50|—1,34
10 |53 26 o,59|L §3 3801+ 1,39|—019
o - 21 [§3 34 21,99|1 46° 9,83+ 0.09]+353
Piazziho pozorovani 22 |53 39 6,59|[ 42 28,45 |+ 4,29 +D’§§
* 23 (§3 44 14,08/1 35 49,4¢4|— 1,62 92
obsahovalo Ch.yl.)y 28 |54 ig 1710|210 5,91+ 1,4l —0:99
Gauss se snazil je 30 |54 30 9761 14 15.2}+ 0,76/ =83
loucit — 3L [§4 38 6.4 To 52,81 0.86[—LTY
vyloucl Febr. 1 |52 46 23.22]1 7.32,74)+ 3,92 ~+ 1,04
restrinkce 2 |s4 s4 59711 4 14,30}+ 1,8i[+3:39
5 |55 22 34.30[0 54 30,72]+ o.90|+282
8 lss 53 17.01lo 45 6,671 —12.49 -_+—1:6.>
11 (56 26 31000 35 58,960— 5.90|—39%

C - O vypocet

lll. draha:
1.

21.
11. Unora.

ledna,
ledna,

F1G. 1—The ecliptic longitudes and latitudes of Ceres, calculated by Gauss, using his third H
orbit; and also the residuals, in the sense calculated minus observed. The last column for Jan.
23 should read —2.66 (From Monatl. Corresp. , 4,644, 1801.)




Vypocet pozorovacich hodnot Ceres

tafeln aus sebr genauen Beobachtungen fiir diese Zeiten bestimmmte, und die Orter der Sonne hiernach
verbesserte.  Diese vierfen Elemente sind nun folgende:

Bommenferne . . . . . . . . . .

Neigung . . . . . . . & & &« .
Logarithmus der halben grossen Axe .
Pxeentricitht . . . o - - . . L .
Epoche 1800 31. Dec. . . . . . . .

326° 27"38"
© 44
10 36 57

81

Hierauos:

| grosste Mittelpunkts-Gleichung . . . . g° 27" 41"

0.4420527 | tigliche mittlere helioc. tropische Bewe-

0.0825017
77° 36" 34"

gung

Aus diesen Elementen hat Dr. Gavss folgende Orter der Ceres Ferdinandea im voraus hereclmet
Die Zeit ist mittlere fiir Mitternacht in Palerme.

. |Logarithm. Logarithm.] Verhiilt-
Geocentri- G]e Ocﬁ':nt.?- des Ab- d%? Ab- nis: dell'ltge-
1801 sche Liinge scn;serdllizlhest:mdusvon standes von| sehenen
der 35 der ® |Helligkeit
November 25 5* 20° 16’ 9° 25’ 0.42181 0.40468 0.6102
December 1 5 23 15 9 48 0.40940 0.40472 0.6459
7 5 24 7 10 12 ©.39643 0.40479 ©.6855
13 5 25 51 10 37 0.38296 0.40488 0.7290
19 5 27 27 I 4 0.36902 040499 0.7770
25 5 28 53 I 32 0.35468 0.40512 0.8295
3z 6 o 10 2 I 0.34000 0.40528 0.8869

Sollte man den Ort des Planeten nach diesen Elementen genauer, oder

auf eine lingere Zeit be-

rechnen wollen: so setzen wir zu diesem Behufe noch folgende Formeln hierher:

770914

zakladni mySlenky vypoctu -
zari, fijen 1801, prvni aplikace
metody listopad 1801,

— drahové elementy, propocet
vicekrat opakovan

Gauss stanovil souradnice pro
25.11. —31.12.1801 v intervalu

po Sesti dnech

7/8. prosince 1801 von Zach
vymezil 4 podezrelé objekty,
jeden z nich Ceres




Drahové elementy Ceres

listopad 1801 souCasn¢ hodnoty:
sklon drahy i 10°36" 57  sklon drahy i 10°35" 10*
excentricita e 0,0825 excentricita e 0,0800

hlavni poloosaa  2,7673 AU hlavni poloosaa 2,7660 AU
ob¢&ézna doba T’ 1 680,3 dne

Orbit of 1 Ceres

15 September 2006

Perihelion (a): 2.544 a.u.
Aphelion ( ): 2.987 a.u.

Distance from Sun: 2.933 a.u.
Distance from Earth: 2,135 a.u. Orbital inclination: 10.6°




Carl Friedrich Gauss 1777 - 1855

Jak vypocitat drahové elementy eliptické
drahy?

Jak urcit efemeridy?
Kolik pozorovani ze Zemé je nezbytnych?

Obtize: rotace Zemé, obéh kolem Slunce,
pozorovaci chyby, tésnéjsi pozorovaci rada

C. F. Gauss r. 1801
+ 24 lety + svobodny!
- Pojednani o aritmetice




Podstata Gaussovy metody

tri polohy planetky ve trech ¢asech, drahova rovina planetky
prochazi stfedem Slunce

aplikovana matematika — kombinace geometrickych a dynamickych
podminek

celkové reSeni, geometrie situace, prostorovy pohyb Zemé, planetky,
vice nez 80 proménnych ve tfech ruznych souradnych soustavach, jejich
transformace, abstraktni matematické mysleni, mnoho algebraickych a
aritmetickych vypocti,

Gauss nevzal do ruky tuzku, pokud nebyl problém vyteSen...
numerické vypocty, k ur¢eni drahy v prostoru je zapotiebi Sesti
drahovych parametrli, nezbytna ti1 pozorovani — rektascenze, deklinace
— Sest konstant, Casovy interval mezi nim1 — II. Keplertuv zdkon

zanedbani gravitaCniho pusobeni ostatnich téles vzhledem k malému
casovému intervalu pozorovani

Ceres pozorujeme z pohybujici se Zemé, jejiz polohu zname, ob¢ télesa
obihaji v ruznych drahovych rovinach




Jak Gauss propocital drahu Ceres?

Gauss metodu predbézného urCeni drahy Ceres popsal v dopise ze
6. srpna 1802 H. W. Olbersovi (1758 — 1840)
...vymena mnoha dopisu, obcas Gauss neplatil postovné...

vydano se souhlasem Gausse az r. 1809

Monatliche Correspondenz zur Beforderung der Erd — und Himmels-
Kunde, C. F. Gauss + Franz Xaver Zach + Lindenau, September 1809,
puvodné Gauss nepredpokladal publikovani —

von Lindenau ,,s mnoha omluvami za éetné nedostatky

Summarische Ubersicht der Bestimmung der Bahnen der beiden
neuen Hauptplaneten angewandten Methoden ...(Ceres, Pallas)

Souhrnny prehled metody uzité k urceni drah dvou novych planet




C. F. Gauss: Summarische Ubersicht der zur
Bestimmung der Bahnen - zari 1809

SUMMARISCHE UBERSICHT DER ZUR BESTIMMUNG DER BAHNEN
DER BEIDEN NEUEN HAUPTPLANETEN ANGEWANDTEN METHODEN?),

Monatliche Correspondenz zur Beforderung der Erd- und Himmeis- Kunde,
herausgegeben vom Freiherrn vox Zaca. September 1809,

A
Die von Kreis- und Parabel- Hypothesen unabhiingige Bestimmung der
Bahn eiries Himmelskarpers aus einer kurzen Reihe von Beobachtungen Hé);uht
auf zwei Forderungen: I. Muss man Mittel haben, die Bahn zu finden, die drei
gegebenen vollstindigen Beobachtungen Geniige thut. II. Muss man die so ge-
fundene Bahn so verbessern konnen, dass die Differenzen der Rechnung von dem
ganzen Vorrath der Beobachtungen so gering als moglich werden.

*) Als ich vor einiger Zeit die persénliche Bekanntschaft des Hrn Prof. Gavss zu machen das Glick
hatte, sah ich unter dessen Papieren den hier folgenden schon vor mehreren Jahren entworfenen und noch
nirgends bekannt gemachten Aufsatz, der die frihere Methode des Verfassers zu Destimmung der I'lane-
tenbahnen enthalt. Da ich mich bei der flichtigen Durchsicht dieser summarischen Ubersicht bald ber-
zeugte, dass die hier von dem Verfasser entwickelte Methode zu erster genidherter Bestimmung zweier Di-
stanzen des Planeten von der Erde wesentlich von der verschieden sei, die der Verfasser nun in seinem
grossern Werk offentlich dargelegt hat, so bat ich ihn um die Erlaubniss, diesen Aufsatz bekannt ma-
chen zu dirfen, in der Voraussetzung, dass es allen Kennern interessant sein muss, die verschiedenen
Wege zu kennen, aufl denen es dem Verfasser gelungen ist, zu der vollendeten Aufldsung zu gelangen,
von der wir unsern Lesern im vorigen Hefte eine Ubersicht mitgetheiit haben. Ich hatte anfangs die Ab-
sicht, den Aufsatz mit einigen Bemerkungen zum Behuf einer Vergleichung der frihern und spitern Me-
thode des Verfassers zu begleiten; allein da diese, hatten sie wirklich erlduternd sein sollen, etwas weit-
liufig und ohne Hinweisung auf das Werk selbst doch immer undeutlich geblieben wiren, so schien es
mir zweckmassiger, den ganzen Aufsatz (der denn doch mehr fir Kenner bestimmt ist, die das Werk selbst
dabei zur Hand haben), so wie er vor sechs Jahren vom Verfasser niedergeschrieben wurde, ohne allen
fernern Beisatz, den astronomischen Lesern dieser Zeitschrift mitzutheilen. voN LINDENAU,




Gaussova metoda - Summarische Ubersicht*

vstupni udaje Gaussovy metody .-;-r
tf1 dvojice soufadnic, E‘
geocentrickych délek a Sitek

L Earth ”/7’5? I

(/]19181) (AZHBZ) (/]39183) 29 3 % ‘\@z?

O vektor projekce 0 na rovinu ekliptiky,: / e
smer dan uhlem A, velikost neznama

nezname vzdalenost Zeme — Ceres ,
heliocentricka délka Zemé, uhel L je

mefeny od kladné osy X k poloze Zemé.

Gaussuv cil: nalezeni polohovych
vektoru 7; ,7; v Casech pozorovaniz,, t;

* Teets D. A., Whitehead, K.: The Discovery of Ceres: How-GaussBecame

Famous. Mathematics Magazine, vol. 72, (1999), No. 2, p. 83 — 93.
* Teets D. A., Dodd M.: Gauss’s and Laplace’s Orbit Determination Methods and

the Hunt for Least Squares. Rapid City, 2010.




Gaussova metoda

Gauss zavedl veli¢iny 71 = (COSA ,sin A, tgﬂ)
P ={(cosL,sin L,0)

_ Lt yxny b 5 5 = t, =t T,x71, P
2 3

dale 0,
ty =1, X7y b t, —t, ,x7, P,

2

—_— —_

coZ jsou aproximace pro velikosti vektori O, O,

Gauss pozdé€j1 komentoval mozné zlepSeni aproximace 0., 05 , COZ j€
vSak vypocetné velmi obtizné.




Typografické chyby

Dear Dr. Stefl,

You are correct: the denominators should be (w; x 7;)*P,.

Your e-mail amazes me! I was very surprised to see that the paper was even available on
the internet.

You must be reading the paper very carefully to have found that typographical
error. I read it several times, and it escaped my attention.

You might be interested in two other sources of information on this subject. The first is an
article titled, “The Discovery of Ceres: How Gauss Became Famous,” in Mathematics
Magazine, v.71 n.2, April 1999. This is a paper that I wrote on the subject several years
ago. In that article, you will find the formulas that you refer to, but in slightly different
notation. Second, you can go straight to the original source. Gauss’s paper, Summarische
Ubersicht der zur Bestimmung der Bahnen der beiden neuen Hauptplaneten angewandten
Methoden is easily available on the internet. You will find it in the Gauss Werke, v. 6 pp.
146-165. It 1s, of course, in German. My paper in Mathematics Magazine is a simplified
look at Gauss’s original work.

Thanks for your note. It is always nice to see that other people are interested in the
same things I am!

By the way, may I ask where you are located?

Don Teets




Gaussova metoda

Gauss obdrzel:

1_(&j3 R2: -2 tgﬂzsin( — )—tgﬁzsin(/lz—/]l)

7 _52 (MZ_MI)(M3 M)thBISIH( )_tgﬂ35in(l*z_/]1)
1

Ry o & _1+t ‘B, + i’y 2+2&cos(/] - L )__2

noo| s, 5,

M, M, M,v rovnici oznacuji sttedni anomali1 Zemé v okam21ku tri
zvolenych pozorovani, R, r,a §, jsou velikosti vektord R 7 O

pro stfedni Cas pozorovani t, .

vSechny veliiny v obou rovnicich, vyjma r,, 0, jsou znamy.




Gaussova metoda

Pro zjednodusSeni: N — prava strana prvni rovnice, vSe zname,

Dale zavedeme a=1+tg*(f3,) b=2cos(A, —L,)
R R
0, v,

a, b zname veliCiny, x, y nezname .
. . Ay,
rovnice transformujeme na  x\l—y’ | = N
L
y :x(x2 +bx+a) 2
, 2 3
Upravou X —(x—N) (x2 +bx+a) =0

feSime pro hodnotu  x=—_-+




Gaussova metoda

Odtud obdrzime 9, , nebot’ R, je zndmo — vzdalenost SZ
0, , 053 jsou dany vySe uvedenymi rovnicemi.

Naésledné vypodteme vektory O, , 0O,

p; =[ 6;c08 (7)), 0;s1n (A)), 0, tg (By)]
p3 = [ 03 €os (A3), 05 SIn (A;), 05 tg (B5)]

—

Pii platnosti vztahu 7 + R = § miiZeme odtud uréit v, Ty
pro jakykoliv casovy okamzik.




Nacrtek drah planetek Ceres, Pallas a Vesta

TR

2 i Ceres, Pallas und Vesta,  “Asironomis-

3 = che Uniersuchungen und Rechrungen

P vornehmdich ber diec Ceres Fendinandea,”™
181, SUB Gottingen: Cod. Ms, Gauf)
Handbuch 4, BL 1.




C. F. Gauss: Theoria motus corporum coelestium

in sectionibus conicis solem ambientium 1809

Teorie pohybu nebeskych teles pohybujicich se kolem Slunce
po kuzeloseckach

Gauss zacal sepisovat r. 1805, dokoncil v nemecke verzi
r. 1806, nasledne dilo prekladal do latiny, vyslo az r. 1809

dve sté rokll po Astronomia nova, na kterou tésn¢ navazuje

' ASTRONOMIA NOVA
OOOOOOOOOOOOOOO

IMPERATORIS &c:

ed . e ACH 5. Sathematico
JOANNE KEPLERO,

(G sjusdern €. 38 2 priilegio fpeciali
ion I




Theoria motus corporum coelestium r. 1809

THEORIA Prvni kniha

MOTVS CORPORVM Obecne¢ vztahy mezi veliCinami,
COELESTIVM kterymi jsou pohyby kosmickych

| téles kolem Slunce definovany -

diferencialni rovnice popisujict

casti eliptickych drah

Druha kniha

Studium drah kosmickych téles z
A P R geocentrickych pozorovani -
zpresnovani odhadii drah planet

SECTIONIEYS CONICES SOLEM AMBIENTIVAM

AR Tk

CAROLO FRIDERICO GAVES




Theoria motus corporum coelestium r. 1809

- — = =

LIBER SECVNDVSh’ s Druh{l kniha

INVESTIGATIO ORBITARVM CORPORVM COELESTIVM EX
OBSERVATIONIBVS GEOCENTRICIS.

Prvni ¢ast druh¢ knihy
SECTIO PRIMA cl. 131 - 163,

Determinatio orbitae e tribus obseruationibus completis.”

- Gaussova metoda,

Ad determinationem completam motus corporis coelestis in orbita sua requi-

runtur elementa septem, quorum autem numerus vno minor euadit, si corporis 0 d l i Sv/ n a’ 0 d p ﬁvadn lr

massa vel cognita est vel negligitur; haec licentia vix euitari poterit in determina—
tione orbitae penitus adhuc incognitae, vbi omnes quantitatcs ordinis perturbatio-
num tantisper seponere oportet, donec massae a quibus pendent aliunde innotue- Z r 0 ku ] 8 0 ]
rint. Quamobrem in disquisitione praesente massa corporis neglecta elementorum
numerum ad sex reducimus,- patetque adeo, ad determinationem orbitae incognitae v yr Ny y .
totidem quantitates ab elementis pendentes ab inuicem vero independentes requiri. T t t d h k hy
Quae quantitates nequeunt esse nisi loca corporis coelestis e terra obseruata, qqaaa re 1 Cas ru e nl
singula quum bina data subministrent, puta longitudinem et latitudinem, vel ascen- Y
sionem rectam et declinationem, simplicissimum viique erit, fria loca geocentrica Cl. 1 72 — 1 89
adoptare, quae generaliter loquendo sex elementis incognitis determinandis sufficient.
Hoc problema tamquam grauissimum huius operis s dum erit, summaque idco b v/
Sl Ay s oo P B metoda nejmensich
Verum enim vero in casu speciali, vbi planum orbitae cum ecliptica coin-
cidit, adeoque omnes latitudines tum heliocentricae tum geocentricae natura sua v o v I 4
cuescnt, e liudines goceneias eumescnes huui smpin sonsierrs 5. CLVEVCU @ vOZAEleni chyb
cet tamquam tria data ab inuicem independentia: tunc igitur problema istud inde-
terminatum maneret, tribusque locis geocentricis per orbitas infinite multas satis—
fieri posset. In tali itaque casu necessario quatuor longitudines . geocentricas datas
esse oportet, vt quatuor elementa incoguita reliqua (excidentibus inclinationg orbi-




1.

2.

Theoria motus corporum coelestium
zakladni predpoklady

Pohyb kazdeho kosmického télesa probiha ve stalé roviné, v niz
lezi stired Slunce.

Draha opisovana kosmickym télesem je kuzelosecka, jejiz ohnisko
je ve stfedu Slunce.

Pohyb kosmického télesa po draze probiha tak, ze plochy sektort
opisované kolem Slunce v rliznych ¢asovych intervalech jsou
umérné témto intervaliim. Jestlize plochy a €asy vyjadrime pro
zvoleny sektor €Ciselné, vzdy je jejich podil konstantni.

Pro ruzna kosmicka télesa obihajici kolem Slunce plati:
odpovidajici podily ploch sektoru a ¢asu jsou Gmérné
odmocninam Gaussovych parametrii.




Vybér z geometrickych Gaussovych uvah*
Theoria Motus ¢l. 88 — 105

pozorovany pohyb planetky Ceres, zname presnou polohu
Zemgé, Palerma, Cas pozorovani

Earth 3 lines of sight

Piazzi's object

wall
(*fixed
stars’)

orbit of
Piazzi's object

FIGURE 2.8, Paradoxes of apparent motion.
The apparent motion of Ceres as seen from the Earth (here indicated by the

successive positions 1,2, 3 on the wall at the right) 15 very different from the actual

."?‘J‘lfulfnlllf.ln"i" l:'.lf{':ﬂt'_‘f .'In"ui' .'I!'_‘!' l:'.lJ'l‘.i‘”If. .irn"f !'l‘rl-t' [av ¥ o .'Ifrlfrﬁ_‘!'f.lﬂft'{?l |‘rl-t'.|5t'_, !'l‘rl-t' IL'.IJETI-t'i" ﬂfﬁﬂ.‘lﬁ'f_‘f Ji‘_,j_,.; [ !'l‘rl-t'
ewall is reversed relative to Ceres’ actaal positions; thus, Ceres will appear from Earth to be
moving backwards! The bizarre appearance of retrograde motion and “looping” is due to the
differential in motion of Earth and Ceres, combined with their relative configuration in space,
Earth's orbital motion being faster than that of Ceres (see Figare 2.9). In reality, the apparent

motion is further complicated by the circamstance that the two bodies are orbiting in different planes,

* Teenenbaum, J., Director, B.: How Gauss Determined The Orbit
of Ceres. The American Almanac, December, 1997.




Piazzi urcil tri pozorovaci smery L, L,, L,

neurcuji, kde se sledovana
planetka v prostoru nachazi,
neznal jeji vzdalenost a
drahovou rovinu, na které¢ se
Ceres pohybuje




Prostorova geometrie:
O - Slunce, E - Zemé, P - Ceres




Pohyb Ceres




Gaussuv polovi¢ni parametr H elipsy

i

3
H - Gauss's
"half
parameter”

%zg hi SEMI-MOJOr axis ['.ﬂnj'-.

SEITH-
| minor
| axis (B)

Podil plochy sektoru a

uplynulého casu je konst. =




Rovnobéznikovy zakon

‘n.'
f.

Elementarni charakteristikou prostoru je platnost rovnobéznikového
zakona v prostoru, kombinace posunuti C = D, nezavislost na pofadi...




Urceni polohy bodu P,, P,, P,

Eﬂ Lf’;

Body P,, P,, P, lezinaL,, L,, L; ale kde ?




Geometrie metody
D - vzdalenost Zemé - Ceres

Hledani vztahu mezi plochami AOE,E,, AOE,E,, AOE,E; respektive
AOP,P,, AOP,P,, AOP,P; a odpovidajicimi sektory a Casy, referencni
koule ke studiu thlovych vztaht, cil bylo ur¢eni vzdalenosti D




Urceni polohy bodu P, pomoci P, P,

Polohu bodu P, vzhledem k bodum P, a P; obdrzime pomoci
rovnob€zniku vzniklého z posunu OQ; a OQ; podél ptimek OP, a OP;.
Body Q; a Q;rozdéluji Casti OP, a OP, v poméru, ktery lze vyjadiit
v Casech odpovidajicich trojuhelnikovym plocham

09 _ T, .o

T;,, T5;aT,; Obdrzime 00 _ 15 5 - 0,513 a ~—12=(,487
OP T, S, or  T;; S




Urcéeni bodu Q, pomoci rovnobézniku OP,XP,

Gauss: rovnobéznik OP;XP,, vrchol X je prusefikem rovnobézek OP;
a OP, vedenych z bodu P, a P, Nasledné vedl rovnobézku s OP,
bodem P, nalezl polohu bodu Q; obdobn€ rovnobézka s OP; vedena

bodem P, udava polohu bodu Q,.




Nahrazovani plosnych sektoru trojuhelniky,
urceni plochy P,P,P, pomoci T,

Sia-Tia
S - P, /4 P
2 vl T
' T
ll.' _-__'__.;-" I.'IIII
i = I
i - i
F / ] /
3 =T / /
. § '\ ¥
\ \ !
% i '
i iy
1 f
f
L1 i iy
J
LY i
i 1
' L1
/
L1 i
\'IllI .III
Iln' u.'l
o 0
Pz s Py
= -I-I—l—-.?l
___.:'.-' il"‘l. -,."
> —_ I
F":} il l."ll
i
f
i
f
f
i
i




AT,

Urceni plochy AT,,

_RP,.PP.PP
4y




Prvni aproximace drahy Ceres ze tri pozorovani

konstrukce polohy P, , ly, Iy
I I
velr s r 1 s s v s o 12 \) 23
Vyuziti vypoctu odpovidajicich ploSnych sektoru S
za pomocl pom¢eru urazenych ¢asu S 1 13
t, —t, t, — 1,
I3~ Ly — 1,

Souvislost ploch trojthelnikt S odpovidajicimi sektory pohybu Ceres,

vyziti Casovych udaju, ¢t ~ 42




Plochy sektoru pri pohybu Ceres,

podily ploch a Casu
S - hTh 949 it
3 LT
P =B Th 2 47
S5
°n =570 2 513
S -




Geometricka upresnéni

Rozdilnost ploch S5 a T|; — nutnost zavedeni Gaussova korekéniho

faktoru
P, P,

P,

—

= ?7*

—

A ( A )
1, |:i 277/(12 4 L0 277,(5 —4 =277 (tz _tl)(t3 _Stz)(t3 _tl)

A 3
g ey P2

Do | W

\ < ) \ 7




Gaussuv korekcéni faktor

Hledani korekCnich faktoru, k ziskani vztahu mezi poméry ploch
trojuhelniku a Casovymi pomeéry, korek¢ni faktor zavisi na vzdalenosti
Ceres - Slunce

513 5 T1:3
Py, ———— P Bt~ E—
2 - et T 3_— —/
// / // = /f = /
P </ sf p.{ — J_fli P .‘f e
R : 3\
3 \ 513 , \x T13 J \ f;_.
\ / \\ / ""\H 3
\ \ / \
\ \ \
' f \ .;I!_-' \
7 1,
Sl3 [ ]13 T ]-123 ]"1 : L1+ T
13 13

T [2ﬂ2(t2—tl3)(t3—t2)Tl3 EPN B ), ™y

3
" Tl3 v,




Upresnéni hlavni poloosy a Ceres
9 ;72(t2 _tl)(tS _tz)

3
ry

zavisi na vzdalenosti Ceres od Slunce —r,

Gausstv korekéni faktor G L1+

& 1+ 2772(5 _tl)(t3 _tz)_

3
1} )

upiesnéni vypoctu

ktery je mirng vétSi nez 1,

Zach, Olbers predpokladali

podle T.B. pravidla a = 2,8 au.
Gaussuv vypocet vedl pi1 hodnoté

G = 1,003 — zpresnéni a = 2,767 au.




Podstata Gaussovy metody

heliocentrické pozicni vektory
v jedné rovin¢€ (zanedbavame
poruchy), v ¢asech ¢,

—

v, = Ch T Ch

. — AsP,P,
' ASPP,
. = ASP,P,




Gauss vychazel z

Pierre Bouguer (1698 — 1758)

vypocet drah komet, rozvoj metod
urCovani drah, zavedl aproximact™

_L L
l, — 1

_L-L
;=1

G Cy

Plati f'; — Ri + ﬁi
pfi znalosti ©2; lze urdit 7,

>of

heliocentricky vektor Zemé 1Y
geocentricky vektor Ceres
heliocentricky vektor Ceres 7,

— drahove elementy
metoda mené presnd, malé zmény
c;, ¢ — velké zmény ry, 14
psano ze soudobého pohledu, vektorovy pocet jesté nebyl

o)

*Mémoires of the Paris Academy of Sciences, 1773




Gaussova metoda

k TeSeni Gauss zavadi veliCiny P, Q, v prvnim piiblizeni
zachycujici plochy trojuhelniku

P=5 Q=2 te -
C

malé nepresnosti v hodnotach P, Q vedou k malym chybam
heliocentrickych poloh, analyza malych zmén P, Q v

Theoria Motus Cl. 88 - 105, po dosazeni

P:tz_t1 Q:ﬂ(t3_t2)(t2_t1)
;— 1,

1 =G(M +m)




Gaussovo reseni A STP v Theoria Motus*

k urCeni P a Q - algebraicka rovnice osmeho tadu,
Gaussem transformovana na tzv. Gaussovu rovnicl,
g a m jsou zname funkce veli¢in P a Q

v A STP pi1 uhlu z, u vrcholu P (Ceres) plati

P _ . _ R,
sin( @, —z,) sin 6, sin z,

: _ . 4
sm(z2 q)—msm z,

v priloze* feSena




Gauss - metoda nejmensich Ctvercu

- Jak a kdy p11 vypoctech pouzil Gauss metodu neymensich
ctvercu?

- P11 prvnich vypoctech drahovych elementu na podzimr.
1801 nebo posléze pii znovuobjeveni Ceres?

Dokladem véta v Summarische Ubersicht ..., hat man schon
Beobachtungen von der 1 oder mehreren Jahre...,so halte ich den
Gebrauch der Differential -Anderung, wobei man eine beliebige Zahl
von Beobachtungen zum Grunde legen kann, fiir das beste Mittel

...,,jestlize pouzivame pozorovani za 1 nebo vice rokii...,,beru na zretel
metodu diferencidlnich odchylek, s jejiz pomoci libovolny pocet
pozorovani miuze byt vyuzit jako podklad, je to nejlepsi metoda **

Gauss nesdéluje podrobnosti, vyklad neni v Summarische Ubersicht
zdaleka souvisly, vSechny kroky vypoctu jakoz 1 hodnoty pouzivanych
ruznych konstant nejsou uvadény, pisemné podlozené doklady z roku

1801 neexistuji. Jeji pouziti je vSak zrejmé.




Gauss — metoda nejmensich ctvercu
/] 1 ﬂ ] @ ._I e f )7’ Ya

0 KL T T Lo Clact Lol
> DoUM qnmunv‘-l'&w Uiy da T L TV MY
\ N A
WA . Ay T7.
Zapis v Gaussove diar1 17.6.1798 /

Calculus probabalitatis contra La Place defensus

Vypocet pravdepodobnosti obhajovany ve sporu s Laplacem

Druha kniha Theoria motus corporum celestium, tfeti ¢ast Urcovani
drahy z jakéhokoliv poctu pozorovani, Cl. 179, Gauss uvadi: “... the
most probable system of values of the quantities...will be that in which the
sum of the squares of the differences between the actually observed and
computed values multiplied by numbers that measure the degree of
precesion, is a minimum. **, dale v €l. 186: *“...OQur principle, which we
have use of since the year 1795, has lately been published by Legendre in

the work ... "
A. M. Legendre: Nouvelles méthodes pour la determination des

orbites des cométes, Paris 1806.




Gauss Theoria Motus - metoda nejmensich ¢tvercu

214 Lisr. IL. SEcT. IIL a2 CL. 179

Ad obsernationes praecisionis inaequalis principiom uullo fam negotio exw
tendi potest. Scilicet si mensura praecisionis obseruationum, Per quas mnuenbwn
est V=M, V=M, V"= M cle. xesp. per &, ', k' etc. exprinitur, i e. si
supponitlur, crrores his guantitatibus reeciproce proportionales in istis gbseruationi-
bus aeque facile commilti potuisse, manifesto hoc idem erit, ac si per obseruationes
praecisionis aequalis (cuius mensura==1) valores functionum hZ", EV', W'V" cte
immediate inuenti cssent = M, WM, ' M" ete.: quamobrem systema maxime pro-
babile valorum pro quantitatibus p, ¢, r, s elc. id erit, vbi aggregatum Ak vy 4
VY 4+ WYY + ete. i e. vbi summa quadratorum differentiarum inter valores
reuera obseruatos et computalos per numeros qui praccisionis gradum metiuntur
mudliplicatarum fit minimum, Hoe pacto ne necessarium quidem cst, vt functio-

Cl. 186

liter summa potestalum exponentis cuiuscunque paris in minimum abit. Sed ex
omnibus his principiis nostrum simplicissimum est, dum in relignis ad caleulos compli-
catissimos deferremur.  Ceterum principium nostrum, quo iam inde ab anno 1795
vsi sumus, nuper ctiam & clar. Legendre in opere Nouvelles methodes pour la de-
termination des orbites des cometes, Paris 1806 prolatum est, vbi plures aliae

proprietates huius principil expositae sunt, quas hic breuitatis caussa supprimimus,




Ohlasy Gaussova objevu v Cechach

,,Ale dlouhého trvani neméla radost tato rdzu tak idedlniho,
obéznicka, jiz dano jméno Ceres, nemohla delsi dobu byti
sledovana a ztratila se konecné na dobro, nemajic jeste drahu
presné vymerenou. Psalo se jiz 1. prosince 1801 a nové
objevena a brzy zase ztracenad hvezdicka nebyla jeste na obloze
nalezena. *

,Mezi tim vsak uverejnil jakysi Dr. Gauss strucné, ale velmi
presne popsani jejiho obehu, pravy to zatykac, a sice na zakladé
trojitho pozorovani, jez Piazzi dne 2. a 22. ledna, pak 11. unora
provedl. Vypocet byl proveden podle zcela novych method a byly
vysledky jeho tak spravne, zZe jiz 7. prosince postihl Zach v této
Gaussove drdze nebeského uskoka... "

F. J. Studnicka: Na oslavu stoleté pamatky narozeni K. B. Gausse.
Cas. pro péstovani matematiky a fysiky, vol. 6 (1877), p. 146 — 148.




Ohlasy Gaussova objevu v Cechach

Podle Theoria Motus: ,,Zdaz jsem
mohl kdy vhodnéji zkusiti, maji-li ony
myslénky me néjakou cenu praktickou,
nez nyni kdybych jich upotrebil k
urceni drahy obéznice Ceres, kterdzto
za onéch 41 dni pouze oblouk tii
stupniu vzhledem ke stredu Zeme
probéhla a po uplynuti roku v casti
oblohy velmi daleko odtud vzdalene
hleddna byti mohla? *

,,a prvnl jasnd noc, v které obeznice dle Cisel poctem obdrzenych
hledana byla, vratila uprchlou pozorovateliim.

...7. prosince 1801 Ceres op¢t objevena jest Zachem...

A. Seydler: O Gaussovych pracich astronomickych. Cas. pro
péstovani matematiky a fysiky, vol. 6 (1877), p. 184 — 191.




W. Shakespeare: Du, Natur,
bist meine Gottheit; Deinen

anissoronss RN
Gesetzen diene ich. |
Tvymi zakony mé sluzby jsou
poutany.
C. F. Gauss: b fad 8
EESE [

Tvym zakonum slouZim.




Zavér - vyznam Gaussovy metody

Vzhledem ke sv¢ presnosti a praktické pouzitelnosti méla

Gaussova metoda v historn1 astronomie zdsadni vyznam pro
urcovani drah planetek Ceres, Palas 1802, Juno 1804, Vesta 1807.

Pozd¢jsi matematické zpracovani metody aplikaci linearni algebry
umoznilo podstatné urychleni vypoctu.

Gaussova metoda modernizovana pro pocitace byla pouzivana i
v soucasnosti, naptiklad k uptesnéni drah umélych druzic Zemg.




Ceres

"layers

Thin, dusty _
outer crust : » _~Water-ice layer

\
(AR
B . Rocky
| inner core

o
i

960 x 932 km, albedo = 0,1, M ~9,5.10 2’ kg, p ~2.10 3 kg.m3
voda tvori as1 (20 — 25) % hmotnosti, hydrostaticka rovnovaha,
diferenciace nitra teplem uvolnénym pii rozpadu 2°Al, silikatové
horniny - kamenné jadro, plast’ = ( 60 - 120) km, kira= 10 km —
regolit, T= 140 K, T .. =235 K, zadné v&tsi impakty na povrchu,
Ceres zfeym¢e pohybem priputoval na své misto v Slunecni soustave




Gaussovo reseni

Tt1 pozorovani v Casovych okamzicich t,, t,, t; davaji Sest nezavislych
veli€in — geocentrickych soufadnic A, B, A,, By, A5, Bs.
Geocentrické a heliocentrické souradnice jsou mezi sebou vazany
9 rovnicemi p; cos B.cos A, =x,+ X,

p;cos PB.cosh =y. +Y,
P; sin; =z +7Z;pro1=1, 2,3

kde A, B; jsou znamy z pozorovani, X., Y., Z.jsou urCeny z tabulek
pohybu Zem¢é (oznacuji polohy Zem¢é vzhledem ke Slunci) .

Nezname jsou p; a dale x;, y;, z; Devét poslednich velicin je
vyjadiitelnych pres Sest elementu drahy a, e, i, T, o, 2, a znamych
casovych okamziku t. Tedy nezavislych neznamych je stejn€ jako rovnic.




Gaussovy transformace souradnic

Geocentrickeé
Heliocentrické

Drahové elementy . sféricke
souradnice ouFadnice
w argument perihelu souradnice
(2 delka vystupného uzlu (A) T (8 0
¢ sklon obézné drahy — Y &l A (2.1)
a hlavni poloosa z B

e excentricita
lo stredni heliocentricka délka

Meérenvmi velicinami jsou ihly A a 3 (vzdalenost g je samoziejmé neznama) pro nékolik
hodnot c¢asu, vypocitavanymi velicinami jsou drahové elementy. Potrebujeme tedy

vzorce pro kroky (A) a (B).

Gaussuv postup. V dobé objeveni planetky Ceres bylo dobre znamo, jak vypocitat sest
drahovych elementi planety pomoci dvou souboru heliocentrickych souradnic x, y, z.
Metoda spocivala ve vyfeSenl 2 x 3 nelinearnich rovnic o Sesti neznamych. Velkym
problémem vsak bylo, ze existovaly pouze dvé pozorovane geocentricke hodnoty A;, [3;
pro kazdy den. Po dlouhé manipulaci s vvse uvedenvmi vztahy byl Gauss schopen
zredukovat vvpocet jednoho souboru heliocentrickych souradnic «. y. z na znalost dvou
souborit pozorovanych hodnot A;, F; tim, ze vyresil komplikovanou transcendentni
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Gauss sdé€luje Ctenari1 ke starému problému: ,,0d doby, kdy je
mozne urcovat celou drdahu s pouzitim dvou radius vektorii
stanovenych velikosti a polohou spolecné s jednim elementem drdhy,
casem v kterém kosmicke téleso se pohybuje od jednoho radius
vektoru k druhému, miize byt draha urcovana, jestlize bud’
zanedbame hmotnost telesa nebo ji povazujeme za znamou....

...,,Je zirejmé, Ze dva rddius vektory, urcene velikosti a polohou,
soucasné s casem, ve kterem kosmické téleso popisuje stredni casovy
usek, urcuji celou drahu... "




Gauss - metoda nejmensich Ctvercu
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Obr. 3.3. Vypocitané a pozorované polohy planetky Ceres.

Porovnani Piazziho pozorovacich hodnot a pozd¢jSich vypoctu
souradnic, které 1épe vyhovuji P1azziho pozorovanim nez puvodni
Gaussovy hodnoty. Piazziho pozorovani obsahovaly mensSi chyby,
ovliviujici feSeni, coz Gauss védel, viz. Mon.Cor.




(&)

Drahové roviny Zemé a Ceres




Gaussovo reseni

Geometricky feseni je vedeno tak, ze ze tii zadanych bodu
—poloh Zemé (urCovanych X, Y., Z.) vedeme ti1 smery,
odpovidajici pozorovanym a., o; , nasledn€ hledame
prusecik s rovinou, prochazejici pres stied Slunce tak, aby
(aloha je plné urCena, nebot’ konicky 1ez je jednoznacCné
stanoven tfemi svymi body a polohou ohniska).

Tak, aby dvojnasobek plosnych sektoru mezi prvnim a
druhym radius vektorem (r,, 1,) a sou€asn€ mezi druhym a

tietim (r,, r;) byly v souladu s I. a III. Keplerovym
zakonem.

(’ﬂrz):k\@(tz_tl) (V2V3):k\/;(t3_t2)




Gaussova metoda

Uveden¢ dvé rovnice jsou témi podminkami, s jejichZ pomoci
muze byt urCena poloha drahove roviny, nebot’ k jejimu stanoveni
postacuji dva parametry, napt. sklon drahovée roviny a delka
vystupného uzlu. Nasledné 1ze urCit body — pruseciky
pozorovanych sméru na planetku s jeji drahovou rovinou, to je
nalézt soufadnice x,, y,, z (z prvn€ uvedenych rovnic) a soucasné 1
p; To lze realizovat metodou postupnych piiblizeni. V rovnicich je
parametr drahy p neznamy.

Metoda uzpuisobena ke zvlaStnostem logaritmickeho vypoctu.
Misto pozorovanych rovnikovych souradnic planetky zavedl
Gauss ekliptikalni, v kterych je Sitka Slunce nulova, coz
zjednodusuje vypocty.

od 1802 zapocitani poruch od Jupitera, rezonance s Ceres 2 : 5,
TC=4,6r.,TI=11,8r.




Ceres

"layers

Thin, dusty _
outer crust : » _~Water-ice layer

\
(AR
B . Rocky
| inner core

o
i

960 x 932 km, albedo = 0,1, M ~9,5.10 2’ kg, p ~2.10 3 kg.m3
voda tvori as1 (20 — 25) % hmotnosti, hydrostaticka rovnovaha,
diferenciace nitra teplem uvolnénym pii rozpadu 2°Al, silikatové
horniny - kamenné jadro, plast’ = ( 60 - 120) km, kira= 10 km —
regolit, T= 140 K, T .. =235 K, zadné v&tsi impakty na povrchu,
Ceres zfeym¢e pohybem priputoval na své misto v Slunecni soustave
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Ceres

Ceres’ layers

Thin, dusty B
outer crus ciz » _~Water-ice layer

B
B . Rocky
.Kinner core

960 x 932 km, albedo = 0,1, M=9,5.10 °kg, p ~2.10 3 kg.m"3
Voda tvori asi (20 — 25) % hmotnosti, hydrostaticka
rovnovaha, diferenciace nitra teplem uvolnénym pri
rozpadu 2% Al, silikatové horniny — kamenné jadro, plast’ =
(60 —120) km, kira=10 km —regolit, T=140 K, T _ ., =

235 K, zadné vetsi impakty na povrchu, Ceres zrejme
pohybem priputoval na své misto ve slunecni soustave




Prava anomalie
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Obr. 2.1. Keplerova obézna draha; P. planeta, f ohnisko, u excentricka anomalie, v prava
anomalie, a hlavni poloosa, e ciselna excentricita.




Drahové elementy

a, e l,m, 0T




Gaussova metoda

byly nalezeny tt1 pozice P, P,, P,

hledame elipsu, jejiz rovina prochazi stredem
Slunce

hodnotu polovi¢niho parametru H ur¢ime ze

Sy=(t,-t,)nH

.
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Gaussova metoda




