Priklady do statistické fyziky a termodynamiky

1. Vypocet stavové rovnice plynu
Volna energie plynu je dana vztahem

1
F(V,T):—§C-V-T4,

kde C je konstanta. Spocitejte stavovou rovnici daného plynu.
ReSeni: vyjdeme z defini¢niho vztahu pro volnou energii

F(V,T)=E—TS,

odkud zjistime
dF = —pdV — 8dT.

jelikoZz se jednd o dplny diferencidl, mus{ platit
JoF\
av r =-D

1
gCT4 =D

a tedy

coz je hledand stavova rovnice.

2. Gama funkce
Gama funkce je definovédna integrdlem

I'(n) ::/dt exp(—1)" 1.
0

(a) DokaZte vztah
I'(n+1) =nI(n),

1
F<n+§>,n€N.

Regeni: Nejprve dokdZeme nebot’ tento vzorec pouZijeme i v nésledujicich bodech. ZapiSme tedy z
definice vztah pro I'(n+ 1) a upravme tento vyraz pomoci per partes

(b) spocitejte I'(n), n € N,

(c) spocitejte

T(n+1) = / dr exp(—1)" = —"exp(—1)[ +n / di " exp(—t) = n(n).
—_————
0 0 0

V ¢&asti bl nejprve uréime I'(1):

(1) :/dt exp(—1) = —exp(—1)[T = 1.
0

VyuZijeme nyni vzorce z[2al pro vypocet hodnot gama funkci pro dalsi pfirozena ¢isla
re)=ra+1)=1-1(1)=1,

r(3)=2-TQ2)=1-2,
I(4)=3-I(3)=1-2-3=6,



I(5)=4-T(4)=1-2-3-4=24,

miZeme tedy urcit vzorec pro obecné n:
I'n+1)=n-(n—1)----- 3-2-1=n

Analogicky spocitdme 2¢t nejprve I'(1/2):

( ) /dtexp = —Z/dsexp =T,

kde jsme v poslednim integralu provedli substituci # = s?. Nyni budeme po¢itat hodnoty gama funkce pro

dalsi n: 3 | | | |
I'f=)|=T=4+1]|==T(=)==
Q)-r(3+)-4(3)-be

r(3)=Ir(2)-1dva-lva

2 2 2 4
7 5 5 1 35 15
F — :—F — —_ e — . — —_
(2) 2 <2> 73 VE= VT
9 7 7 1 357 105
F<5>:5F<5>:5555ﬁ:¥ﬁ7

obecné pro n

1 2n—1 2n—3 75 31
F n_|_ ........... — - 7
2 2 2 2222 2n

. Stirlingav vzorec

S pomoci Gama funkce spocitejte pfiblizné vyjadieni In(n!) pro velké hodnoty n.

Reseni:

Z piedchoziho piikladu vime, Ze I'(n+ 1) = n!. Tohoto faktu pfi vypoctu vyuZijeme. Zapisme tedy Gama
funkci a argument vhodné upravme

:/dt exp(—1)t" :/dt exp(—1) -exp[nln(r) /dt exp[nln(r) —1].

Provedeme substituci t = n+x

/dt exp[nln(r) —1] :/dxexp[nln(n+x)—n—x]

2

z_/:dxexp [nln(n)—n—;—n] :exp[nln(n)—n]_/:dxexp <—§>

JelikoZ je Gaussova funkce nenulova jen na uritém intervalu, jehoZ §itka je vSak mnohem mensi nez
n, mizeme spodni hranici integrdlu poslat do —eoo. Potom mame Gaussovu funkci, kterou dokdZeme
integrovat

explnln(n) — n /dxexp <——> /dxexp (-—) — V2znexp[nln(n) — n).

. Vypocty ve vice rozmérech
Spocitejte objem a povrch n-rozmérné koule.
ResSeni:



Tuto dlohu lze fesit dvéma zpisoby. Bud’ si poctivé spocitat Jakobidn transformace do n-rozmérnych sfé-

vvvvvv

druhy zpisob feseni. Ve 3D piipadé je koule mnoZzina bodu, které spliiuji rovnici
B3 (R) : x7+x3+x3 <R%, (1)

a hranice tohoto objektu
S2(R) : 3 + x5 +x3 = R%. (2)

Pro dimenzi prostoru rovnu d tyto vzorce snadno zobecnime:
BYR) :xi+x3 4+ <R, 3)

a pro hranici
SN RY i xF 4+ x5+ x5 =R 4)

V dalsim znaceni nadefinujeme objem ve zobecnéném slova smyslu, jelikoZ jednorozmérném piipadé se
bude jednat o délku dsecky, ve dvou rozmérech plochu kruhu, atp.

Vol (S'(R)) = 2R, Q)
Vol (S*(R)) = 4nR>. (6)

JelikoZ ma objem jednotky délky umocnénou na danou dimenzi prostoru, miiZzeme hledany objem napsat
pomoci objemu jednotkové sféry

Vol (Sd-1 (R)) — R 1ol (s‘“) . %)

Objemy jednotkovych sfér jsou potom prod =2 ad = 3:

Vol (§') =2, (8)

Vol (§%) = 4. )

Nyni se ndm problém zredukoval na tkol najit objem jednotkové sféry. Predpokladejme prostor RY se
souradnicemi xy, X2, ...,x; a necht’ r je radialni souradnice

r2:x%+x%+---+xﬁ. (10)

Cesta za vypoctem objemu bude nasledujici: spocitdme integral
Id:/ dxy dxs ... dxgexp (—r%). (11)
R4

Prvni metoda: integral rozdélime na d integrald, z nichz kazdy integrujeme samostatné, tedy

a
L=1] / de ™ = (vVa)!' =z°. (12)
=1

Nyni integrujeme druhou metodou: integral spoéitime tak, Ze rozdélime R? na tenké sférické slupky.
JelikoZ prostor dany konstantou r je sféra S¢~!(r), je objem slupky mezi r a r + dr roven objemu S¢~!(r)
vyndsobeny dr. Potom

I; = ]odrVol <Sd*1(r)) exp (—rz) = Vol <Sd*1) /wdrrdlexp (—r2) (13)
0 0
- %Vol (s‘“) /O?dt exp (—1)t2 1, (14)
0



kde jsme vyuZili (@) a v zdvére¢ném kroku jsme provedli substituci r = r2. Posledni integrdl miZe byt
vyjadien pomoci Gama funkce, tedy
1 d
I = = Vol (SCH)F £). 15
4=3 5 (15)

Tento integral je také roven I; = n%, jak jsme spocitali vySe. Potom hledany objem jednotkové sféry je
roven

[S1W

Vol (Sd_l) - FZL (16)

3

[SJEW

Snadno pak ur¢ime Vol (Bd ) :

1 1 1

4% Vol (§771)
AN d—1 _ d—1 d—1 _ -1\ " | _
Vol (B ) —O/drVol <S (r)) = Vol <S >O/drr = Vol <S ) 71 e
odtud ; ., .,
272 T2 T2
Vol (B?) = = = . (18)
( ) ar(4) 4r(g) Tr(+9)

. Obsazeni energiovych hladin vodiku

Atom vodiku se nachdzi v hladiné n = 3. Za ptedpokladu, Ze obsazeni energiovych hladin je ddno mi-
krokanonickym rozdélenim spoctéte pravdépodobnost toho, Ze se atom nachazi ve stavech se stejnym
vedlej$im kvantovym Cislem /.

ReSeni: Nejprve je nutné uréit pocet moznych stavi pro kazdy kvantovy stav popsany . Pro n = 3 jsou
moznd kvantova ¢isla [ = {0,1,2}. Kazdy stav s vedlejsim kvantovym &islem [ je jesté rozdélen podle
magnetickych kvantovych &isel, atom = {—1,—1+1,...,l — 1,1}. Kazdy takovy stav je je$té rozdélen
podle spinového kvantového &isla s = +1/2. Nyni spoditdme pocet vSech moznych stavi pro jednotlivé
stavy s danym [:

e [ =0:m={0}, s={x1/2}, atedy jsou mozné dva stavy,

e [=1:m={-1,0,+1}, s = {£1/2}, Sest moznych stavy,

e [=2:m={-2,—-1,0,+1,42}, s = {£1/2}, deset moZnych stavi.
Pravdépodobnost spocitdime snadno pomoci vzorce

# stavy s kvantovym Cislem [ = i
w; =

# vSechny moZné stavy

odtud snadno zjistime, Ze

1 1 5
Wo=—, W ==,Wr=—.
V=g W= W2 =g
. Vyjadreni entropie
Entropie pro izolovanou soustavu je ddna vztahem
S=kglnQ, (19)
kde Q je pocCet mikrostavii. Pro uzavienou soustavu
S=—kg ) wylnw,. (20)
n

Ukazte, Ze pro izolovanou soustavu vedou oba vzorce ke stejnému vysledku.

Predpoklddejte, Ze je soustava rozdélena na téleso A a termostat A, které dohromady tvoii izolovanou
soustavu. SpoCtéte entropii a) celé izolované soustavy A + A’ a b) soudet entropii soustav A a A a ukaZte,
Ze oba postupy vedou ke stejnému vysledku.



ReSeni: V piipadé, Ze soustava je izolovand, pak podle principu stejné pravdépodobnosti w, = 1/Q. Tedy

Q Q
1 1 1
S=—kg) wylnw, = —kp —In (—) =kglnQ )Y — =kglnQ.

n=1

Soustava je rozdélena na A (t€leso) a A’ (termostat). Energie izolované soustavy je souctem energii téchto
dvou soustav, jejichZ energie je rovna Ey = E + E’ = konst. Spocitejme nyni entropii v jednotlivych
piipadech. V piipadé a) kazdému stavu n soustavy A prislusi Q(Ey — E,,) stavd soustavy A’. Tento vyraz
muiZeme upravit, vezméme logaritmus z poctu stavi, ktery rozvineme podle Taylorova vzorce do prvniho
fadu podle E,

0 oS E
kg In[Q(Ey — E,)] ~ kg InQ(Ey) — ﬁkB InQ(E)E, = kgInQ(Ey) — ﬁEn =kgInQ(Ep) — 7”, 21
po odlagaritmovani a vydé€leni kg v tomto vztahu dostaneme
E,
Q(Ey—E,) =~ Q(Ey)exp | — . (22)
kgT

Celkova entropie izolované soustavy je potom rovna

E E
So =kgIn [ZQ(EO)exp <—k—>} = kgInQ(Ep) +kgIn)_exp (-—) =kgInQ(Ey) +kglnZ.
- 8T - ks T

(23)
V pripadé b) je nutné secist entropii v obou podsoustavich

So=S8+8=—kg) walnw, +kgInQ(Ey—E) =
n

1 E E ks InQ(Ey)
kY —exp ——= ) (—InZ— =% ) + kg InQ(Ey) - 22—V —
’ n Zexp( kBT> < " kBT> ke in ( 0) 8E0
1 1 E, E E E
kglnZ+ =) —= — E,+kglnQ(Ey)) —==kgplnZ+—=+kglnQ(Ey) — = =
gIn +TEnZeXp< kBT> »+ kg InQ(Ep) 7 =ksInZ+ = +kgln (Eo) T

kgInQ(Ey) +kgInZ. (24)
V obou pfipadech je entropie zaddna stejnym vyrazem.

. Tepelna kapacita
Ukazte, Ze cy je dana fluktuaci energie, tj.

cy = kBTZ <AE2>

Reseni: Stfedni energie soustavy je rovna

E=Y wuE,,
n

pro V = konst. se E,, neméni, potom miiZeme pro tepelnou kapacitu psat

JE ow,,
CVZ(a—T)V:§E"<aT>V'

Pravdépodobnost obsazeni daného stavu je rovna

F—E,
Wy, = exp Wl )




odkud snadno ziskame derivaci podle teploty

JF
Ow, 9 (F—E, F—E, T(a—r)v—F+En F—E,
- exp = exp .
oT ), oT \ keT ), ksT kp T2 ksT

Nyni vyuZijeme znalosti z termodynamiky, odkud zndme definici volné energie

F=E—TS,dF = —pdV — SdT,

JoF
(57), =~

E=F+TS,

potom

coz dosadime do vztahu pro derivaci w, podle teploty

ow,\ E.—E (F—E,)\ E,—E
= (94 = .
aT ), ke1? " P\ kgt kT2 "

Tepelnd kapacita je potom ve tvaru

E,—E 1

1
ZE R (ZE,%W,I—EZE”W”> e ((E*)-E?),
n n

odtud dostavame hledany vztah

1
kgT?

cy = <AE 2>.

. Zastoupeni molekul dusiku v ruznych stavech

Jadro atomu dusiku "N 4 m4 jaderny spin I = 1. Pfedpoklddejme, Ze dvojatomové molekula N, miiZe pro
klasické teploty konat pouze rotacni pohyb, ale ne vibraéni pohyb. Navic zanedbejme pohyb elektrond.
Najdéte relativni mnoZstvi ,,orto* a ,,para“ molekul v plynu sloZzeném pravé z molekul dusiku. (,,Orto*
— symetricky spinovy stav, ,,Para* — antisymetricky spinovy stav). Co se stane s relativnim mnozstvim
molekul v téchto stavech, je li teplota plynu 7" sniZena limitné k absolutni nule?

Reseni: Jadro "N, md bosonovy spin I = 1, vyslednd vlnova funkce systéma jader musi byt symetricka.
Pro dusik v orto-stavu musi byt rotacni kvantové Cislo J liché Cislo, aby byla celkovd vinova funkce
symetrickd. Pro para-stav musi byt J zase sudé ¢islo. Rotacni energie dusikové molekuly jsou ve tvaru

hz
Ej=—J(J+1),JeN

kde H je moment hybnosti. Spocitime nyni pomér populaci jednotlivych stavi

#populace para-dusiku Liiche 1(2/ + 1) exp [ 2Hk T‘] (/+ 1)] I+1
#populace orto-dustku g 574 1)exp [ sz . J( I+ 1)] I

)

kde I je spin dusikového jadra. Pokud
2

HkgT
mohou byt sumy aproximovany integraly, postupné¢ mame

<1,

Y 7+ 1)exp [— ” J(J+1)]:

sudé J 2HkgT
’7;0(4m+1)exp [—2HkBT2m(2m+1)} f’ﬁo/dm(4m+1)exp [—ZHkBsz(2m+l)} =
r h* HkgT
= . (25
[ a exp[ HkBT] 2l e
0



Druhy integral spocitime podobné:

2
liChZé{J(ZH— 1)exp [— 2HkBTJ(J+ 1)} —
o 2 < 2

mgo(4m +3)exp [— ZPkaT 2m+1)2m—+ 2)} = 0/ dm (4m+3)exp [— kT 2m+1)2m—+ 2)} =

AN ®oo,
= exp <HkBT> 0/dm(4m+3)exp [—HkBT(zm +3m)] =

7 7> HigT 2
d _ — .2
) 0/ yexp[ HkBTy] i exp(HkBT> 26)

_K?
P (HkBT

po dosazeni dostaneme

opulace para-dusiku + +

pulace para-dusiku 7+ 1 n? I+1
= ex ~

#populace orto-dusiku I HkgT I’

jelikoz I =1 je hledany pomér roven

#populace para-dusiku 2 27
#populace orto-dustku 1’

Pro vypocet poméru atomu, kdy T — 0 vyuZijeme faktu, Ze
2

HkgT

>1,

potom exponencidla rychle konverguje k nule, vezmeme proto jen prvni ¢len z kazdé sumy

2 o 2
2 - D=2 4m+1 — 2m@2m+1)| ~ 1
PR )eXp[ T )] Lt )exp{ SHkT 2+ )} :

2J+1 — JUJ+1)| = 4m—+3 - 2 1)(2 2)| ~3 - .
I, 20 g ] = Loms o | gron e )] <see (i)

Pomeér jednotlivych molekul se potom zméni na

#populace para-dusiku  7+1 1?
p p o
= X — o0
#populace orto-dusiku 31 Hkg1 ’

vSechny molekuly dusiku jsou pfi teploté bliZici se absolutni nule v para-stavu.

. Wienuv posunovaci zikon
Odvod’te Wieniv posunovaci zdkon z Planckova vyzarovaciho zdkona.

ReSeni: Planckiv vyzarovaci zdkon je ve tvaru
8mv? hv
3 .
C hv
exp (—kBT) —1

Wieniv zdkon je vyjadiovdn pomoci vinovych délek, proto 28) nejprve pievedeme do vinovych délek
pomoci vztahu

B(v,T) =

(28)

Iv(A)

B(v,T)dv =B(A(v),T) 32

da,

/

B(AT)



10.

po prevedeni do vinovych délek dostaneme

8mch 1
< .
A exp(th;l> -1

Mame hledanou funkci a staci jiz jen najit jeji maximum. Po zderivovani podle vinové délky dostaneme

B(A,T) = 29)

n hc 1
ksT4 —&Xp <_k13h;/l)

-5 =0.

Oznacime
hc

Xmax = 7 79
kBTAfmax
kde index ,,max“ oznacuje bod, ve kterém funkce nabyva svého maxima. Tento bod je ddn feSenim

rovnice
Xmax —5

1 —exp(—Xmax) N

Odtud dostaneme pro maximalni frekvenci

b
A'max - ?a (30)
kde 1
C
b= .
kBXmax

Stefaniiv-Boltzmanuv zakon
Odvod’te Stefaniv-Boltzmantiv zakon pro mnoZstvi energie vyzarené jednotkou plochy za jednotku Casu.

Reseni: Vyjdeme z definice intenzity
0E =1(v,6)dQ-dS-dr (31)

Intenzita je tedy z definice energie, kterd dopadne na plosku dS z thlu dQ za Cas dt v intervalu frekvenci
dv. Za Cas df dopadne na plochu zéfeni z objemu

dV =dS-coséd-c-dr.

Potom plati
dQ
B(v,8)dQ-dS-dt = ce(v)cos(0) - Hdv -dS-dt,

odtud zfejmé plati
B(v,0) = ﬁe(v) cos .

Funkci B(v, 6) nyni zintegrujeme pies prostorové thly

piq
2 b

B(v) = // 40 e(v)cos§ = ﬁe(v)/ d(p/ 48 sin(8) cos(8) = Ze(v)
Qt 0 0

214
potom ze znalosti hustoty energie
R R e
exp (kB—T) —1 exp (kB—T) —1
po integraci pfes vSechny frekvence dostaneme
B=oT" (32)



11.

12.

Rayleighuv-Jeansav zakon
Odvod’te Rayleightiv-Jeansiiv zakon pomoci ekviparticniho teorému.

ReSeni: Rayleightv-Jeanstv zdkon popisuje elektromagnetické zareni v uzaviené dutin€. Podle Ekvipar-
ticniho teorému se jedna o soustavu oscildtort s energii

1
Ey=2sksT =koT.

Energie soustavy oscildtort je rovna souctu energii jednotlivych oscilatord. Od sumace miZeme piejit
zndmym postupem k integraci, z feSeni ¢astice v krabici vime, Ze

27n;
ki = l )
L;

potom pocet téchto stavl v intervalech An; je roven

Ak Ak, Ak,

An,AnyAn, = L-Ly-L, (2x)

Vv

Potom pro celkovou energii vSech Castic miizeme psat

E-YE~2 L —v7d jde/wdk’ ok T—deka 1 X iz
= - kK~ . (27_[)3 k — (P (27_[)3 BL — B (27_[)3 )
0 0 0 0
v integralu provedeme substituci k = 27V /c, dostaneme
Ex~ v/ dv 2kpT -4, (33)
C
0
odtud mame 5
nv
e~ 2 kT, (34)
C

Zemé pod vlivem Slunce

Predpokladejme idedlni Slunce a Zemi — oboje absolutné cernd télesa v praizdném a plochém prostoru.
Teplota Slunce je rovna Ts = 6000 K. Teplotni pfenos mezi ocedny a atmosférou predpoklddejme na Zemi
efektivni do té miry, Ze je teplota povrchu stejnd na kazdém misté. Polomér Zemé je Ry = 6-108cm a
vzdalenost Zemé-Slunce jed = 1.5-10''m.

(a) Spocitejte teplotu Zemé.
(b) Urcete silu, kterou zateni od Slunce pisobi na Zemi.

(c) Srovnejte vysledky s témi pro meziplanetdrnimi chondrity sférického tvaru. Chondrit je vyborné
vodivy a lze jej s dostateCnou presnosti brat jako cerné t€leso. Polomér je d = 0.1cm a pohybuje se
po kruhové trajektorii kolem Slunce s polomérem stejnym, jako vzdalenost Zemé-Slunce, a to d.

Regeni:
(a) Celkovy tok zafeni vychazejici ze Slunce je roven
F = 4nR*0T2,
tok zareni na jednotku plochy ve vzdalenosti d (Zem¢) je roven

F _ 4nRloT!

S 4mar
na povrch Zemé tedy dopada
RloT?
@ = P TCR@'



JelikoZ je Zemé v termodynamické rovnovaze, musi také stejny tok vyzarit jako absolutné Cerné
téleso
4 i
Fy =4nR; 0T,
odtud -
RoT
d?

(b) Uhel, pod kterym dopadé sluneéni zafeni na zemi je vzhledem k velikosti Zemé a jeji vzdalenosti
od Slunce konstantni. Proto miizeme silu spocitat pfimo ze vzorce

R2 = 477:R4 GT4

F R26TS 12
F=—"=_& "0 _6x10°N

C C

(¢c) Muzeme pouzit stejné vzorce odvozené vyse
T =290K,.Z =1.7x10"''N.

13. Harmonicky oscilator
Spoctéte vlastni vektory pro linedrni harmonicky oscildtor v soufadnicové reprezentaci.

ReSeni: Pro vypocet vyuZijeme kreacnich a anihilanich operatorti. Vime, Ze d|0) = 0]0). Spocitejme
souradnicovou reprezentaci tohoto vektoru

(9|@|0) = (¢]0]0).

JelikoZ znadme vyjadfeni anihilaéniho operatoru pomoci X a p,

1
a=—=(g+ip),
5 (@+ip)
ve kterém se vyskytuji bezrozmérné operdtory
. [mo .\ |
q= h ) q= mh Pxs
dosadime do predchoziho vzorce. Dostaneme
(4110) = {a| = @ +i9)[0) = —= ((al10) + (gl 5[0))
i =— i )
qja 2 (q+ip) > q19 q\p
operator miZe zapuisobit na stav vlevo, potom
5 (al10)+(41510)) = 5a(al0) + —53-(al0) = —sah(a) + 5 3-hole) =0
V2 V2 V2 V2dq
Dostdvame tedy rovnici pro zjisténi vlastni funkce stavu |0)
d
qho(q) +—ho(q) = 0. (36)

dg
ReSenim rovnice je

ho(x) = Cexp (—%xz)

Konstantu C spocitdme z podminky normovanosti vlastnich vektort. Musi platit

[ axlo@ =1

10



Potom
C=,]—. 37

Vyslednd vlastni funkce je ve tvaru

2
ho(x) = {‘/Z—:exp< ’";’x ) (38)

Pro vypocet soufadnicové reprezentace stavli s nenulovym n vyuzijeme vlastnosti kreacniho operatoru
a'|n) = v/n+1|n+1). Pron = 1 dostaneme

(gla’ |0) = (4/0),

potom

(o 519 1) = o),

Z5alal0)+ 5 3-(alo) = (al1).

Upravime levou stranu

odtud q
1
h =—|qh +—h , 39
1(q) 7 (q 0(q) i o(q)> (39)
pro vlastni funkei £,(g) pak miZeme napsat rekurzivni vztah
(@) = = |aho1(6) + -1 (g) 0)
nq—\/ianlq dqanCI-

14. Soustava harmonickych oscilatora
Spoctéte termodynamické vlastnosti systému N rozliSitelnych klasickych harmonickych oscilétort s frek-
venci .

Reseni: Energie soustavy harmonickych oscildtori je rovna
N 2
1
E=Y <&+ mwzq,%) | @1)
Spocitdme nejprve statistickou sumu
1 N mw2q2
Z = — n =
W /RZN "p- eXp[ g 2kaT kT >
1 P2 ma’q>
— avy n n) =
N/ " dly HeXp <2kaT T ket
2.2
ma) q
dp,-d 5 ) =
hNH/ P Clin X (2 ksT ZkBT>
N
2.2
mo-q
d d
hNU pre (2 kT)] /lep<2kT>
1 2mkgT 2mkgT\N (kT \"
— 2mkgT T - = (=) . “
hN<\/mB mco2> <hco> ho “2)

Volnou energii spoc¢itime snadno ze vztahu

kT \ Y ks T
F=—kgTIn(Z) = —kgTIn <%> = —NkgTln ( P ) . (43)

11



15.

Pro vypocet tlaku a entropie vyuZijeme vlastnosti volné energie

JdF
P:—<W>T:07 (44)
_ JoF _ kgT

Energie systému je
E=F+TS=NkgT.

RozlozZeni hustoty v atmosfére
Spoctéte rozlozeni hustoty ve sloupci plynu o zdkladn€ A pod vlivem homogenniho gravitaéniho pole.
Ptedpoklédejte, Ze plyn je tvofen nerozliSitelnymi ¢4sticemi, kaZzdd s hmotnosti m.

ReSeni: Opét zacneme vypoctem statistické sumy. Tu pro soustavu nerozliSitelnych Castic zapiSeme ve

tvaru
1

2
7= BNy B3N, _y (_Pn | mEd
N1(27h)? / prearexp Z dmkeT  ksT )|

R33N xQ

kde Q = {[x,y,z]; x € [-L,L],y € [-L,L], z € [0,00),L € R"}. Spocitdme statistickou sumu pro jednu

castici
:# /d -ex /d ex meq
Qrn)y | ) PP 2kT TP\ e )
R

prvni integrél je z preSkdlované Gaussovky, proto je roven

2
p
dp-exp [ — — JrmiksT)?.
/peXp< 2kaT> (2mmks )
R

Druhy integral

L

a2 )/dx/dy/dzexp( nic) ol

—-L —L

A kgT
mg

Potom . T
= W(ankBT) An]i—g. (46)

Hustota pravdépodobnosti, Ze se &astice vyskytuje ve fazovém objemu d*p - d3¢ je ddna vztahem

dw 1d3p &g exp | — p’ exp med
"7 Z (2mn)? 2mkgT ~ kgT

2
mg P mgq\ 3. 3
exp| — exp d’p-d’q
(2mmkgT)2 AkgT ( 2kaT> ( ks T)

Budeme se zajimat jen o pravdépodobnost nalezeni Castice v dané poloze q, proto w, zintegrujeme pfes

prostor hybnost{
' mg mgqs\ 3
dw, = -d’q
/ Wn AkBTeXp< kg T)
P

g

P

kde & oznatuje hustotu pravd&podobnosti vyskutu dané &astice v elementu dg. Koncentraci pak zis-

kame
Nmg meqs
= — . 47
Ak T eXp( ks T ) “7
Hustota je rovna
mgqs
p(z) =p(0)-exp (— T ) : (48)
B

12



16. Tepelna kapacita plynu I
UvaZzme plyn s dvouatomovymi molekulami. Spocitejte tepelnou kapacitu daného plynu pfipadajici na
jednu molekulu. Pocitejte pouze s vibracnim pohybem molekul, kdy je energie dana vztahem

E,=ho (n—{—%) (49)

Spocitejte nejprve statistickou sumu, ze které uréite volnou energii a z volné energie jiz lze urcit hledanou
tepelnou kapacitu. Vyslednou tepelnou kapacitu miZete napsat v aproximaci nizkych a vysokych teplot.

ReSeni: Spocitime statistickou sumu (partiéni funkci)
hw ho
= ——n]. 50
exP( 2kBT> Z p( kBT”> 50)

Z= Zexp( kBT> iexp[ hw(n+)

Nekonecna fada je fadou geometrickou, u které dokdZeme zjistit soucet. Potom midZeme statistickou
sumu napsat ve tvaru

. exp(—%) _ 2 _ 1 | 5h

l—exp(—[’B—“}) 2[6Xp<%) exp< Z;"Tﬂ 2sinh(%)

Pomoci statistické sumy lze snadno najit volnou energii

ho
F =—kgTIn(Z) =kgT In |2sinh .
sTIn(Z) = kg n[ sin <2kBT>]

Z vypocetniho hlediska se jevi nejvyhodnéjsi postup nejprve spocitat vnitini energii pomoci vzorce

E—rers—rF-1(2%
B B ar ),

Po dosazeni a derivaci vyjde

ho ho ho ho
E =kgT In |2sinh —kgT In |2sinh — h =
kg n[ sin <2kBT>} kg n[ sin <2kBT>] + 5 cotan <2kBT>

hw canh ho
—cotlan .
2 2kgT

Z energie jiz snadno spocitdime hledanou tepelnou kapacitu
JE ho\’ 1
cy = (8_> = <—> _— . (52)
T)v N2/ kg sinh?® (52 )
Na z4avér urc¢ime tepelnou kapacitu pro vysoké a pro nizké teploty:

 aproximace nizkych teplot: v rovnici pro tepelnou kapacitu funkci sinh rozepiSeme pomoci expo-

nencidl
<aE> (hco) ? 1
cy =\ =—= = = .
aT T 2
' ko [oxp (i) —exp (i)
Prvni exponencidla nabyva vyrazné vétsich hodnot nez druhd exponenciéla, proto miZeme tepelnou

kapacitu napsat ve tvaru

1 [ho\? ho
Cy ~ E <T> exXp <— 2kBT> . (53)

 aproximace vysokych teplot: v tomto piipadé nabyva sinh velmi malych hodnot, proto provedeme
rozvoj podle Taylorova vzorce do prvniho fadu, potom

\* 1
oy ~ <_a’> — =l (54)
T ke [ 12
B\ %T

13



17. Tepelna kapacita plynu II
UvaZzme plyn s dvouatomovymi molekulami. Spocitejte moldrni tepelnou kapacitu daného plynu. Poci-
tejte pouze s rotacnim pohybem molekul, kdy je energie ddna vztahem
g PG+
s 21
kde I je moment setrvacnosti molekuly. JelikoZ nelze statistickou sumu spocitat analyticky, vyjadrete ji
v aproximaci vysokych a nizkych teplot.

(55)

Reseni: ZapiSeme opét statistickou sumu, kterd je ve tvaru

Ej
Z:;gjexp <_kBT>’ (56)
kde g; znaci degeneraci dané energiové hladiny. Po dosazeni (53)) dostaneme
S i+ 1)
Z= 2j+1 - . 57
,;o( J+ )GXp< ST (57)

Tuto sumu neumime analyticky spoditat, proto parti¢ni funkci vyjadiime pro dva pfipady: limitu vyso-
kych a nizkych teplot.

* limita vysokych teplot: v tomto piipadé plati
2
2lkgT

proto (37) je vlastné levd Riemannova suma. Potom miZeme psat

- R2iG+0\ T RiG+1)\ [ 122 kT
27+1 —— )= di(2i+1 —— | = d — = .
,-Zzo( T+ )CXP< 2UksT 0/ J@jt1)exp | == —r 0/ X T ke T 2

<1,

Odtud ur¢ime volnou energii

F=—kpTln <2IkZBT> :
n
vnitin{ energie
E =kgT,
a nakonec hledana tepelna kapacita
Cy = kB. (58)

* limita nizkych teplot: pro nizké teploty je
2
2Ikg T

exponencidla rychle konverguje k nule, a my proto miZeme vybrat ze sumy jen omezené mnozstvi
sCitancli. Vezméme dva, potom je statistickd suma rovna

o j(j+1) 1>
27i+1 —— 2 )&= 14+3 — .
]Z:O( T )eXp< 2k T TP kT

>1,

Uplné stejnym postupem jako v piedchozich piikladech uréime volnou energii, vnitini energii a
nakonec tepelnou kapacitu. Vnitini energie je rovna

3n* 1
E=r i
3 + exXp <W>
a nakonec hledand tepelnd kapacita
3t 1
kT2 » 2 \1*
[3 eXp (_ Zk;TI> +exp (2k371>}

14
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18.

19.

20.

Ovéreni jednotek
Ukazte, Ze tlak a hustota energie maji stejnou jednotku.

ReSeni: oveéfime jednotky z defini¢nich vztahu:

[F] kg-m-s2

[p] 8T m =kg-m~'-s72,
.mz.s_z.
le] = % = kgT —kg-m .52

2’ v 2

Relativistické castice
Spoctéte hustotu stavili pro relativistické Castice a najdéte limitni vztahy pro klasické a ultra relativistické
Castice.

ReSeni: Pro hustotu stavd plati vztah

V1 k(E)]4!
p(E) = ft—dz—dVol (sd—‘> % (60)
dk

kde g je degenerace energiovych hladin, d dimenze prostoru a Vol (Sd_l) povrch d — 1 rozmérné sféry.
V nasem piipadé mame d = 3. Disperzni zévislost E (k) je ddna vztahem

E = Vm2c* + 1Pk2c?,
odtud
_ VE—wd
hc

Do (60) dosadime pfislu$né veli¢iny, dostaneme
4rgV 1
E)= 25 " EEX—m2ct 61)

p( )—ch

» Klasicka limita — Energie je v tomto pripadé rovna:

| rH
Eq ~ E —mc? = Vm2c* + 2kK2c2 —mc® = mc*\| 1+ ——5 — me* ~
m2c

1 724> h2k>
2 2 _
mc <1+§m2c2> —mc” = o (62)

» Ultrarelativistické limita — v tomto piipadé plati E > mc?, potom miZeme v odmocning zanedbat
druhy Clen
_ 4mgV 1 £

PE) = (2mh)3 3

Odvozeni Maxwellova-Boltzmanova zakona
Ukazte, Ze v klasickém piipadé€ je moZné z grandkanonického rozdéleni jedné Castice odvodit Maxwelltiv-
Boltzmaniv zakon rozloZeni rychlosti.

ReSeni: Pro polet stavii bosonu v intervalu energii (E, E + dE) plati
p(E)dE
exp (i;# ) +1

E—
exp (— kBTu> <1,

dN:

JelikoZ v klasickém piipadé je

15



21.

22.

muzeme jedni¢ku ve jmenovateli zanedbat. Potom po dosazeni za p (E) dostaneme

4mgV E—u
=—_V2m3E E.
Qmny " exP( kT )d

Vyraz transformujeme ze souradnic energie do soutfadnic rychlosti

E
dE = a—dv = my,
v

protoZe uvazujeme klasicky vzorec pro kinetickou energii E = 0.5 - mv?

4ngv 0.5mv? —/.L 4ngV 5, % u
28 Vom ,/ A — ~£ v
W= anp < >m ey P\ T omkgt ) PN\ ke )

Pro vypocet 1 vyjdeme ze vztahu pro jednu Céstici

Rl 1

Vv 3 u gv 3 x2
(ZﬂkaT)z 3 ( > = (ZﬂkaT 2 /dx .
(2mh)? 2\ksT )  (2mh)? % / exp x— _T> +1

V integrilu nabyva exponencidla vyrazné vétsich hodnot nez jedna, proto &islo jedna zanedbdame, dosta-

neme N
l B . B\ (3
O/dxxzexp< x+k T) Nexp< >/dxx2exp( x)-exp(kBT>F<2>.

Dosadime do pfedchoziho vzorce

Nlu

gV M
(27L'h)3 exp <kB—T> (Zﬂ'kaT)

Odkud obdrzime

aw—ar(—" ) exn (=) d (63)
W= 27TkBT Y P ZkBT v

Odvozeni Planckova zdkona
Ukazte, Ze je mozné z grandkanonického rozdéleni pro Castice s 4 = 0 odvodit Planckiiv zdkon.

Reseni: Pro pocet bosonil v energiovém pasu plati vztah
p(E)dE
exp ( T ) 1

Pro fotony plati i = 0, a energie je rovna E = hv. Piejdeme analogicky jako v pfedchozim piikladu k
proménnym frekvence. Pro hustotu energie vyjde vztah

EdN = . (64)

Bosonovy a Fermionovy integral
Dokazte rovnost

0/ e 11 exp(x) = (1 _21_m) C(m)-T'(m), (65)
< xmfl
m) = 0/ e ey = Sl Tm), (66)



kde ¢ (m) je Riemannova funkce

ReSeni: Integral /;(m) upravime na tvar

oo

X" 1
/dxi /dxx’" exp(—x) ————,
exp(x) 1 +exp(—x)
0
zlomek v integralu nyni mdZeme rozvinout podle vzorce
Lo igae2 (67)
T, = [ Fx+e+..,
potom dostaneme
(o] 1 (o] o
dxx™ L exp(—x) ———— :/dxxmflex —X —Dkexp(—kx) =
0/ P () L (-1 exp(-k

i/dx exp —(1 —i—k)]xm_l,
0

k=0

v sumé polozime k' = k+ 1, z integrdlu vyjmeme Cleny nezdvislé na proménné x a ndsledné provedeme
substituci y = kx

Z/ K exp[—(1+k)x" 1 = Z/dx(—l)kJ_lexp(—xk’)xm_1 k’m /dyexp Yy
k=07 =1y k’ !

JelikoZ je argument integralu nezavisly na s¢itacim indexu k', miiZeme sumu upravit samostatné. Jedna
se o nekonecnou fadu, ve které je podil s lichym ¢islem kladny a podil se sudym ¢islem zdporny

1 < 1
< (21— 1)m _I; (20)m

1 k—1 )

v DT
k; (k)

Takto napsanou sumu miiZeme upravit ndsledujicim zpisobem

/

oo

1
Z (21_ )m

=1

|
B ; (Zl)m
1

1 l
I
1

1 1
et — — e =

m + 3_ Sm (21 _ ])m om 4m 6 zl)m
1 1 1 1 1 1 1 1 = =
e — 2 )=y —==2 =
i s e R W e
< 1—r o | 1—1 1
2'17"_2 n;l_m:@—z ")k_lk—m. (68)

Upravend funkce potom vypadd takto

i k’m /dy exp(—y)y" ' = (1 —21”")

17

1



23.

24.

Druhé rovnost se dokdZe analogickym zplisobem — provede se rozvoj s pomoci vzorce (67)

= [ T -
xp(x)
5 p(

i / dex™ ! exp|—x(1 + k)] = i / dxx" ! exp(—xk) =
0 0

k=0

Y. 1 [ & exp(—3) = Em)l(m). (10)
0

Vlastnosti funkci
Definujme funkce

17 !
B = dx 71
() ['(n) / exp(x—y)—1’ D
0
a
- K1
F.(y) = dx . 72
A() F(n)o/ o T (72)
Pro tyto funkce dokaZzte
dBn+l( )
=B
) dFy i1 (y)
n+1\Y
=F
o n(¥)
ReSeni: Nejprve spolitime
dB i 1 1
n-‘rl(y) /dx — /dxxni—
dy exp(x—y) —1 ['(n+1) dyexp(x—y)—1
0 0

V této fazi vyuZijeme znalosti derivace funkce v argumentu integralu. Jelikoz

d I d I
dyexp(x—y)—1  dxexp(x—y)—1’

muiZeme vyraz na pravé strané dosadit do integrilu, ve kterém pomoci metoty per partes dostaneme

oo

1 /@fi 1 o /
F(n+1)0 drexp(x—y)—1 T(n+1) exp(x y)—1 exp(x—y)—1
0

Déle vime, ze I'(n+ 1) = nI'(n). Potom dostaneme

= n—1

dBn+l(y) i _ 1 /dx
dy dy T(n) exp(x—y)—1
0

= B,(y). (73)
Vztah pro fermiony lze dokézat analogicky.

Bose-Einsteinova kondenzace ve 2D?
Ukazte, Ze pro dimenzi prostoru d = 2 nedochdazi ke vzniku Boseho-Einsteinova kondenz4tu.

18



25.

ReSeni: Nejprve spo&itdme hustotu stavi ve 2D:

2mgSm
PE)= Gy

Termodynamicky potencidl je roven

ksT

(o] (o] 1
—/dE /dE'p(E’) _—
E—yu
rd 0 exp <—) —1
kde

27rgSmE
dE/ / —
/ (2mh)?

Potom je Q rovno

2mgSm | E
0= G [
exXp </<B—T) —1
Pocet Castic je ve 2D pripadé roven (uvazme y — 0)

oo

B 7 p(E) _ 2mgmS 1 _ 2mgmS$
V- [ exp(S4) -1 il | i1 = G ST

Jelikoz {(1) — oo, do stavu s E = 0 1ze umistit libovolny pocet &astic.

Plyn s elektron-pozitronovymi pary
Pii teplotich kgT = mec? dochazi k tvorbé pard elektron-pozitron. Najdéte rovnovazny pocet e~ a e
ReSeni: vyjdeme z rovnice

2 ki =0, (74)

jelikoZz pti dané reakci vznikne jeden elektron a jeden pozitron, bude jejich celkové mnozZstvi stejné. Proto

B4 p=0=2p,

chemicky potencidl v obou dvou piipadech je tedy roven nule. JelikoZ vime, Ze pro extrémné relativistické

fermiony plati
4mgV 1 EXE

e = (Z”h)3 exp< ) —H

potom pro pocet Castic plati

4rgV 1 E? 4ngV (kgT)? u
NEzi—/dE I3 —).
(27h)3 3 exp ( ) 1 T @2rh)? &

V nasem pripadé, kdy u = 0 dostaneme pro funkci

A7) =1-2900 =30

Pocet castic snadno dostaneme

Ny=N_= 3
Pro g = 2 dostaneme
3V [(kT’
N+—N—2—nz<%> ¢ 7



26. Pocet castic bosonového plynu

Ze vztahu

gv 3 M
Q=—kgT——=(2 T):Bs | —
ks (2nh)3( wmkgT)? §<kBT>, (76)

platného pro nerelativisticky idedlni bosonovy plyn spoctéte pocet Castic N.

- (3
u T,v7

kam dosadime vztah (7€), potom dostaneme

Reseni: PocCet Castic je dan vztahem

gV 3 d
N = —kgT——=2nmkgT)2 —B
b (27rh)3( s )z&u

(i)

Dl

Z ptedchoziho ptikladu vime, Ze

dBn+l (y)

— Bn )
O )

odkud

dBn+l<kBLr> 1 <u>

d,LL kBT kBT

u
- ). 77
(&) an
27. Rovnice adiabaty

Naleznéte rovnici adiabaty pro idealni fotonovy plyn v proménnych paV.

Pocet ¢astic ndm pak vyjde
gv
(27h)3

3
N = (ZﬂkaT)zB

[T

Reseni: Voln4 energie pro fotonovy plyn je rovna

4 4
F=——0T"V,
3c
vime, Ze plati nasledujici rovnosti
JdF JF
== | =-p==] =-§
V), aT /,
Entropie je potom rovna
16
S= ?GT V,

za teplotu dosadime vztah spocitany pomoci prvni uvedené derivace

T ==L

po dosazeni do rovnice pro adiabatu

| &~
Al

3 3 1
S=—cip+c4V = Kkonst..

W
IS

" oy (. 3 L s
Vsechny konstantni ¢leny mizeme zahrnout do konstanty, dostaneme zavislost p#V = konst., ktery jeste
upravime do standardniho tvaru

pV3 = konst. (78)
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28.

29.

Degenerace fermionového plynu
Prepiste podminku degenerace fermionového plynu kg7 < €r jako vztah mezi vinovou délkou de Bro-
glieho viny tepelného pohybu a Fermiho vinové délky.

Reseni: Nejprve do vzorce pro Ay dosadime zadanou podminku

P 27h? N 2mh?
r= mkgT meg

Fermiho vinovou délku miZeme vyjadfit ve tvaru

e — 2nh _ 2mh  [4mh
" e V2me 2me’
Potom mtiZeme nerovnost napsat
2mh? 27h?
Ar = > ~ Ap.
T \/kaT \/ MER ¥
Potom hledanou podmnkou je
Ar > Ag. (79)

Tepelna kapacita plynu III
Spoctéte cy nerelativistického fermionového plynu a ovéfte platnost klasické limity pro cy /N.

Reseni: Pfi vypocltu vyuZijeme znalost vnitini energie fermionového plynu v klasickém piipadé

3gV u
E=—-=%kpTF; | — 80
223" %<kBT>’ (50)
a vztah pro pocet Castic
gv M
N===F|— 81
PERS <kBT>’ 81

kde

27Th?
;LT_“kaT' (82)

Energii roz§ifime pomoci vyrazu udévajici poCet Castic N/N(T, ), dostaneme

Zavedeme znaceni

Tepelnou kapacitu spocitdme podle zndmého vzorce

JFs oF;

OE 3 Fs o3 a7 = Fs 57

= — = Nikn—-2 4+ NiknT —— 227"

Cy <8T>N’v ) BF% +2 B <F3>2 )
3

derivace funkce F, podle T vypada nasledovné
JF, d [ 1\ L u 1 U
_— = — _— Fn = —_— — Fn_] .
oT Jyy OT \ksT T )y y ksT kgT?

21



Dosadime do vztahu pro cy a obdrzime

Fs
= %NkB— 3N

ou _g B i
oT T

()

Pro dalsi vypocet vyuZijeme faktu, Ze celkovy pocet Castic nezavisi na teploté, tedy

ON 3 1 (du U
(57),,~3m+ [E (57), a7

Odtud vyjadiime parcidlni derivaci chemického potenciélu podle teploty

u\ _u 3 H
<—> _T_EkBF_%' (83)

Fi =0.

2

Po dosazeni do ¢y dostaneme

3 F%F% 3 Fs 3 Fs 3 F% 3 F% F%F%
==-N|l—-—=%||—Zkg= Nkg—=% = —Nkg{ = —=-N—= |1-——=%
) 2\ 2R 2 "R T2 R 2R 2
) A
2 2
V kladickém piipadé mizeme funkci F;, aproximovat
u
F, ~ — 84
n 2 €Xp ( kBT) ; (84)
potom jsou vSechny podily funkei F rovny jedné a dostaneme zndmy vztah pro tepelnou kapacitu
3
cy x ENkB' (85)

Jiny zpiisob Feseni: Nejprve pomoci termodynamiky spocitdme, cemu je rovno cyy. Vime, Ze

S
=T <ﬁ> v

entropii zavedeme jako S = S (N(u,V,T),V,T), potom

IS\ (ISNWV.TVT) _(9S\  (IN
T<8T>V‘#_T< oT V#_T ON )y, \oT V1M+T

Vyuzijeme Maxwellovy relace plynouci ze vztahu pro volnou energii

s
T ) yn
dF = —SdT — pdV + udN,

as B d u
ON)yr  \oT
Za predpokladu, Ze pfi konstantnim objemu se pocet C4stic neméni, tj.

ON ON
= (2] +(Z) =o
(a”>T,v <8T>y,v

w) (2 (2
oT )y \ON T )y
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Spocitané parcidlni derivace dosadime do vyrazu pro cy

ON\ ' /oN\? S
“W—T@)m (ﬁ)mﬁT(ﬁM
————

Cy.N
Pro tepelnou kapacitu potom dostaneme vztah
(3),
CuN = Cyp— Tﬁ. (86)
om)ry

V tomto kroku skon¢ime s termodynamikou a vyuzZijeme vysledka statistické fyziky. Staci ,,jen* dosadit

piislusné veliCiny pro klasicky fermionovy plyn. pro nerelativisticky fermionovy plyn. Termodynamicky
potencidl takového systému ¢4stic je roven

gv M
Q=S kgTFs [ — ). 87
A3 §<kBT> @7

Z (&) zjistime entropii plynu

2Q —gVks (5 U
- (Z2) = “Fs— Ry ).
S <9T>W A3 (2 3 keT 3

Z entropie pak snadno zjistime tepelnou kapacitu cy,

PN gVkg (15 U u?
v (ar>V# x (4 P ke g

Z (81) spocitdime parcidlni derivaci

JdN gV (3 u
(o7),, =3 e i)

AR

Vsechno dosadime zpét do (86), obdrzime

A na zavér

F? )
gVkg 15 u ll2 ) 9 I3 3u "
R <4 YR TR ATPF, kel 3BT |

Cely vyraz podélime kgN, na pravé strané dosadime (8))

eww 158y w2 BO9F 3u o B

N 4 F ke RATIF, 4F, kT RBIF
2 2 2 2

V kladickém piipadé miZeme opét funkci F, aproximovat vyrazem (84)), potom

oo 15 g @ 9 o
ksN 4 “kgT k3T 4 “kgT KZT*

Dostdvame se do nejlepsi ¢dsti vypoctu, jediny nenulovy Elen bude 3/2, ostatni zmizi, potom mame
vysledek

CV1 N 3

= 88
kN 2’ (88)
coZ je stejny vysledek, jako v pfedchozim piipadé.
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30. Klasicka limita

31.

Ovéite platnost klasické limity

3
E = —NkgT
) B4,

ReSeni: VyuZijeme opét vztahi (®0) a (BI). Zde vyjadiime piiblizng funkci F, jako (84). Potom pro
energii plynu dostaneme

3gV u 3gV u
E=28 torrs (L) o 28 kot Ll
R §<kBT> 23 B (kBT ’

analogicky muZeme upravit poCet Castic
gV M
N=~==exp| —|.
277" (kBT>

E— %kBTN. (89)

Spocitame E - N/N,

Relativisticky plné degenerovany fermionovy plyn
Spocitejte:
(a) hustotu stavi,
(b) Fermiho energii, Fermiho hybnost,
(c) pocet Castic,
(d) vnitini energii,
(e) termodynamicky potencidl,
(f) stavovou rovnici
pro relativisticky (v ptipadé 311l ultrarelativisticky) plné degenerovany fermionovy plyn. Pocet Cdstic,

vnitini energii a termodynamicky potencidl vyjadiete jako funkci Fermiho energie.
Reseni: Jelikoz je fermionovy plyn plné degenerovany, jde teplota T — 0. Potom vyraz

1 E<pu
lim ———=<¢1 E=yu
_ 2
e (5E)+1 | E>p
(a) Hustotu stavt uréime ze vzorce
Vv
n(p)dp = o xh)3gdp,

potom

(b) Vzhledem k tomu, Ze plné degenerovany fermionovy plyn obsazuje hladiny pouze do stavu s Fer-
miho hybnosti pg, dostaneme po integraci tohoto vyrazu

vV opd

TR 3

Odtud Fermiho hybnost je

1

pr = (372)} (g) “h

& = \/ pEc? +mdct.
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(¢) Vyjadiime hustotu stavi v zdvislosti na energii. Dostaneme

V Ver—mict
ede.

n(e)de = e 3

Provedeme substituci € — mc?t a dostaneme

21\ 3
n(t)dr = m V12— 1tdr.

2R3

Pocet &astic pak dostaneme integraci pres # od 1 do er/mc? (pted substituci od mc? do €r) a vyn4-
sobenim faktorem s exponencidlou, ktery je vSak pro teplotu roven limité viz vyse.

3 mc?

Vv (mcz)
_ 2 _
N = i / drtn/12 — 1,
jehoZz feSenim je

v 2 2 4
T3S (& —mc’)

[}

(d) Vnitini energie je ddna vztahem

€F

Ep 4 mc2
1% / d Ver—mict V (mcz) '
[ 8 =
ﬂ2h3 C3
mc?

re / dr (- 1)%t2.
n

U:/dNE:
2

mc

Integrdl Ize vyfesit pomoci substituce 1 = cosh(x) a naslednych tprav pies vzorce pro hyperbolické
funkce zjistime, Ze

€F
4 w2 4
\% (mc2) 1 % (mc2) =1
— 2 A (P-1) = —L (-1 VP —1-1 <t \/t2—1> e
872 / (==1) rrerealiGial) A -
1
Vysledek tedy dostaneme ve tvaru
Vv (mcz)4 €p &2 & €F 2
=——> | — (2 —1 —1l-In| —+4/—=—
8ﬂ2h3 ch (mc2)2 (mc2)2 ch (mC2)2

(e) Termodynamicky potencidl € analogicky jako pfedchozi piipad. Pocitdme integral

Integrujeme stejné jako v predchozi ¢asti a dostaneme

Vime)* | & (2 2 €2 g g2
o vt a2 6 ) [d (e [a
8m2n® | mc? \ 3 (me?) (mc?) mc? (me?)?

(f) Nejprve prepiseme vyse odvozené vyrazy pro pripad ultrarelativistického plynu. Pocet Castic

NZM(S_F){

3n2h’ \mc?
termodynamicky potencidl

V(mc) (i>4’

12721 \mc?
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a vnitini energie
Vv (mcz)4 e \*4
VS e () -
JelikoZ plati Q = —PV, zjistime, Ze

_ mc2)4 <i)4
127283 \mc2/)

tento vyraz vyjaddiime pomoci poctu ¢éstic

—

W=

33

4
3
= (g) w3t

P=

4
3

Odtud vyplyva, Ze P o< p3.
32. Fluktuace
Spocitejte fluktuaci poctu Castic pro piipad grandkanonického rozdéleni <AN 2= <N 2> —(N >2> Apli-

kujte na pfipad nerelativistického fermionového a bosonového plynu.
ReSeni: Vyjdeme z definice (N), tento vyraz pak upravime

N—UN
exp< "kBT )

ZNwN—ZN =

Vyuzijme nyni faktu, Ze derivace exponencidly podle chemického potencidlu je rovna

E, N—UN
9eXP(—7kNBT ) N ( En‘N—uN>
= expl ————— | .

8/.1 kgT kgT

Potom
n N_I"'N
ZNGXP( keT > kgT Z 8 E,N—UN

E E v au kgT ’

derivaci mizeme presunout pred sumu,
kBTB Z < nN uN)_kBT8E
) N kgT ) Bu )

Analogicky budeme postupovat pro <N 2>

rN I"'N
exp( lkBT >

ZNwN—ZM =

Potom

L P < %T#Av En N —UN
ZN = ZN—CX ( 7),

YN s

derivaci miZeme pI'CSlanllt pred sumu, v sumée vyr az navic rozsifime

kBT d En1N—,I.LN
E ou L Nexp <_ ks T

n,N

(x]

kgT 0 ksT d(N)_, kT , . JE
==~ ((N)Z) =
E Jdu

(1] [(x]

JelikoZz mame vyjadfeny vyraz pro (N), miZeme tento vzorec piepsat jako

d(N) kgT 2= d (N)
+ = KB



33.

Odtud snadno zjistime, Ze

(N?) —(N)? :kﬂ%.

Nyni aplikujeme piipad bosoni: stiedni pocet ¢astic je roven

potom

Také miZeme napsat

Pro fermiony plati stejné vzorce aZ na znaménko, tj. nejsou popsdny funkci B, ale F. NapiSeme proto
rovnou vysledek
u
vy 1 (ar)

N2 Np ()
F% (kBT>

Virialovy teorém
Odvod’te viridlovy teorém pomoci klasické mechaniky.

ReSeni: V piipadé pohybi v centralnim silovém poli miZeme odvodit jeden dilezity teorém — o viridlu.
Uvazme veli¢inu
G= Zpl Iy,
i

kde s¢itame pres vSechny ¢astice daného systému. Totdlni derivace této veliCiny je rovna

dG
’m Zzi‘i'pi+zpi'l‘i- (90)

Prvni ¢len na pravé strané¢ miiZeme upravit
. S 2
ZI’,’ ‘Pi = Zm,-r,- = Zmivi =2T.
i i i

Druhy ¢len upravime jako
Y piri=) Fi-ri.
i i

Rovnice (90) se poté zméni na tvar
d
§Zp.ri = 2T+ZF,--r,-. 91)
1 1
Spocitame stiredni hodnotu z dané rovnice, a to tak, Ze obé strany integrujeme v mezich od 0 do 7 a
vydélime T
T
1 dG d{(G)
— | dt—=—""=2(T F;-r; ).
r/ ar = a2 >+<Xi: ’r’>
0

Levou stranu miizeme piipadné napsat ve tvaru

[G(1) = G(0)] = 2(T) + <ZFi‘ri>- (92)

Q=
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34.

Pokud je pohyb periodicky, nebo mame-li prostorové omezeny systém (takze i funkce G je shora ome-
zend), miZzeme v tomto pripadé pro velkd 7 poloZit levou stranu rovnu nule, potom dostdvame

(T) = —% <ZFr> (93)

Clen na pravé strané mtzeme jesté rozepsat. Sila pisobici na jednu Castici je dana vzajemnou interakci

vev s

Castic a vnéj$imi silami — tlakem

g ((5em) r{funs))

Odbocka: Eulerova véta o homogennich funkcich
Méjme homogenni funkci N proménnych stupné k, tzn. plati

f(txy,txn, -+ txy) :tkf(xl,xg,--- XN ) -

Eulerova véta 1ikd, Ze soucet soucanii parcialnich derivaci homogenni funkce s odpovidajicimi promén-
nymi je roven dané funkci ndsobené stupném homogenity

anaf(xl,XZa”' ,xN)

o, =kf (x1,x2," " ,xN). (94)

n=1
Konec odbocky.
Necht' je potencidlni energie IT homogenni funkci souradnic stupné n. Potom mame

_% <_ <zi:r,--VH>—P<fgdAn-r>> = %(n<H>—3PV).

Tento vysledek dosadime za pravou stranu rovnice (93)), viridlovy teorém pak dostaneme ve tvaru
2(T) —n(IT) — 3PV = 0. 95)
Aplikace virialového teorému
Odvod’te stavovou rovnici idedlniho plynu pomoci viridlového teorému.
Reseni: Stfedni hodnota kinetické energie je podle ekviparticniho teorému rovna
3

(T) = SkT.

Nyni je otdzkou, jak vyjadfit ¢len na pravé strané rovnice (93). Z definice idedlniho plynu je zfejmé,
Ze vzajemnd interakce Castic plynu je velmi vzacnd oproti interakci Castic se st€nami nadoby. Tyto sily
vZdy hraji roli pfi interakci ¢astic plynu se st€nami nddoby a vyskytuji se pravé v celé plose stén. Potom
sumaci mizeme nahradit integralem pres plochu stén naddoby. Diferencidl sily miZeme napsat ve tvaru

dF,‘ = —Pl'ldA7
nebo

1 P
EZFi-ri:—E/dAn-r,

kde P je tlak vyvolany tokem cdstic, n normélovy vektor a dA element plochy stény nddoby. Pomoci
Gaussovy vty mizZeme integrdl pfepsat ve tvaru

/dAn-r:/dVV-r:3V.

Vyraz pro kinetickou energii a pro potencial dosadime zpét do (93))

3 3
—NkgT = =PV 96
> Nks 2PV, (96)
odkud jiZ snadno obdrzime
NkgT =PV, 97)

coZ je hledand stavova rovnice idedlniho plynu. Stejny vysledek dostaneme z (93).
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35. Aplikace virialového teorému II
Systém obsahuje N velmi slabé interagujicich Céastic a jeho teplota je dostatecné velkd nato, abychom

s v 2z

mohli pouZit k popisu klasickou statistiku. Kazda ¢astice ma hmotnost m a osciluje v daném sméru kolem
své rovnovazné polohy. Spocitejte tepelnou kapacitu systému za teploty T v nasledujicich pripadech

(a) Vratnd sila je pfimo imérna vychyleni x z rovnovazné polohy.

(b) Vratna sila je imérna x.

Ulohy miZete pocitat bez explicitniho vyjadfeni pfislusnych integrald. uréete pomoci viridlového teo-
rému stavovou rovnici plynu.

Reseni: V obou pfipadech vyuZijeme vzorec (93)), avSak bez plosnych sil, tj. P = 0. Potom pro jednotlivé
piipady napiSeme feSeni.

(a) Sila je imérnd r. Potenciél je proto imérmy IT o< 2. Jedn4 se tedy o homogenni funkci druhého
fadu. Viridlovy teorém miZeme zapsat ve tvaru

proto

Tento vysledek dosadime do rovnice pro zdkon zachovani energie U = (T') + (II)
U =2(T) =3NksT,

odkud
U =3NkgT.

(b) V tomto piipadé IT o< 7*, mame tedy

odkud dostaneme

36. Kmity krystalové mrize
Spocitejte tepelnou kapacity krystalové miize pro
(a) Debyeliv model,
(b) Einsteiniv model
krystalu.
Reseni: Potiebujeme spocitat vnitfni energii kmitd, kterd je zfejmé rovna
_ 1 YiEiexp(—=BEi)
V. Yiexp(—BE;)
Uvazme N-iontovy harmonicky krystal, coz lze uvazit jako 3N nezavislych oscilatort. Piispévek k cel-

kové energii piislusného normalniho médu s kruhovou frekvenci @,(k) mtze mit pouze diskrétni mno-
Zinu hodnot

(98)

1
E,= <nkS + E) has(k), 99)
kde ng; €0,1,2,---. Celkova energie je rovna je soucet energii individudlnich kmitovych moda

E= % (nker %) ho (K).
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Definujeme funkci f ve tvaru

f= %ln <zi:exp(—[3E,~)> )

_ 9

Snadno si oveéfime, Ze plati

Dosadime nyni za E,, dostaneme

o
:_1n{nzhexp[ BY ok (nks ;) }:—ln{ll;l%}exp[ Bho )<nks+%>]}
1 exp {_%}

— i [ Be]
v = mra VZ{[ > ] In[1 —exp ﬁhws(k))]}-

ks

Vhitini energii pak ur¢ime podle vzorce uvedeného vyse, tedy

:——Z[ = h?i'?f;‘?(ﬁfiif? } vl {‘ eXp(thss(k))—l]'

Posledni vyraz mizeme pfepsat jako

1 1

kde ziejmé plati
1

exp (Bhay(k)) — 1

Srovéme-li tuto rovnici s (99), mizeme odvodit, Ze nk, predstavuje excitaéni ¢islo normalniho médu ks
pfi teploté T'. Klasickd energie krystalové miiZe pak musi byt zobecnéna na tvar
l «1

__ e : hws{k)
=y Y hok) Y B () < 1

Nks =

Tepelnd kapacita je potom rovna

B P fioy (K)
v szsﬁexp (Bhan(k)) —1°

(101)

(a) Pri Debyeové aproximaci predpokladame, Ze
oy (k) = ¢, (K)k.
Sumu v (I0I)) mGZeme nahradit integrdlem (muZe byt pies prvni Brillouinovu zénu)

hog (k)
v BTZ/ 3exp(Brag(k))—1°

Tento integradl nahradime integralem pies sféru s polomérem kp zvoleny tak, aby obsahoval presné
N vlnovych povolenych vektort, kde N je poCet iontl v krystalu. Objem k-prostoru piipadajici na
jeden vlnovy vektor je (27)?/V, coz vyZaduje objem k-prostoru (27)3N/V pro vyplnéni objemu
47k /3, taze kp je spocitdno rovnici

_ K

- 6n?’
Dosadime ptedpoklddané podminky

Z / ficgk i / 40 / fic k’
aT 3 exp (Bhcsk) — 1 8 3 exp (Bhcsk) — 1
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provedeme substituci

_ hesk
 kgT’
dostaneme
hcy]\D
ot kp
Zi/ / fick® N kBT Z/d xexp )
= JT / 3exp (Bhek) — 1 8m3 ) exp (exp(x) —1)2°
Ozna¢me nyni
1 1 1
— = — dQ — 102
3 4n ZS"/ 3 (102)

a pro kp navic plati
Wp = kDCa

pro Debyeovu teplotu ®p
kg®p = hop = hckp.

Po dosazeni nakonec dostaneme

_D
T

cv—9nkB< ) [ eipe"p o (103)
0

Maiame tedy vzorec, ktery zavisi na parametru ®p. Debyeovu teplotu uré¢ime pomoci nizkoteplotni
limity. Tepeln4 kapacita za nizkych teplot je rovna

27C k kBT
C _=
v 5 he )
kam dosadime vzorec pro Debyeovu teplotu
kg®p = hckp = hev6m2n,

po dosazeni do vyrazu pro tepelnou kapacitu za fic /kg

1274 (T 3
Cy = n .
v 5 B e

(b) Einsteiniv model je vhodnéjsi pro optickou vétev a predpokladd, ze

os(k) = 0g.
Tepelnou kapacitu uréime opét z (I01)), kam dosadime patfi¢nou disperzni relaci

ilh(ﬂEN;) — nkg (hwE>2 | ex (12%)
1

v = BV exp<7ﬂ kgT eXP(Z;O%) 1}2-

37. Volna ¢éastice I
Spoctéte stfedni hodnotu soufadnice pro pfipad jednorozmérného pohybu volné ¢astice uzaviené v oblasti
x € [0,L], operdtor hustoty v soufadnicové reprezentaci je ve tvaru

px,X,B) = —exp< M) (104)

ReSeni: stiedni hodnotu spocitime ze vzorce



38.

39.

Stopu miZzeme prepsat

Tr(ﬁ)?):j :/de’ /mdx B[ x) (x]2]x')
0 0 il

Prvni maticovy prvek v integralu je operdtor hustoty, druhy maticovy prvek je
(x|#]x") = x(x|x') =x8(x—x).

Potom dostaneme

)E>:/L.dx’ /Oodx exp( (X;%XI)2>x5(x—x’):%/dx’x’:%.
0 e

Volna castice 11

Spoctéte maticové elementy operdtoru hustoty volné ¢dstice v impulsové reprezentaci.
ReSeni: Operitor hustoty je dan

exp ( — BI-AI )

Tr(—BA)

Spotitejme proto nejprve partiéni sumu. Hamiltonidn volné &éstice je ziejmé roven H = p?/(2m):

p= (105)

2
Z(T,V,1) =Trexp (—BH) = Y (¢p [exp (—BA) | 9p) = Y exp <_l;_1;1> :
P

p

JelikoZ vlastni hodnoty p lezi velmi blizko sebe ve velkém objemu, mizZeme prejit od sumace k integraci

A1) = (s [ aveso (- Bp>:<zfr>3<2ﬁn;f>§:%‘

Nyni miiZeme napsat maticové elementy operatoru hustoty ve tvaru

<¢p \P’¢p> = —eXP< 2[2) > Spp'-

Volna ¢astice 11T
Spoctéte stfedni hodnotu Hamiltonidnu volné ¢4stice pfimym vypoctem v impulsové reprezentaci jako

<;zﬂ> —Tr (ﬁ;@) . (106)

o (25

Opét prejdeme od sumace k integraci a integral prepiSeme do sférickych soufadnic

() e g e ()

Provedeme klasickou substituci a dostaneme
o B 11
<H> = 7 ) 5 <ﬁ> /dxx2 exp(—x)

0

Reseni: Stopu si rozepiSeme jako

10 (5.) = X (0 9710) = X 01619 p1]0) = 1 [ & exp (22

p p.p’ p.p

11*
2mV

Snadno zjistime, Ze
3
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40. Volna castice IV
Spoctéte stredni hodnotu hamiltonidnu volné Castice ze znalosti particni funkce (v rdmci kvantové fy-

ziky),

Z= % (107)
ReSeni: Stfedni hodnota Hamiltonidnu je rovna
Tr [exp (—[3?]) I-AI] 0 N d
H) = ~ =——In|Tr(exp(—BH))| = —==In(Z
(H) Tr [exp (—BH)] ap [Tr (exp (—BH))] 2B @),
nyni miZeme dosadit za Z
d d 140 31 3

Kz

41. Dva fermiony
Spoctéte elementy maticové reprezentace operdtoru hustoty a particni funkci pro dva neinteragujici
fermiony.
Reseni: Vlnov4 funkce popisujici tento systém musi byt antisymetrickd vzhledem k zdméné ¢éstic, proto
mame 1
\p1,p2) = 7 (Ip1,p2) = |p2,p1))-

Operitor hustoty pak spocitime podle (103), tedy

X |
(Propa| plprsp2) = = ((Phopa| = (P2. Pl ) exp ( g,‘nk pT2> (Ip1,p2) = |2, p1))

1 2 2
_ 1 (_P1 +P;

> kaBT> ((P1.P5| pr,p2) — (DL P pas o1 ) — (D5, P 1o p2) + (D5, Pl | p2s 1))

1 Pi +P3
3750 (522 ) 5 (91— 0) 8 () ~ 6 (0~ p2) 6 (05— 1) -

8 (ph—p1) 8 (p1—p2) +6(Py—p2) 8 (P} —p1)]

1 pi+p3
= Zoxp <—2:11sz?> (6 (pi—p1) 5 (py—p2) — 8 (pI —p2) 8 (PL—p1)].

Nyni jesté spocitdme particni funkci, kterd je ve tvaru

vy 1 i )
Z="Trlexp(—BH)| =5 ) ((pl,pz|—<pz,p1|)eXp<— ! (Ip1,p2) — P2, 1))
2M2 2mkgT
! P +p3
LB ) @ 2pn el papi) = 5 X exp (BB ) 22— o)
P17P2 P1,p2 mKB
1 2 2 2
_1 exp<_m> ;T p< )
2 PLP2 2ka T 2ka T

Opét miZeme prejit od sumace k integraci, dostaneme

1 Vv? pP+pi\ 1V p
2 [dpd B T S /d -
2(27rh)6/ p1ep2 exP( 2kaT> 2 2any ) PP\ omkg

1 v? 1 v 3
== 2nmkgT = 2amkgT)2, (108
coZ miZeme prepsat pomoci
2mh?
A=y 22
kaT



obdrzime
1v? 1 A3
Z=-—[(1-=2).
2 7L6 22 \%
42. Bily trpaslik

UvaZujte hvézdu sloZenou z elektronové degenerované latky.

(a) Je-li N pocet nukleond, jaky je pocet elektronti? (hvézda je slozena z 12C a '°0.
(b) Spoctéte energii pripadajici na jeden elektron za predpokladu, Ze plyn je

i. relativisticky,

ii. nerelativisticky.
(c) Spoctéte energii pripadajici na jeden nukleon.

(d) Najdéte minimum energie jako funkce poloméru hvézdy, ukaZte, Ze v extrémné relativistickém
piipad€ nastane minimum pro R — 0.

(e) Naleznéte limitni hmostnost pro extrémné relativisticky pfipad, pro kterou je celkova energie nu-
lova.

ResSeni:

(a) Uhlik ma Sest elektronti a dvanact nukleont. Kyslik osm elektronii a Sestnact nukleonti. Pocet elek-
tront je tedy v obou piipadech polovi¢ni vzhledem k poétu nukleond.

(b) Pro piipad nerelativistického plynu mame (viz ptiklad 3T

Py Vi

T ome2id 3R

potom podilem técgto dvou hodnot dostaneme

E 3 N
— = —31°h ),
N 10me \V

E 3 (9
i k3
N~ 10m. <4” >

:V(mc) <£F )4.

42 \mc?

dosadime objem koule a dostaneme

Wt

2 E

Pro ultrarelativisticky pfipad mame

mc?
N— V(mc2)3 < € )3

3Rt \mc2/
Energii pripadajici na jednu ¢astici zjistime stejn€ jako v pfedchozim pripadé

1 1
E_3 5 3 (N, B \*'_3 29n%hNg
— = =MeC"=-mec” | 3N ——=5 | = -mec” | - —_ .
N 4° 477 \V T (mec?)3 47 \4 mec? R

(c) Gravitacni potencidlni energie je rovna

Gm?
EG=——r
¢ R
Hmotnost je rovna
m = Nu,
potom méme
EG _ GNM2
N R



(d) Celkova energie je rovna souctu kinetické a potencidlni energie.

4

R? R

2 2
E _Ex Eg_ 3 (9 3\'No 4GNa’
N. N. N. 10me

extrém najdeme ziejmé pokud derivace energie podle poloméru je rovna nule

2
dE _ 3 (9 5\INe 4GNa?
dR 5me \ 4 R3 R
odkud ,
3n2 9 \3 1
R=——(2x) N, ?,
20m.Gu? (4 ) ¢

je zfejmé, Ze
1
R~N73.

V extrémné relativistickém piipadé€ je energie rovna

1
E E Es 3 , 3 (N, , KB \° 4GNa?
—=—4—=- = - —37 — .
Ne Ne Mo d™C TN\ VT ey R
Nynf je zfejmé, Ze derivace energie podle poloméru je imé&rnd R~2 a minimum energie nastiva pro
R — 0,kdy E — —oo.
(e) Pokud N, > N¢; a E = 0, dostaneme ze vztahu uvedeného vyse

3
3hc \2 3 1
M= (Ta6) 3VEm

16G) 2

a kritickd hmotnost

[}

3vm

u?

Mer = 2Nt = %
16G

43. Hlednani rovnice pro chemicky potencial
Najdeéte rovnici pro chemicky potencidl v piipade€ latky v symetrickém gravitacnim poli. Pfedpokladeijte,
7e
U+ kug = p' 4+ mc® 4 kug = konst.,

kde k je pocet nukleont na jeden elektron a u je hmotnost nukleonu. Rovnici zdiivodnéte. Zanedbejte
vliv tlaku nedegenerované latky a hmotnosti elektrond.
Reseni: Ze zad4n{ vime, Ze

__konst. u

 ku ku’

_ komst. p' mc?

- ku ku  ku
Rovnice je pro sféricky symetricky piipad ve tvaru

1d (,d9) _

Za ¢ dosadime predchozi rovnici ze ZZE. Jedina velic¢ina z4visla na poloméru je chemicky potencial. Po
dosazeni a vyndsobeni ku dostaneme

1d [,0p) _ 2.2

Stejnou rovnici dostaneme po dosazeni rovnice s pt'.
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44

45.

46.

Rovnice pro chemicky potencial v integralnim tvaru
Zintegrujte rovnici pro chemicky potencidl za predpokladu, Ze

du
dr r=0

kde R je polomér hvézdy. Vysledek vyjadrete pomoci celkové hmotnosti hvézdy.
ReSeni: vyjdeme ze spocitané rovnice z predchoziho prikladu, kterou vynasobime r

i <r28_u> = —AnGK*uPnr?.

2

or or

Zintegrujeme

/ dr — ( > / drdnGk*u®nr?.

Levé strana je Gplnd derivace (v tomto pfipadé skutecné ano) a dostaneme

R
9 (201 2914
O/dm(r W) ar |

2 ou
81’

2 u
8r

Prava strana

/dr47‘EGk2u nrt = 47eru/drkunr = —4nGkunM.

Dostdavame potom
2 u

= —4nGkunM.
8r

Preskalovani rovnice pro chemicky potencial
Prepiste rovnici pro chemicky potencial do bezrozmérnych proménnych

1

~

S =5 hl(r)= f(8);

R’ VAR
kde
4 k> 6u?
- 37 (he)d’
a urCete okrajové podminky.
Reseni: Koncentrace je rovna
n w
(hc)33m2’

Dosadime

po jednoduchych tpravach

Rovnice kontinuity

Odvod’te rovnici kontinuity z Boltzmanovy kinetické rovnice. Pfedpoklddejte, Ze sila nezdvisi na hyb-
nosti.

Reseni: BKR je ve tvaru

of of
E+V'Vrf+ Vel = <a’>coll.
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47.

Rovnici nyni zintegrujeme pres hybnosti
. af . . a . .
m/ dpg +m/ dpv-Vrf+/ dpF-fo:mE/dpf%—mVr-/ dpvf+mF/ dpV,f.
r r r r r r
Tfeti ¢len upravime pomoci Stokesova teorému
/depf:/dSpfzo,
r ar
za predpokladu, 7e f konverguje k nule dostate¢né rychle, tj. rychleji nez p?. Déle vime, Ze
f(r P,
t dp
firn = m/ (27h)3
Stiedni rychlost je definovana vztahem

[ dpvf [ dpvf
I I

u(r,t) =(v) = [ dpf - (2xh)3mn(r,t)"
r

Dosadime do spocitané rovnice a dostaneme

d
ma—’: +mVy - (nu) =0.
Nebo 5
L e (pu) =
Tok tepla
Pomoci Boltzmanovy kinetické rovnice spoctéte tok tepla v pfitomnosti konstantniho gradientu teploty
dr
a=——T=Ty—ay. (109)
dy

Reseni: musi platit hydrostatickd rovnovaha
p = nokpTo = nkg (Tp — ay),
odtud

To
OTo—OCy'

n=n

BKR Bf 8f
9_+V Vrf+ Vel = <at>coll

kde predpokladame stacionarni stav. Prvni ¢len na levé stran€ je proto roven nule. Déle predpokladame

F=0a
(ﬂ) _ S0
dt coll. T 7

kde fy je rovnovaznd rozdélovaci funkce, kterou predpokldddme ve tvaru

3 3
fon 2mh? 2 exp p? . 2mh?\ 2 Ty exp p?
0 mkg T 2mkgT O\ kg (Ty— ay)? 2mkg(Ty — ay) )~

BKR se zjednodusi na

V-Vrf:f_ffo,
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kde predpokladame, Ze gradient z funkce f je pfibliZzné roven gradientu z fy. Potom pro f dostaneme

d
f:fo—rv-vrfo:fo—rvya—’;“.

Dosadime do vyrazu pro distribu¢ni funkci

o lma 1 () o0 (i)
—5|n _— .
2Ty — Ocy)% mkg (To — aty) O\ mkg P 2mkg (To — oty)

Nyni se mlizeme zaméfit na vypocet samotného toku tepla. Ten je roven

vy
D= | Crnyom™

f=fot+oary,

Integrace fy je nulova, jelikoZ je fy suda funkce. Vezméme nyni linedrni ptibliZzeni Ty — oty ~ Ty, potom
je tok tepla roven

3
at 1 2mh? \ 2 &Ep L0 P P’

qy = TPy —5)exp| — .
2T() 2m mkg Ty (277: h) - ka Ty 2mkg Ty

Zavedeme sférické soufadnice, jejichZ severni pél leZi ve sméru osy y, tj. v, = vcos(0)

2
1 1 p2 p2
— d de [ d -5 0sin 0
m? (2mh)3 / ‘P/ / P ( mkg Ty )p cos” 6'sin eXp( 2mks Ty
0
LN N v %67r : —(2 kT%/dme 5(2 kT)%jdtt%e (—1)
=———>-27T | —=cos . m X —=(2m xp(—
m2 (27?h)3 3 0 kaT() B 0 P B10 5 P
5 nok%TOB
2 m
Pro tok tepla nakonec vyplyva, Ze
dT
1= —Kg K%
kde
_ SnokgToP
2 om
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