
Atomová výstavba rozlehlých systém·, j. s. r. 2020/2021
I.1.2: Atom H - relativistické korekce a jiné opravy (pracovní verze)

Zatím jsme
• nevzali v úvahu relativistické efekty, mimo jiné spin;
• zanedbali tzv. radia£ní korekce;
• p°edpokládali, ºe jádro je statické;
• zanedbali jevy spojené s jaderným spinem. V této p°edná²ce p°íslu²né opravy pro-
bereme. Soust°edíme se zejména na 1. bod.

I.1.2. (a) Relativistické opravy a spin
(a) (α) Odhad charakteristické rychlosti elektronu a konstanta jemné struktury
Uvaºujme o atomu s protonovým £íslem Z a jediným elektronem (nebo m·ºeme prost¥
ignorovat interakce mezi elektrony). Vlnová funkce stavu 1s je

ψ1s(r) =
1√
4π

2
(
Z

a0

)3/2

e−Zr/a0

a p°íslu²ná energie je
E1s = −Z2Ry .

v1s =
√
〈ψ1s|v2|ψ1s〉 =

√
〈ψ1s|

(
p

m

)2

|ψ1s〉 =

√
2

m
〈 p2

2m
〉 =

√
2

m
〈T 〉 =√

2

m
(−E1s) = Zαc , (1)

kde α je konstanta jemné struktury

α =
e′2

ch̄
≈ 1

137
. (2)

P°i úpravách vedoucích k rovnici 1 jsme pouºili vztah 〈T 〉 = −E1s, který vyplývá z
rovnice

〈T 〉1s + 〈U〉1s = E1s

a z viriálové v¥ty
2〈T 〉+ 〈U〉 = 0 . (3)

(a) (β) Diracova rovnice a de�nice spinu - pro základní p°edstavu
Vlnová funkce v Diracov¥ teorii:

~ψ(r, t) =


ψ1(r, t)
ψ2(r, t)
ψ3(r, t)
ψ4(r, t)

 . (4)

�asová Diracova rovnice:

ĤD
~ψ = ih̄

∂ ~ψ

∂t
. (5)
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Pro stacionární stavy:
ĤD

~ψ = E~ψ . (6)

V p°edchozích rovnicích ĤD zna£í Dirac·v hamiltonián. Pro volnou £ástici máme

ĤD = c~̂α · p + β̂mc2 . (7)

�ipka nad ψ znamená, ºe jde o £ty°komponentní objekt (bispinor), st°í²ky ozna£ují
matice °ádu 4. Symbol ~̂α v rovnici 7 zna£í vektor z matic °ádu 4. Tam, kde nem·ºe
dojít k nedorozum¥ní, jsou zna£ky n¥kdy vynechány.

~̂α = (α̂x, α̂y, α̂z) , α̂k =
(

0 σk
σk 0

)
, k = x, y, z , (8)

kde
σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 1

)
(9)

jsou tzv. Pauliho matice. V r. 8 0 zna£í nulovou matici °ádu 2, tedy nap°.

α̂x =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 . (10)

p = −ih̄∇ (11)

β̂ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (12)

Dirac·v hamiltonián pro £ástici ve statickém elektromagnetickém poli popsaném ska-
lárním potenciálem φ(r) a vektorovým potenciálem A(r) [E = −∇φ, B = rotA]:

ĤD = c~̂α · [p− eA(r)] + eϕ(r)Î + β̂mc2 , (13)

kde Î je jednotková matice °ádu 4/4.

Operátor spinu:

ŝ =
h̄

2
Σ̂ , Σ̂ = (Σ̂x, Σ̂y, Σ̂z) , Σ̂k =

(
σk 0
0 σk

)
, k = x, y, z . (14)

Pro£ pat°í k momentu hybnosti?
Uvaºujme o £asovém vývoji momentu hybnosti ve vn¥j²ím elektrostatickém poli ϕ(r).
• Klasická mechanika

dl

dt
= r× F = −e(r×∇rϕ) (15)

Pro ϕ(r) = ϕ(r), r = |r| máme

dl

dt
= −e(r×∇rϕ) = −e

(
r× dϕ

dr

r

r

)
= 0 . (16)
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• Nerelativistická kvantová teorie

d〈l〉
dt

=
1

ih̄
〈[l, H]〉 = −e〈r×∇rϕ〉 , (17)

kde H je jedno£ásticový hamiltonián a 〈Â〉 zna£í st°ední hodnotu operátoru Â, tj.

〈ψ|Â|ψ〉 =
∫
drψ∗(r)Âψ(r) .

Pro ϕ(r) = ϕ(r), r = |r| máme

[l, H] = 0 a
d〈l〉
dt

= 0 . (18)

Doporu£uji prov¥°it platnost uvedených rovnic.
• Relativistická kvantová teorie

d〈l〉
dt

=
1

ih̄
〈[l, HD]〉 (19)

a pro komutátor dostaneme

[l, HD] = −ih̄e(r×∇rϕ) + ih̄c(~̂α× p) . (20)

První £len vede k výrazu, který vystupuje v nerelativistické teorii (na pravé stran¥
rovnice 17), druhý je zde navíc. �asová derivace st°ední hodnoty orbitálního momentu
hybnosti tedy není rovna st°ední hodnot¥ momentu síly. Platí v²ak

d〈l + s〉
dt

=
1

ih̄
〈[l + s, HD]〉 = −e〈r×∇rϕ〉 . (21)

Pro ϕ(r) = ϕ(r), r = |r| máme

[l, HD] 6= 0 a
d〈l〉
dt
6= 0 , (22)

ale

[l + s, HD] = 0 a
d〈l + s〉
dt

= 0 . (23)

(a) (γ) Pauliho limita, spin v nerelativitistickém p°ípad¥
De�nice velké (χ1) a malé (χ2) sloºky ~ψ:

χ1 =
(
ψ1

ψ2

)
, χ2 =

(
ψ3

ψ4

)
. (24)

V limit¥ c → ∞ [p°esn¥ji (E −mc2 − eϕ)/mc2 → 0] dostaneme z rovnice 6 s hamil-
toniánem 13 χ2 = 0 a tzv. Pauliho rovnici pro funkci χ1:{

1

2m
(p− eA)2 + eϕ− e

m

h̄

2
~σ ·B

}
χ1 = εχ1 , (25)

kde ~σ = (σx, σy, σz) a ε = E −mc2.
Poznámky:
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• Odvození lze najít v u£ebnicích kvantové mechaniky, viz nap°. Davidov.
• Týká se jenelektronových stav·, tj. stav· s kladnou hodnotou energie (°e²ení se
zápornou hodnotou energie odpovídají pozitronovým stav·m). P°edpokládá se, ºe
|ε| = |E − mc2| << mc2. Lze ukázat, ºe malá sloºka je v tomto p°ípad¥ skute£n¥
malá, χ2 ∼ (v/c)χ1.
• Stav £ástice je reprezentován spinorem χ1, vlnová funkce je dvousloºková.
• Schrödingerova rovnice. V p°ípad¥ A = 0 dostaneme pro ψ1 (1. °. χ1) a pro ψ2

(2. °. χ1) stejnou rovnici - Schrödingerovu rovnici. �e²ení úlohy pak mají obecn¥ tvar(
ψa
ψb

)
,

kde ψa a ψb jsou °e²ení S. r. odpovídající téºe vlastní hodnot¥ energie.
• Operátor spinu a magnetického spinového momentu. Z operátoru spinu 14 z·stal
v posledním výrazu ve sloºené závorce v r. 25 operátor s = (h̄/2)~σ, tj. operátor spinu
v nerelativistickém p°iblíºení. Zmín¥ný výraz m·ºeme zapsat ve tvaru −~µ · B, kde
~µ = (e/m)s = 2µBs. Vyjad°uje interakci spinového mg. momentu s mg. polem. Z jed-
noduchých úvah vychází konstanta úm¥rnosti mezi ~µ a s rovná µB (bez faktoru 2),
Diracova rovnice vede k faktoru 2µB, který je zhruba v souladu s experimentální hod-
notou (zhruba 2.003). Odchylku od hodnoty 2 vysv¥tluje kvantová elektrodynamika.
• Zápis spinor·. Spinory tvaru (

ψ
0

)
jsou vlastními funkcemi operátoru sz = (h̄/2)σz s vlastní hodnotou +h̄/2, mluvíme o
stavech �se spinem nahoru ". Spinory tvaru(

0
ψ

)
jsou vlastními funkcemi téhoº operátoru s vlastní hodnotou −h̄/2, mluvíme o stavech
�se spinem dolu". Nech´ χ je libovolný spinor. M·ºeme psát

χ =
(
ψ1

0

)
+
(

0
ψ2

)
. (26)
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První sloupcový vektor odpovídá �spinu nahoru", druhý sloupcový vektor �spinu
dol·". �asto proto spinory zapisujeme s pomocí jediné funkce ψ(r, σz) se spinovým
argumentem σz (σz = ±1) navíc (spinorbitalu) de�nované takto: ψ(r, 1) = ψ1(r),
ψ(r,−1) = ψ2(r).
• Homogenní statické magnetické pole. V tomto p°ípad¥ vystupují v Pauliho hamil-
toniánu orbitální a spinové stupn¥ volnosti nezávisle (poslední £len Pauliho hamilto-
niánu pak nezávisí na r). Je moºné hledat vlastní funkce v separovaném tvaru:

ψ(r, σz) = φ(r)χ(σz) , (27)

p°i£emº ob¥ funkce na pravé stran¥ jsou normované. Pro B = 0 nebo B ‖ z dostaneme
tuto strukturu °e²ení Pauliho rovnice:

ψis(r, σz) = φi(r)χs(σz) , i ∈ {1, 2, 3 , ...} , s ∈ {↑, ↓} , εi,↑/↓ = εoi ±
|e|h̄
2m

Bz , (28)

kde φi a εoi jsou °e²ení Schrödingerovy rovnice{
1

2m
(p− eA)2 + eϕ

}
φ = εoφ (29)

a
χ↑(1) = 1 , χ↑(−1) = 0 , χ↓(1) = 0 , χ↓(−1) = 1 . (30)

(a) (δ) Opravné £leny °ádu v2/c2

- A = 0, ϕ konstantní
Úpravou D. r. dostaneme r. stejného typu jako Pauliho r. s hamiltoniánem

H = H0 + V (2) , (31)

kde H0 je nerelativistický hamiltonián a V (2) obsahuje opravné £leny °ádu v2/c2.

H0 =
p2

2m
+ V (r) , V (r) = eϕ(r) , (32)

V (2) = Vrel + Vs−o + VDarwin , (33)

kde Vrel p°edstavuje relativistickou opravu kinetické energie, Vs−o je tzv. operátor
spin-orbitalní interakce a VDarwin je tzv. Darwin·v opravný £len.

Vrel = − p4

8m3c2
(34)

Vs−o = − eh̄

4m2c2
~σ · (E× p) (35)

VDarwin = − eh̄2

8m2c2
divE (36)

Zde E = −∇ϕ. Pro Coulomb·v potenciál jest

V (r) = eϕ(r) = −Ze
′ 2

r
; eE = −Ze

′ 2r

r3
; −e divE = 4πZe′ 2δ(r ) . (37)
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Poslední rovnice vyplývá z MR divE = ρ/ε0. S vyuºitím vzorc· 37 snadno upravíme
pro p°ípad C. potenciálu vzorce 35 a 36.

Vs−o =
Ze′ 2

2m2c2r3
s · l (38)

VDarwin =
πZe′ 2h̄2

2m2c2
δ(r) (39)

Na pravé stran¥ rovnice 38 vystupuje sou£in operátoru l a operátoru s - to vysv¥tluje
název opravného £lenu.

Poznámky k interpretaci opravných £len·
• �len Vrel vystupuje jiº v klasickém výrazu pro opravu kinetické energie. Ve speciální
teorii relativity máme

E =
√
m2

0c
4 + p2c2 , T = E −m0c

2 . (40)

√
m2

0c
4 + p2c2 = m0c

2

√
1 +

p2

m2
0c

2
= m0c

2

1 +
1

2

p2

m2
0c

2
− 1

8

(
p2

m2
0c

2

)2

+ ...


= m0c

2 +
p2

2m
− p4

8m3c2
+ ... (41)

• Výraz na pravé stran¥ rovnice 38 lze rovn¥º odvodit prost°edky speciální teorie
relativity. Naivní postup: pouºíváme vztaºnou soustavu spojenou s elektronem, po-
hybující se jádro vytvá°í magnetické pole BJ , to interaguje s magnetickým momentem
elektronu ~µ, p°ísp¥vek do výrazu pro energii systému je −~µ ·BJ . Tato úvaha vede k
výrazu, který se od výrazu na pravé stran¥ rovnice 38 li²í pouze o faktor 2. Úvaha je
detailn¥ popsána v Pilarov¥ u£ebnici Elementary Quantum Chemistry.
• Darwin·v £len nemá klasickou analogii.

I.1.2. (b) Radia£ní korekce
Elektrony �nevnímají� pouze Coulombovské pole od jádra, ale téº �uktuace elek-
tromagnetického pole; krom¥ toho mohou vznikat virtuální elektron-d¥rové páry. Z
kvantové elektrodynamiky vyplývá nasledující vzorec pro posuv energiových hladin
s-stav·, tzv. Lamb·v posuv.

∆Ens =
8

3π

α3

n3

[
ln

(
mc2

Wn

)
+

19

30

]
Ry , (42)

kde Wn je charakteristická excita£ní energie. Dobrý odhad dostaneme, dosadíme-li
za Wn En. Pro p, d ... stavy jsou posuvy °ádov¥ men²í. Následující obrázek ukazuje
schematicky ²t¥pení hladin ve vodíkovém atomu.

Velikosti n¥kolika posuv·
- Rel. posuv hladiny 1s ... 0.18 meV
- Rozdíl mezi energií hladiny 2p3/2 a hladiny 2p1/2 ... 4.5× 10−5 eV
- Lamb·v posuv hladiny 2s1/2 ... 4.3× 10−6 meV
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1s
1/2

2s
1/2

3s
1/2

2p
1/2

3p
1/2

3d
3/2

2p
3/2

3p
3/2

3d
5/2

2p
1/2

2s
1/2

2s
1/2

2p
1/2

2p 
3/2

n=1

n=2

n=3

l=0 l=1 l=2

2s, 2p 
 

Bohr + rel. korekce  + rad. korekce 

Obrázek 1: Schematické znázorn¥ní ²t¥pení energiových hladin atomu vodíku.

Levá horní £ást: p°eru²ované £áry - nerelativistická teorie, plné £áry - Diracova

teorie. Napravo dole je ukázáno ²t¥pení hladiny 2s1/2-2p1/2 zp·sobené radia£-

ními opravami.

- Posuv hladiny 2p1/2 související s rad. korekcemi ... 7.0× 10−8 eV

Záv¥rem k relativistickým korekcím
• Pro vodík jsou opravy malé a mají zanedbatelný vliv na chemické vlastnosti. Jsou
ov²em dob°e m¥°itelné a krásn¥ lze porovnávat s experimentem r·zné stupn¥ teorie.
• Opravy jsou ale úm¥rné 4. mocnin¥ Z (viz cvi£ení)- s rostoucím protonovým £íslem
proto rychle nabývají na významu a pro prvky ve �spodní polovin¥ periodické tabulky�
£asto rozhodujícím zp·sobem ovliv¬ují chemické vlastnosti.

I.1.2. (c) Vliv kone£né hmotnosti jádra, redukovaná hmotnost
Od polohových vektor· r a R elektronu a jádra m·ºeme p°ejít obvyklým zp·sobem
k relativnímu polohovému vektoru ~ρ a k polohovému vektoru t¥ºi²t¥ RT :

~ρ = r−R , RT =
mr +MR

m+M
. (43)

V prom¥nných ~ρ a RT má hamiltonián tvar

H = − h̄2

2MT

∇2
RT
− h̄2

2µ
∇2
ρ − e

′ 2/ρ , (44)

kde MT resp. µ je hmotnost t¥ºi²t¥ resp. redukovaná hmotnost soustavy. �e²ení pro-
blému (úplný systém vlastních funkcí a odpovídající energie) má tvar

ψ(ρ,RT ) = ψT (RT )ψrel(ρ) , E = ET + Erel. , (45)

kde ψT resp. ψrel. jsou vlnové funkce t¥ºi²t¥ resp. relativního pohybu, ET a Erel. jsou
odpovídající energie.

Ry→ µ

m
Ry (46)

I.1.2. (d) Vliv jaderného spinu
Poloklasický výklad. Magnetický moment jádra ozna£me písmenem M. Odpovídající

7



potenciál vektorového pole je

A =
µ0

4π

M× r

r3
. (47)

Zakomponujeme-li tento potenciál do Pauliho rovnice dostaneme (v nejniº²ím °ádu
v M) tyto dodate£né £leny v hamiltoniánu:

Ia = − e

2m
(p ·A + A · p) , Ib = −~µ ·B , (48)

kde B = rotA. Po úprav¥ dostaneme

Ia = − µ0e

4πmr3
M · L , Ib = −2µ0

3
(M · ~µ)δ(r)− µ0

4πr3

[
3
(
M · r

r

)(
~µ · r

r

)
− (M · ~µ)

]
.

(49)
Ia ... �interakce mezi jaderným spinem a orbitálním momentem elektronu�.
1. £len v Ib ... �kontaktní interakce mezi jaderným a elektronovým spinem.�

I.1.2. (e) Vodíkupodobné problémy

V(r)=−e’  /    rε
2

+

−

meff

Obrázek 2: Schematické znázorn¥ní vázaného stavu donorového atomu.

P°íklady
1. Ukaºte, ºe platí rovnice 21.

V následujících úlohách odhadneme vliv opravných £len· Vrel, Vs−o a VDarwin na ener-
giové spektrum atomu vodíku.

2. S pomocí poruchové teorie odhadn¥te, jak se energiové spektrum zm¥ní p°i zapo£-
tení relativistické opravy kinetické energie.
Návod:

∆Enl = 〈n lm|Vrelm|n lm〉 . (50)

Po úprav¥ dostaneme

∆Enl = −α2|En|
1

4n2

[
4n

l + 1/2
− 3

]
, (51)
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kde α je konstanta jemné struktury, α = e′ 2/(ch̄). Vysv¥tlete, pro£ m·ºeme pouºít
vzorec 50.

3. S pomocí degenerované poruchové teorie odhadn¥te, jak se energiové spektrum
zm¥ní p°i zapo£tení spin-orbitální interakce.
Návod. Pot°ebujeme zjistit, co se p°i zohledn¥ní s-o interakce stane s n-tou ener-
giovou hladinou. Ta je v nerelativistickém p°ípad¥ 2n2 degenerovaná. Matice poru-
chy v bázi |n lm s〉, l = 0, 1, ..., n − 1, m ∈ {−l,−l + 1, ..., l}, s ∈ {−1/2, 1/2}, tj.
〈n lm s|Vs−o|n l′m′ s′〉, není v tomto p°ípad¥ diagonální, a musíme proto pouºít dege-
nerovanou poruchovou teorii: nalézt nejprve na prostoru {|n lm s〉} bázi, ve které ma-
tice poruchy diagonální je, pro tu teprve pouºít vzorec ∆E = 〈vektor|porucha|vektor〉.
Snadno zjistíme, ºe hamiltonián Hs−o = H0 + Vs−o sice nekomutuje s operátory lz a
sz, ale komutuje s operátory l2, s2, j2 a jz, kde j = l + s. Odtud vyplývá, ºe matice
poruchy Vs−o je diagonální v bázi |n, l, j, jz〉.

∆Enlj = 〈n l j jz|Vs−o|n l j jz〉 (52)

Po úpravách dostaneme

∆Enlj = α2|En|
1

2n

1

(l + 1/2)(l + 1)
(53)

pro j = l + 1/2 a

∆Enlj = −α2|En|
1

2n

1

l(l + 1/2)
(54)

pro j = l − 1/2. P°i úpravách se vyuºívá identita

l · s =
1

2

(
j 2 − l 2 − s 2

)
. (55)

Poznamenejme, ºe výsledek platí pouze pro l 6= 0, s stavy s-o interakce neovlivní.
Celkem pro stavy s l 6= 0 dostaneme

∑
∆Enlj = ∆Enl(rel m) + ∆Enlj(s− o) = −α2|En|

1

4n2

(
4n

j + 1/2
− 3

)
. (56)

4. Ukaºte, ºe Darwin·v £len v prvním °ádu poruchové teorie ovlivní pouze energie
s-stav·. Stanovte velikost opravy. Ukaºte, ºe i pro s-stavy platí vzorec 56. Návod:

∆Enl = 〈n lm|VDarwin|n lm〉 . (57)

Od·vodn¥te.

5.∗ Odhad Lambova posuvu pro s-stavy atomu vodíku. Návod: pouºijte postup po-
psaný v Gotfriedov¥ u£ebnici.

6. Ukaºte, ºe hamiltonián atomu vodíku lze p°evést do tvaru 44.

7.∗ Stanovte hyperjemné roz²t¥pení 1s stavu atomu vodíku. Návod: Nejprve ukaºte, ºe
se uplatní pouze �kontaktní interakce�. M·ºete pouºít postup popsaný v Gotfriedov¥
u£ebnici.
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