Atomova vystavba rozlehlych systémi, j. s. r. 2020/2021
[.1.2: Atom H - relativistické korekce a jiné opravy (pracovni verze)

Zatim jsme

e nevzali v vahu relativistické efekty, mimo jiné spin;

e zanedbali tzv. radiacni korekce;

e predpokladali, Ze jadro je statické;

e zanedbali jevy spojené s jadernym spinem. V této pfednasce piislusné opravy pro-
bereme. Soustiedime se zejména na 1. bod.

1.1.2. (a) Relativistické opravy a spin

(a) (a) Odhad charakteristické rychlosti elektronu a konstanta jemné struktury
Uvazujme o atomu s protonovym ¢islem Z a jedinym elektronem (nebo mizeme prosté
ignorovat interakce mezi elektrony). Vlnova funkce stavu 1s je

1 Z 3/2 B
s(r) = N 2 (CLO> e 4r/ao

a prislusna energie je
E.,=—-Z"Ry.

o= o = [l (B) b = 2022y = 2 =

| (- B = Zac, 1)

kde « je konstanta jemné struktury

e 1
= —x —. 2
T T T 2)
Pii upravach vedoucich k rovnici 1 jsme pouzili vztah (T') = —FEy4, ktery vyplyva z

rovnice
(T)1s + (Uhrs = Ens
a z viridlové véty

2T + (U) = 0. (3)

(a) (8) Diracova rovnice a definice spinu - pro zakladni predstavu
VInova funkce v Diracové teorii:

Ui (r, 1)
drn=| o | 2

Py(r,t)

Casové Diracova rovnice: _
Hp) = h?f. (5)



Pro stacionarni stavy:
Hpp = Eip. (6)
V predchozich rovnicich Hp znac¢i Diracuv hamiltonidn. Pro volnou ¢éastici méame

Hp = ca-p+ fmc?. (7)

Sipka nad v znamena, Ze jde o ¢tyfkomponentni objekt (bispinor), st¥isky oznacuji
matice fadu 4. Symbol & v rovnici 7 znac¢i vektor z matic fadu 4. Tam, kde nemiize
dojit k nedorozuméni, jsou znacky nékdy vynechéany.

§:<dm7dy;&z)adk:(£k Obk>7k:x7y7z7 (8)

e (V) (0 )= (b 9) '

jsou tzv. Pauliho matice. V r. 8 0 znaci nulovou matici radu 2, tedy napf.

kde

00 0 1

A 00 1 0

=10 1 0 0 (10)
100 0
p = —ihV (11)
10 0 0

o1 0 o

B=1o0 0 -1 o (12)
00 0 -1

Diraciv hamiltonidn pro ¢éstici ve statickém elektromagnetickém poli popsaném ska-
larnim potencidlem ¢(r) a vektorovym potencidlem A(r) [E = —V¢, B = rotA]:

Hp =ca-[p—eA(r)] +ep(r)] + fmc?, (13)

kde I je jednotkova matice Fadu 4/4.

Operator spinu:

e e e e e e (op O
5—2272—(Ex72y72z)72k—(0 Uk),k:—x,y,z. (14)
Pro¢ patii k momentu hybnosti?

Uvazujme o ¢asovém vyvoji momentu hybnosti ve vnéjsim elektrostatickém poli ¢(r).
e Klasickd mechanika

dl
prinb F = —e(r x V,p) (15)
Pro ¢(r) = ¢(r), r = |[r| mame
dl der
%——e(rxvrgo)——e <r>< d?"?“) =0. (16)



e Nerelativistickd kvantova teorie

ad) _ 1 _
o %m, H]) = —e({r x V,p), (17)

kde H je jednocasticovy hamiltonian a <A) znadi stredni hodnotu operdtoru A, tj.

WlAl) = [ dry* (1) Avr)
Pro ¢(r) = ¢(r), r = |r| mame
[I,H]:Oad;?:(). (18)

Doporucuji provérit platnost uvedenych rovnic.
e Relativisticka kvantova teorie

d(l) 1
— = —([lLH 1
= (L Hp) (19)
a pro komutator dostaneme
1, Hp] = —ihe(r X Vi) + ihe(d X p) . (20)

Prvni ¢len vede k vyrazu, ktery vystupuje v nerelativistické teorii (na pravé strané
rovnice 17), druhy je zde navic. Casova derivace stfedni hodnoty orbitalniho momentu
hybnosti tedy neni rovna stiedni hodnoté momentu sily. Plati vSak

dl4+s) 1

o = 7 ([l+s, Hpl) = —elr x Vup). (21)
Pro ¢(r) = ¢(r), r = |r| mame
[1,HD]7A0adC§?7éo, (22)
ale
d(1+s)
l+s,Hp|=0a o =0. (23)

(a) () Pauliho limita, spin v nerelativitistickém p¥ipadé

Definice velké (1) a malé (x,) slozky ¢

w=() o= () 24

V limité ¢ — oo |pfesnéji (E — mc?® — ep)/mc* — 0] dostaneme z rovnice 6 s hamil-
tonianem 13 yo = 0 a tzv. Pauliho rovnici pro funkci x;:

1 eh._
{Qm(p—eA)z—i-ego—m2a~B}X1—6X1, (25)

kde ¢ = (0,0,,0.) a e =E —mc*.

Poznamky:



e Odvozeni lze najit v ucebnicich kvantové mechaniky, viz napt. Davidov.

e Tyka se jenelektronovyjch stavi, tj. stavii s kladnou hodnotou energie (feSeni se
zapornou hodnotou energie odpovidaji pozitronovym stavim). Pfedpoklada se, ze
le| = |E — mc?| << mc® Lze ukazat, Ze mala slozka je v tomto piipadé skutecnd
mald, xa ~ (v/c)x1-

e Stav castice je reprezentovan spinorem Y1, vlnova funkce je dvouslozkova.

e Schridingerova rovnice. V piipadé A = 0 dostaneme pro 1, (1. ¥. x1) a pro ¥y
(2. . x1) stejnou rovnici - Schrédingerovu rovnici. Regen{ tlohy pak maji obecné tvar

()

(W

kde 1, a 9 jsou TeSeni S. r. odpovidajici téze vlastni hodnoté energie.

e Operdtor spinu a magnetického spinového momentu. Z operdtoru spinu 14 zustal
v poslednim vyrazu ve slozené zévorce v r. 25 operator s = (h/2)d, tj. operator spinu
v nerelativistickém ptiblizeni. Zminény vyraz mizeme zapsat ve tvaru —p - B, kde
i = (e/m)s = 2ups. Vyjadiuje interakci spinového mg. momentu s mg. polem. Z jed-
noduchych avah vychazi konstanta imérnosti mezi ji a s rovna upg (bez faktoru 2),
Diracova rovnice vede k faktoru 2up, ktery je zhruba v souladu s experimentélni hod-
notou (zhruba 2.003). Odchylku od hodnoty 2 vysvétluje kvantova elektrodynamika.

(o)

jsou vlastnimi funkcemi operatoru s, = (h/2)o, s vlastni hodnotou +4/2, mluvime o
stavech ,;se spinem nahoru ". Spinory tvaru

()

(G

jsou vlastnimi funkcemi téhoz operatoru s vlastni hodnotou —h/2, mluvime o stavech
,se spinem dolu". Necht x je libovolny spinor. Muzeme psat

= () () ()

e Zdpis spinori. Spinory tvaru



Prvni sloupcovy vektor odpovida ,spinu nahoru", druhy sloupcovy vektor ,spinu
doli". Casto proto spinory zapisujeme s pomoci jediné funkee Y(r,o,) se spinovym
argumentem o, (0, = +£1) navic (spinorbitalu) definované takto: i(r,1) = ;(r),
b(r,—1) = b (r).

e Homogenni statické magnetické pole. V tomto pripadé vystupuji v Pauliho hamil-
tonianu orbitalni a spinové stupné volnosti nezavisle (posledni ¢len Pauliho hamilto-
nidnu pak nezévisi na r). Je mozné hledat vlastni funkce v separovaném tvaru:

U(r,0.) = ¢(r)x(o), (27)

pfi¢emz obé funkce na pravé strané jsou normované. Pro B = 0 nebo B || z dostaneme
tuto strukturu feSeni Pauliho rovnice:

h
Gulr,0) = (Do) § € (12,3} s € (1) = o SBL,(28)
kde ¢; a €, jsou feSeni Schrodingerovy rovnice
1
{Grp—eAr+ep}o=co (29)
a

(a) (6) Opravné ¢leny ¥adu v?/c?
- A =0, ¢ konstantni
Upravou D. r. dostaneme r. stejného typu jako Pauliho r. s hamiltonidnem

H=Hy+V®?, (31)

kde Hy je nerelativisticky hamiltonian a V' obsahuje opravné ¢leny fadu v?/c?.

Hy=2 1 v(r), V(r) = eplr), (32)

B 2m
V(Z) = V;el + ‘/;—0 + VDarWin ) (33)

kde Vie predstavuje relativistickou opravu kinetické energie, Vi _, je tzv. operator
spin-orbitalni interakce a Vparwin je tzv. Darwiniv opravny ¢len.

Vi = 875202 (34)
Vo= g7 (Exp) 39)
Vbarwin = _8;?;202 divE (36)
Zde E = —V . Pro Coulombiiv potencial jest
V(r) =ep(r) = —ZiIQ ; eE = —Zi:r . —edivE = 47 Ze'%5(r) . (37)



Posledni rovnice vyplyva z MR divE = p/eq. S vyuzitim vzorcti 37 snadno upravime
pro piipad C. potencialu vzorce 35 a 36.

Z6/2
Vi = G 59
VA
Vbarwin = W(S(r) (39)

Na pravé strané rovnice 38 vystupuje souc¢in operatoru 1 a operatoru s - to vysvétluje
nazev opravného ¢lenu.

Poznamky k interpretaci opravnych ¢lent
e Clen Vi vystupuje jiz v klasickém vyrazu pro opravu kinetické energie. Ve specidlni

teorii relativity mame
E = \/mdct +p2c2, T = E — moc®. (40)

i p2 , 1 p2 1 p2 2
5 B _
W—moc 1+ Moc 1+§m362 8 <m302> i

2.2
mgce
2 4

= e+ 2pim N 8771;302
e Vyraz na pravé strané rovnice 38 lze rovnéz odvodit prostiedky specidlni teorie
relativity. Naivni postup: pouzivame vztaznou soustavu spojenou s elektronem, po-
hybujici se jadro vytvaii magnetické pole B, to interaguje s magnetickym momentem
elektronu fi, prispévek do vyrazu pro energii systému je —/i - B;. Tato uvaha vede k
vyrazu, ktery se od vyrazu na pravé strané rovnice 38 lisi pouze o faktor 2. Uvaha je
detailné popsana v Pilarové ucebnici Elementary Quantum Chemistry.

e Darwiniv ¢len nem4 klasickou analogii.

(41)

I.1.2. (b) Radia¢ni korekce

Elektrony ,nevnimaji” pouze Coulombovské pole od jadra, ale téz fluktuace elek-
tromagnetického pole; kromé toho mohou vznikat virtualni elektron-dérové pary. Z
kvantové elektrodynamiky vyplyva nasledujici vzorec pro posuv energiovych hladin
s-stavu, tzv. Lambuiv posuv.

8 o mc? 19
AE,, = =% |1 21 Ry, 42
3ﬂn3[n<Wn>+30]Ry (42)

kde W, je charakteristickd excita¢ni energie. Dobry odhad dostaneme, dosadime-li
za W, E,. Pro p, d ... stavy jsou posuvy rfadové mensi. Néasledujici obrazek ukazuje
schematicky Stépeni hladin ve vodikovém atomu.

Velikosti nékolika posuvi

- Rel. posuv hladiny 1s ... 0.18 meV

- Rozdil mezi energii hladiny 2ps/» a hladiny 2p; 5 ... 4.5 x 107° eV
- Lambiv posuv hladiny 2s1/3 ... 4.3 x 107 meV



3d,, 3d,

2,

Bohr + rel. korekce + rad. korekce

Obrazek 1: Schematické znazornéni §tépeni energiovych hladin atomu vodiku.
Leva horni ¢ast: preruSované ¢ary - nerelativisticka teorie, plné ¢ary - Diracova
teorie. Napravo dole je ukdzano Stépeni hladiny 2s; /o-2p; /o zplisobené radiac-
nimi opravami.

- Posuv hladiny 2p; , souvisejici s rad. korekcemi ... 7.0 x 107® eV

Zavérem k relativistickym korekcim

e Pro vodik jsou opravy malé a maji zanedbatelny vliv na chemické vlastnosti. Jsou
ovSem dobie méfitelné a krasné lze porovnavat s experimentem riizné stupné teorie.
e Opravy jsou ale imérné 4. mocniné Z (viz cvifeni)- s rostoucim protonovym ¢islem
proto rychle nabyvaji na vyznamu a pro prvky ve ,spodni poloviné periodické tabulky”
¢asto rozhodujicim zptisobem ovliviiuji chemické vlastnosti.

[.1.2. (¢) Vliv kone¢né hmotnosti jadra, redukovana hmotnost
Od polohovych vektori r a R elektronu a jadra mizeme piejit obvyklym zplisobem

Vv

mr + MR
i=r—R, Rp = ———. 43
p=r T m+ M (43)
V proménnych p a Ry mé& hamiltonian tvar
n? n? :
H=—-———V3 — —V?_¢? 44
2MT vRT 2/,L vp € /p ) ( )

Yvoew

kde Mr resp. i je hmotnost tézisté resp. redukovana hmotnost soustavy. Regent pro-
blému (aplny systém vlastnich funkei a odpovidajici energie) ma tvar

¢(p7 RT) = ¢T(RT)¢rel(p) ) E = ET + Erel- ) (45)

vy

kde 1 resp. e, jsou vinové funkce tézisté resp. relativniho pohybu, EFr a E.q. jsou
odpovidajici energie.
Ry — ﬂRy (46)
m

[.1.2. (d) Vliv jaderného spinu
Poloklasicky vyklad. Magneticky moment jadra ozna¢me pismenem M. Odpovidajici




potencial vektorového pole je
A — Mo Mxr

Am 3
Zakomponujeme-li tento potencial do Pauliho rovnice dostaneme (v nejnizsim fadu
v M) tyto dodate¢né ¢leny v hamiltonianu:

. (47)

€
I,=——(pP-A+A-p),I,=—ji-B, 48
2m(p +A-p), I, =—[i (48)

kde B = rotA. Po tpravé dostaneme

o M 0ie) = g [s (v 1) (i ) - - )
I, =— M-L,[,=—"+—M-"i)d(r) — -3 (M- - =)= (M- .
drmr3 b 3 (M- 2)d(r) Amr3 ) \F (M- /i)
(49)
I, ... interakce mezi jadernym spinem a orbitidlnim momentem elektronu”.
1. ¢len v [, ... ,kontaktni interakce mezi jadernym a elektronovym spinem.”

[.1.2. (e) Vodikupodobné problémy

V(r)=—e’?/¢ r
O O

Obrazek 2: Schematické znazornéni vazaného stavu donorového atomu.

Priklady
1. Ukazte, ze plati rovnice 21.

V nésledujicich tlohach odhadneme vliv opravnych ¢lent Via, Vi_o @ Vparwin Na ener-
giové spektrum atomu vodiku.

2. S pomoci poruchové teorie odhadnéte, jak se energiové spektrum zméni pii zapoc-
tenf relativistické opravy kinetické energie.

Navod:
AE, = (nlm|Vieam|nim). (50)
Po upravé dostaneme
1 4dn
AE, = —d?|E,|— - 3|, 51



kde o je konstanta jemné struktury, a = ¢'2/(ch). Vysvétlete, pro¢ mizeme pouit
vzorec 50.

3. S pomoci degenerované poruchové teorie odhadnéte, jak se energiové spektrum
zméni pii zapocteni spin-orbitalni interakce.

Navod. Potfebujeme zjistit, co se pii zohlednéni s-o interakce stane s n-tou ener-
giovou hladinou. Ta je v nerelativistickém piipadé 2n? degenerovani. Matice poru-
chy v bazi [nlms), l =0,1,...n—1, me {-,-1+1,...,0}, s € {—-1/2,1/2}, tj.
(nlms|Vi_oInl'm’s’), neni v tomto piipadé diagonélni, a musime proto pouZzit dege-
nerovanou poruchovou teorii: nalézt nejprve na prostoru {|nlm s)} bazi, ve které ma-
tice poruchy diagonélni je, pro tu teprve pouzit vzorec AE = (vektor|porucha|vektor).
Snadno zjistime, ze hamiltonian H,_, = Hy + V,_, sice nekomutuje s operatory [, a
5., ale komutuje s operatory 12, s, j? a j,, kde j = 1 +s. Odtud vyplyva, Ze matice
poruchy V;_, je diagonélni v bazi |n,l, j, j.).

AEnlj = <nl]]z|v;—0|nl]jz> (52)

Po tupravach dostaneme

1 1
AE,; = o’|E,|— 53
s = Bl T AT (53)
proj=101+1/2a
1 1
AE,; = —?|E,| — ———— 54
v =~ T 1) (54)
pro j =1 — 1/2. Pii upravach se vyuZziva identita
Ll o
1-5—5(3 -1 —s). (55)

Poznamenejme, 7Ze vysledek plati pouze pro [ # 0, s stavy s-o interakce neovlivni.
Celkem pro stavy s [ # 0 dostaneme

1 4dn
Z AE?’LZ] = AEnl(rel m) —+ AEnlj(S — O) = —062|En|w <]—’_1/2 — 3) . (56)

4. Ukazte, ze Darwiniv ¢len v prvnim fadu poruchové teorie ovlivni pouze energie
s-stavi. Stanovte velikost opravy. Ukazte, Ze i pro s-stavy plati vzorec 56. Navod:

AE,; = (nlm|Vparwin|n {m) . (57)
Odivodnéte.

5.% Odhad Lambova posuvu pro s-stavy atomu vodiku. Navod: pouzijte postup po-
psany v Gotfriedové ucebnici.

6. Ukazte, ze hamiltonian atomu vodiku lze pievést do tvaru 44.

7.* Stanovte hyperjemné rozstépeni 1s stavu atomu vodiku. Navod: Nejprve ukazte, ze
se uplatni pouze ,kontaktni interakce”. Mizete pouzit postup popsany v Gotfriedové
ucebnici.



