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A7 dosud jsme terminem difrakéni integral rozuméli vyrazy 2.3(1) a 2.3(2). Jsou to integrély, jichz se
bez dalsich tprav pouziva k vypoctu Fraunhoferovych a Fresnelovych difrakénich jevi. V této kapitole
dochézi k terminologickému posunu. Budeme odvozovat integraly, které co nejvice pfipominaji integral
3.2(5), tj. Huygenstiv—Fresneliv princip. A témto integraltim budeme — ve shodé s optickou literaturou
— fikat Kirchhoffuv difrakéni integral a Rayleightiv—Sommerfeldiv difrakéni integral.

Odvozovani bude vychézet jednak z Helmholtzovy rovnice

VE2(7) + k*9(F) = 0, (1)

jez — jak vime (srov. odst. 1.7) — musi spliiovat ¢ast ¢ (7) harmonické vlny zavisl4 pouze na prostoro-
vych souradnicich v bodech homogenniho, izotropniho a neabsorbujiciho prostfedi neobsahujiciho zdroje
vinéni, jednak z Greenovy formule ve tvaru (viz Dodatek A, vztah (5))

/ /S (7 V46 (7) — s (A V()] - 7S = 0, (2)

ktera plati, kdyz funkce 1 a 11 jsou spojité se vSemi prvnimi derivacemi v bodech uzaviené po ¢astech
hladké plochy S a vSude uvnit¥ plochy S vyhovuji téze Helmholtzové rovnici. (Uvnitf plochy S tedy
nesméji mit funkce ¢ a 1y singularity, tj. nesméji tam byt bodové zdroje vInéni.) Vyélenéni téchto
singularit z vnitfku plochy S a ptislusné limity, kdy vyclenéné oblasti zaujimaji jen infinitezimalni okoli
singularnich bodti, hraji ptfi odvozovani podstatnou tlohu.

Pfi odvozovani bude nasi snahou co nejostieji odlisit matematickou a fyzikalni stranku odvozeni. Nej-
prve uvedeme pomeérné obsirné matematicky aparat, aby se objevily moznosti, jak adekvatné vystihnout
fyzikalni podstatu. Napf.: Vétsinou (a snad vzdy az na Bakera a Copsona [1]) se difrakéni integral odvo-
zuje tak, ze vlnova funkce v bodé pozorovani se vyjadiuje prostfednictvim vinové funkce a jeji derivace
ve sméru normaly v bodech plochy S, jez obklopuje bod pozorovdni. Vidéli jsme vSak, ze Huygensovu—
Fresnelovu principu je blizsi, aby plochou S byla vilnoplocha nebo aspon néjaka plocha obklopujici zdroje
vlnéni. Tato druhé verze je asi prirozenéjsi, a proto i pedagogicky vhodnéjsi. Je vS8ak mozné postupovat
i takto? Uvidime, Ze ano, zalezi to jen na tom, jak brzy se pouzije vyzarovaci podminky. Zkratka jde o to,
abychom si byli védomi vsech moznosti, které matematika nabizi, a mohli si vybrat tu, kterd nejlépe
vyhovuje fyzikalni podstaté.

Dale bude nasi snahou odstranit zbyteéné matematické rozpornosti v odvozovani. Napf. ¢ast uzaviené
plochy S jde pfi odvozovani do nekonecna a je tfeba zduvodnit, pro¢ prispévek k vlnové funkci v bodé
pozorovani od této ¢asti plochy S je nulovy. Argumentace, ze kdyz jde plocha do nekonecna, je soucet
sekundarnich vln od ni doslych nulovy, neobstoji, nebot amplituda sekundérnich vin klesa jako 1/R,
avsak plocha kulového vrchliku roste s kvadratem poloméru. Rovnéz neobstoji argumentace, ze vlnéni
do nekonec¢na nikdy nedojde, takze z nekonecéna nemohou pfijit sekundarni viny — je to v rozporu s tim,
ze jde o harmonické vinéni. Je prosté nutné integral korektné vysetfit a vyuzit podminky konecnosti
a vyzafovaci podminky.
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6.1 Vyzarovaci podminka

Vztah 6(2) plati za pfedpokladu, ze funkce (Q) a 11(Q) spliuji pozadavky Greenovy formule a jsou
fesenim Helmholtzovy rovnice v kazdém bodé uvnitf uzaviené plochy S. To vSak neni pravé typické pro
teorii difrakce. Zvolime-li za plochu S vlnoplochu, pfi¢emz zdroje vlnéni jsou uvnit¥ této vinoplochy,
nejsou predpoklady Greenovy véty splnény v bodech, kde jsou zdroje vInéni lokalizovany. Napft. je-li
v bodé r = 0 uvnitf plochy S zdroj vyzafujici kulovou vlnu exp(ikr)/r, je v bodé r = 0 singularita.
Zvolime-li za funkci 1 ve vztahu 6(2) tuto kulovou vlnu, nejsou splnény podminky platnosti Greenovy
formule a rovnice 6(2) nemusi platit. Budeme se proto zabyvat pfipadem, kdy feSeni ¥(Q), ¥1(Q)
Helmholtzovy rovnice maji spojité prislusné parcialni derivace vSude wvné po castech hladké uzaviené
plochy S a na plose S a vysetfime, jaké dodatec¢né podminky je tfeba klist na funkce 1, 11, aby rovnice
6(2) byla splnéna.

Sy

Obrézek 1: K odvozeni vyzarovaci podminky.

Za tim ucelem aplikujeme vztah 6(2) na plochu sestavajici z uzaviené plochy S a povrchu koule Sy
o tak velkém poloméru R, Ze plocha S je uvnitt S;. Normély necht jsou orientovany tak, ze 7 je vnéjsi
normélou vzhledem k objemu vymezenému plochami S a S; (obr. 1).

//SWV% —1Vy) - dS + /s (V1 — 1 Vip) - 1dSy = 0.

Zkoumejme, za jakych podminek je integral pres kulovou plochu Sy roven nule, kdyz jeji polomér R roste
nade vSechny meze. V bodech plochy S; plati 7dS; = RRdAS, kde d2 je element prostorového thlu,
takze

/ [ @91 - 01v0) s, = / [(696:—90) - R

Je zfejmé, Ze tento integral je roven nule, napf. kdyz funkce ¢, 11 spliiuji podminky |Ry| < konst.,
|[RVY| — 0 pro R — oo. Av8ak takové podminky jsou pfili§ pFisné a napf. divergujici kulové vlna
je nespliiuje. Pravé vySetfovani rozbihavé kulové viny vedlo Sommerfelda [2] k formulaci mirnéjsich
podminek. Dospéjeme k nim tak, Ze odhadneme hodnotu integralu pres kulovou plochu S;. Nejprve
v integrandu odecteme a pri¢teme vyraz ik Ri1; a pak nékolikrat pouzijeme pravidel pro odhad absolutni
hodnoty integralu:

’ // (V41 — 1 VY) - 7S,

//Q(wﬁ.vzpl—wlé.vw)RdQ’:

= /Q [(W?-V% —kRy) — (1 R - Vi — ika¢1)] RdQ’ <

< //Q(é-wl —ikRM)Rz/)dQ‘ + ’//Q@-w—ikw)ml dQ’ <
< //Q’R'~qulfika1‘ ‘Rw‘dﬂ+//ﬂ‘ﬁ-vwfik}w‘ ‘Rwl‘ng
< 4ﬁ‘é-vw1—ikR¢1 Ry +4w‘é~v¢—ik3¢ Riyy

max max max max
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Index max znaé¢i maximalni hodnotu ptislusné absolutni hodnoty na kulové plose S;. Vidime tedy, zZe
pokud funkce 1, 11 spliiuji stejnomérné ke vsem smérium v prostoru podminky

|Ry| < konst., |Ri:| < konst. pro R — o (1)

R (vng —ilw) —~0, R (W;{'R —ikd)l) —0 pro R — o, (2)

jde integral pfes kulovou plochu S; k nule, kdyZ jeji polomér R neomezené roste. Podminku (1) nazval
Sommerfeld (viz [2], [3], § 28) podminkou koneénosti a podminku (2) vyzafovaci podminkou. Rellich [4]
a Vekua [5] dokdzali, Ze podminka kone¢nosti (1) je dusledkem vyzafovaci podminky (2). K tomu, aby
limita integralu pres kulovou plochu S; pfi R — oo byla nulové, staéi tedy splnéni podminky (2).

Z toho, co bylo dosud v tomto odstavci uvedeno, vyplyva, ze vztah 6(2) plati pro libovolnou po ¢4stech
hladkou plochu S ohranicujici jednoduse souvisly objem, jestlize feseni ¢, 11 Helmholtzovy rovnice jsou
spojita i s prvnimi derivacemi ve vSech bodech plochy S a spolu s druhymi derivacemi bud vSude uvnit¥
plochy S nebo vsude vné plochy S, avSak v tomto druhém pripadé musi funkce v, 1, jesté navic spliovat
stejnomérné ke vSem smértum v prostoru vyzafovaci podminku (2).

Je uzitecné se presvédéit, ze rozbihavd kulova vlna ¢ = exp(ikR)/R spliluje vyzafovaci podminku.

Vypocteme
exp(ikR)| . 1 [exp(ikR)] R
V{R =ik 1+sz —r | B
Takze .
R . _ exp(ikR)
R(vw- - —m) - -2 (3)

coz jde k nule, kdyz R — oc.
Naproti tomu sbihava kulova vlna ¥ = exp(—ikR)/R splituje pouze podminku koneénosti, nikoli vSak

vyzafovaci podminku:
exp(—ikR)] _ (. 1) [exp(—ikR)| R
v { g |- Utz R R

takze

\

Obrazek 2: K ditkazu platnosti vztahu 6(2) v pt¥ipadé nekone¢né plochy S.

R(V¢~

coz nema limitu pro R — oc.

| =

- ik:z/)> — ik (2 - klR) exp(—ikR), (4)
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Rozsifime jesté dale platnost vztahu 6(2), a sice na pfipad, kdy S neni uzavienou plochou vymezu-
jici koneény objem, ale nekone¢nou plochou rozdélujici prostor na dva poloprostory ¥; a Yo (obr. 2).
Predpoklddame, ze feSeni 1, Y1 Helmholtzovy rovnice splinuji stejnomérné ke vSsem smériim v prostoru
vyzafovaci podminku (2) a jsou spojitd i s prvnimi derivacemi na ploSe S a i s druhymi derivacemi
v jednom z poloprostori vymezenych plochou S, napf. v poloprostoru s na obr. 2. Body poloprostoru
31, v nichz nékteré z feseni v, 11 Helmholtzovy rovnice nebo néktera z piislusnych derivaci neni spo-
jita, obalime plochou S’ U Sy tvorenou ¢asti S’ plochy S a ¢asti S; povrchu koule o dostateéné velkém
poloméru R (viz obr. 2). Ponévadz viude vné plochy S’ U S; jsou splnény podminky platnosti vztahu
6(2) véetné vyzafovaci podminky (2), plati

//S WV = aVy) -1 dSh + //S/(Wd)l — V) -idS = 0.

Roste-li polomér R nade vSechny meze, jde integral pies ¢ast S; kulové plochy k nule, nebot ¢ a 1
spliuji vyzatfovaci podminku a plocha S’ pfechézi v celou nekoneénou plochu S.

Dospivame tak k zavéru, ze vztah 6(2) plati také pro nekoneénou po ¢astech hladkou plochu S, jsou-li
feSeni 1, 11 Helmholtzovy rovnice spojitd i s prvnimi derivacemi na plose S a i s druhymi derivacemi
v jednom z poloprostori plochou S vymezenych a spliuji-li stejnomérné ke vSem sméram v prostoru
vyzafovaci podminku (2).

6.2 Integralni véta

Smétujeme k tomu, abychom vyjadfili vinovou funkei ¢ (P) v bodé pozorovani P pomoci vlnové funkce
(M) v bodech M plochy S. Dosdhneme toho tim, ze ve vztahu 6(2) ztotoznime funkci ¢ s vlnovou
funkci, kdezto s funkci 1); budeme nakladat jako s pomocnou funkci. Zvolime ji ve tvaru funkce polohy

obecného bodu @ vzhledem k bodu P, tj. ve tvaru ¢y = ¢1( PQ), a budeme na ni klast riizné pozadavky,
jez umozni dospét ke zminénému cili. Konkrétné u Rayleighova—Sommerfeldova odvozeni difrakéniho
integralu ztotoznime funkci ¥; s Greenovou funkci prislusného okrajového problému, jez spliuje Ctyti
podminky 6.5(1) az (4) resp. (5). K ziskdni tzv. Helmholtzovy integralni véty, jez je vychodiskem pro
odvozeni Kirchhoffova difrakéniho integralu a Rubinowiczovy reprezentace difrakéniho integralu, vsak
sta¢i, budeme-li na funkei ¢; klast dvé resp. tii z téchto podminek (6.5(1), (2) resp. 6.5(1), (2) a (3))
podle toho, zda chceme vyjadfit vinovou funkci v bodé P uvniti uzaviené plochy S (véta i)) nebo
v né&jaké nekonecné ¢asti prostoru (véty ii) a iii)).

V tomto odstavci odvodime integralni vétu, jejimz specidlnim disledkem je jak Helmholtzova in-
tegralni véta, tak vztahy 6.5(6) a 6.5(7), z nichZ se vychézi pfi odvozeni Rayleighova—Sommerfeldova
difrakéniho integralu.

Oznacime g vektor P miFici od néjakého pevné zvoleného bodu P (bod pozorovani) k obecnému
bodu Q. Specidlné je-li obecny bod @@ bodem plochy S, ozna¢ime ho M a pfislusny vektor §j;. Funkci
11 miZzeme tedy chépat jako funkci polohového vektoru 5g vychazejiciho z bodu P, tj. ¢¥1 = ¥1(Sg).
Orientaci normély k plose S zvolime tak, ze 7 znac¢i vnéjsi normalu uzaviené po ¢astech hladké plochy
S (obr. 3, 4).

Chceme-li poéitat vlnovou funkci v bodé P uvnitf uzaviené plochy S, je uziteéna tato formulace
integralni véty:
i) Necht funkce ¢(Q) a 1¥1(5g) vyhovuji Helmholtzové rovnici

Var(Q) + K (Q) =0, Vi (3g) +k*1(30) =0 (1)

v8ude uvnit¥ a na uzaviené plose S. Necht funkce ¢ (Q) je spojita i se vSemi svymi prvnimi derivacemi
uvnitf a na ploSe S a se vSemi druhymi derivacemi uvniti plochy S. Necht totéz plati o funkei 11 (5g)
s vyjimkou bodu P, v némz ma singularitu typu

1 (5g) — 1/sqg pro sg — 0. (2)
Pak integral
1P) = [ 00Tt Gar) — 1 Gan) Varw(an)] s Q
je funkci definovanou pro libovolnou polohu bodu P a plati

I(P) = —4my(P), (4)
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Obrazek 3: K diikazu integralni véty i).

kdyz P je uvnitf plochy S,
I(P) = —2my(P), (5)
kdyz P je regularnim bodem plochy S a

kdyz P lezi vné plochy S.
Dikaz:

a) Jestlize bod P lezi vné plochy S (obr. 3 a)), spliuji funkce ¥(Q), ¥1(5g) v kazdém bodé @ uvnitf
a na plose S podminky, za nichZ plati vztah 6(2), takze integral (3) je roven nule a tvrzeni (6) je dokdzano.

b) Jestlize bod P lezi uvnitt plochy S (obr. 3 b)), nesplituje funkce 11 (5g) podminky platnosti véty 6(2)
v bodé Q = P, tj. sg = 0. Je proto tfeba bod P z vnitiku plochy S vyloucit. Udélame to tak, Ze kolem
bodu P opiSeme malou kouli s povrchem S;. Vztah 6(2) aplikujeme na plochu S U S;:

J[@ver—uive)aas+ [[ (T~ V) 7S, =0 (7)

Prvni integral obsahuje vinovou funkci v bodech M plochy S. Vypoc¢tem limity druhého integralu pro
polomér kulové plochy S; jdouci k nule dostaneme vyraz obsahujici hledanou hodnotu vlnové funkce
v bodé P. Uvazime-li, Ze na povrchu koule S je i = —5¢/sq, dS1 = 52@ sin § df d¢, kde 6 a ¢ jsou thly
sférickych soufadnic, dostavame tak limitu druhého integralu v (7) ve tvaru

27 pmw
- lim [ 0@V auiGa) 5o - 11(50)Vau(@) - Sosgsindsdo —
se—0Jo Jo
2w pm
= —/ / |: lim (P + 3g) lim sqgdg - Voy1(Sg) — lim ¢1(59)sQSg - lim V(P + 5g)| sinf db de.
o Jo sQ—0 sq@—0 sQ—0 sq@—0
Vypocteme nyni limity vyskytujici se v integrandu. Hodnota prvni a ¢tvrté limity ziejmé je

Jm Y(P +5) =¢(P),  lim Vou(P +5g) = Vi(P). (8)

S pfihlédnutim k podmince (2) pro funkci ¢ dostdvdme pro druhou a tieti limitu

1

lim sgSg - Voui(3g) = lim sgig-Vo— = —1, (9)
sQ—0 s@Q—0 SQ

lim 9, (5g)s8g = lim 5 = 0. (10)
sQ—0 s@—0

Ponévadz |V (P)| je koneéna, dostdvame pro limitu integrélu pres kulovou plochu Sy v (7)
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27 pm
tim, [ [ @V = uavw) s, = u(p) | [ snoaoas = amup). (11)

SQ—

Z (7) tedy vyplyva

// M)V ytp1(50r) — 1 (Sa) Ve (M)] - 73 dS, (12)
¢imz je dokdzano tvrzeni (4).

c) Lezi-li bod P na ploge S (obr. 3c)), nejsou splnény podminky véty 6(2) v bodé P plochy S. Céasti
S1 koule 0o malém poloméru a se stfedem v P vylouc¢ime tento bod a jeho okoli z povrchu a vnitiku
plochy S a vétu 6(2) aplikujeme na plochu S’ U Sy, kde S’ je plocha S bez okoli bodu P vymezeného
plochou S;. Cely dikaz sub b) zlistava v platnosti pouze s tim rozdilem, Ze pfi integraci pfes Sp se zméni
meze integrace podle thlovych soutadnic. PonévadZ predpoklddame, ze P je regularnim bodem plochy
S, mizeme zvolit smér osy § = 0 ve sméru normaly 7 k plose S v bodé P a misto (11) méme

27 pm
lim // (YVip1 — 01 V) - 71dS; = w(P)/ / sin@dfd¢ = 27wy (P).
s@q—0/JJs, 0 Jm/2

Jde-li polomér plochy S; k nule, pfechdzi plocha S’ v S a z (7) pak plyne tvrzeni (5). Je-li bod P
singularnim bodem plochy S, tj. te¢ny k plose S v bodé P nelezi v jedné roving, plati zfejmé misto (5)

I(P) = —py(P),

kde p je prostorovy thel vymezeny te¢nami prochéazejicimi bodem P.

Chceme-li pocitat vlnovou funkci v bodé P vné uzaviené plochy S, je uziteCna tato formulace inte-
gralni véty:

ii) Necht funkce ¥(Q) a 91(5g) vyhovuji Helmholtzové rovnici (1) vSude vné a na uzaviené plose
S a necht splituji stejnomérné ke vSem smértim v prostoru vyzafovaci podminku 6.1(2). Necht funkce
¥(Q) je spojita i se viemi prvnimi derivacemi vné a na plose S a se vSemi druhymi derivacemi vné plochy
S. Necht totéz plati o funkei ¢1(5g) s vyjimkou bodu P, v némz m4é singularitu typu (2). Pak integral
I(P) dany vyrazem (3) je funkci definovanou pro libovolnou polohu bodu P a plati

I(P) = 4mi(P), (13)
kdyz P je vné plochy S,
1(P) = 2m(P), (14)
kdyz P je regularnim bodem plochy S a
1Py =0, (15)

kdyz P lezi uvnitf plochy S. (Pfi (13) a (14) je nutné pamatovat na to, ze 7 znadi stale vn&jsi normélu
uzaviené po ¢astech hladké plochy S (viz obr. 4).) Diikaz je obdobny dikazu véty i):

a) Lezi-li bod P uvnitf plochy S (obr. 4a)), spliuji funkce ¥(Q) a ¥1(5g) v kazdém bodé @ na plose
a vné plochy S podminky, za nichz plati vztah 6(2), takze integral (3) je roven nule a tvrzeni (15) je
dokézano.

b) Je-li bod P vné plochy S, nespliiuje funkce 1 (5g) podminky platnosti vztahu 6(2) v bodé sg = 0.
Proto tento bod vylou¢ime z vnéjsku plochy S tak, Ze kolem néj opiseme malou kouli s povrchem S a na
plochu S U S; aplikujeme vztah 6(2). Dostaneme vztah (7). Na Sy plati 7 = 5g/sg (obr. 4b)) a jde-li
polomér kulové plochy S k nule, je integral po S; roven integralu

2T pm
/ / [ lim (P + 5q) lim0 505q - Voui(s5g) — lim0 1(50)s030 - lim0 V(P + 5q)| sinfdf de.
sQ— sQ— sQ—

éQ—>0



6.2 Integralni véta 101

a) b) c)

Obrazek 4: K dikazu integralni véty ii).

Jednotlivé limity v integrandu se opét rovnaji hodnotam (8), (9) a (10), limita integralu po Sy v (7) je
tedy rovna —4mip(P), takze

Y(P) = i//s [W(M)V pb1 (Sar) — Y1 () Vi (M)] - it dS (16)

a tvrzeni (13) je dokazéno.

¢) Koneéné je-li P bodem plochy S, vylouc¢ime jej a jeho okoli z povrchu a vnéjsku plochy S éasti
koule s povrchem S opsané kolem bodu P (obr. 4c¢)). Vétu 6(2) pak aplikujeme na plochu S’ U Sy, kde
S’ oznacuje plochu S bez okoli bodu P vymezeného plochou S;. Je-li P regularnim bodem plochy S, je
pii v§poctu limity pro sg — 0 integralu pies plochu S; hodnota integralu podle thlovych proménnych
rovna 27 a limita integralu pfes S; je rovna 2mip(P). Soucasné pii nekoneéné malém poloméru plochy
S1 prejde S’ v S a tvrzeni (14) je tim dokézéno. Je-li P singuldrnim bodem plochy S, je pii vypoétu
limity integralu pfes plochu S; hodnota integralu podle Gthlovych proménnych rovna 47 — p, kde p je
prostorovy thel vymezeny teénami v bodé P, a I(P) = (47 — p)y(P).

Vyjadiujeme-li vinovou funkci ¢(P) v bodé P prostfednictvim vlnové funkce v bodech nekoneéné
plochy S, je vychodiskem tato formulace integralni véty:
iii) Necht S je nekoneénd po ¢astech hladkd plocha rozdélujici prostor na dva poloprostory ¥; a Xs.
Necht feseni 9, ¢1 Helmholtzovy rovnice (1) spliuji stejnomérné ke vem smértim v prostoru vyzarovaci
podminku 6.1(2). Necht ¢ je spojitd funkce i s prvnimi derivacemi na plose S a i s druhymi derivacemi
ve vnitinich bodech poloprostoru 5. Necht totéz plati o funkci v; s vyjimkou bodu P, v némz mé
singularitu typu (2). Pak integrdl I(P) dany vyrazem (3) je funkci definovanou pro libovolnou polohu
bodu P a plati

I(P) = 4mp(P), (17)

kdyz P je vnitinim bodem poloprostoru o,
I(P) = 2m(P), (18)
kdyz P je regularnim bodem plochy S a
I(P)=0, (19)
kdyz P je vnitinim bodem poloprostoru ;.
Dikaz:

a) Je-li bod P vnitinim bodem poloprostoru ¥; (obr. 5a)), splituji funkce 9, ¥1 ve vSech bodech @ po-
loprostoru X5 podminky platnosti vztahu 6(2), a tim je tvrzeni (19) dokézano.
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Obrazek 5: K ditkazu integralni véty iii).

b) Je-li bod P vnitinim bodem poloprostoru X, nespliiuje funkce 1 (5¢g) podminky vztahu 6(2) v bodé
@ = P. Proto kolem bodu P opiSeme malou kouli s povrchem S; a vztah 6(2) aplikujeme na plochu
SUS; (obr. 5b)). Dostaneme vztah (7). Stejné jako pii dukazu véty ii) sub b) shleddme, Ze jde-li polomér
kulové plochy S; k nule, je limita integralu pfes plochu Sy v (7) rovna —4my)(P), takze plati (16), a tim
je tvrzeni (17) dokdzano.

c) Konecné je-li P bodem plochy S, vylou¢ime jej a jeho okoli z plochy S a poloprostoru Xy ¢asti koule
s povrchem S; opsané kolem bodu P (obr. 5¢)). Vztah 6(2) aplikujeme na plochu S’ U Sy, kde S” znadi
plochu S bez okoli bodu P vymezeného plochou S;. Zbytek ditkazu tvrzeni (18) je stejny jako pfi ditkazu
véty ii) sub c).

6.3 Helmholtzova integralni véta

Helmholtzova integralni véta je specidlnim dtsledkem integralni véty pfedchoziho odstavce pifi volbé
1(5g) = exp(iksq)/sq. Je zfejmé, ze tato funkce spliiuje predpoklady kladené v pfedchozim odstavci
na funkei ¢ (5¢): Je FeSenim Helmholtzovy rovnice, v bodé sg = 0 mé singularitu typu 1/sq, pro véechna
sg # 0 je spojitd se véemi pozadovanymi derivacemi a splituje vyzafovaci podminku 6.1(2).

Uvedeme Helmholtzovu integralni vétu opét ve tfech formulacich. Prvni i) vyjadfuje vlnovou funkci
v obecném bodé P uvnitf uzaviené plochy S prostfednictvim vinové funkce a jeji derivace ve sméru
normdly v bodech M plochy S a druh4 ii) totéz v bodé P vné plochy S. Fyzikdlné chapano, je-li plo-
cha S zvolena tak, Ze vSechny zdroje vlnéni jsou uvnitf, je druhéd formulace blizkd obvyklému pojeti
Huygensova—Fresnelova principu. Tteti formulace iii) vyjadiuje vlnovou funkci v obecném bodé P pro-
stfednictvim vlnové funkce a jeji derivace ve sméru normaly v bodech nekonec¢né plochy S. Vyznam této
formulace vyplyva z toho, Ze v optice jde vétsinou o difrakci na rovinném stinitku.

i) Necht ¥(Q) je feSeni Helmholtzovy rovnice spojité se vemi svymi prvnimi derivacemi uvnitf a na
uzaviené plose S a se vSemi druhymi derivacemi uvnit¥ plochy S. Pak integral

1P = [[ {ponvy | 228 |e2@] gyl aas M)

SM SM

je funkci definovanou pro libovolnou polohu bodu P a plati
H(P) = —4my(P), (2)
kdyz P je uvnitf plochy S,

H(P) = =2m¢(P), 3)
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kdyz P je reguldrnim bodem plochy S a

H(P) =0, (4)
kdyz P lezi vné plochy S.

ii) Necht 9(Q) je feSeni Helmholtzovy rovnice spojité se vemi svymi prvnimi derivacemi vné a na
uzaviené plose S a se vSemi druhymi derivacemi vné plochy S. Déale necht ¢ (Q) splituje stejnomérné ke
v8em smérim v prostoru vyzafovaci podminku 6.1(2). Pak integral H(P) dany vyrazem (1) je funkci
definovanou pro libovolnou polohu bodu P a plati

H(P) = 4mi(P), (5)
kdyz P lezi vné plochy S.
H(P) = 2my(P), (6)
kdyz P je regularnim bodem plochy S a
H(P) =0, (7)

kdyz P lezi uvnitt plochy S.

iii) Necht S je nekone¢nd po ¢astech hladké plocha rozdélujici prostor na dva poloprostory ¥; a Xs.
Necht (Q) je Feseni Helmholtzovy rovnice spojité se vSemi prvnimi derivacemi na plose S, se vSemi
druhymi derivacemi ve vnitinich bodech @ poloprostoru Xo, splitujici podminku 6.1(2). Pak integral
H(P) dany vyrazem (1) je funkci definovanou pro libovolnou polohu bodu P a plati

H(P) = 4my(P), (8)

kdyz P je vnitinim bodem poloprostoru Xs.

H(P) = 2mi(P), (9)
kdyz P je regularnim bodem plochy S a

H(P) =0, (10)

kdyz P je vnitfnim bodem poloprostoru .

Helmholtzova integralni véta vyjadiuje vlnovou funkci v bodé pozorovani P prostfednictvim vlnové
funkce a jeji derivace v bodech M plochy S. Na rozdil od heuristického Huygensova—Fresnelova principu
tedy vyzaduje nejen vlnovou funkci, ale i jeji derivaci ve sméru norméaly v bodech M plochy S. Je
rigorézni v tom smyslu, Ze nejde o formulaci heuristickou, ale odvozenou pomoci vét integralniho poctu
z podminky, ze vlnova funkce vyhovuje Helmholtzové rovnici.

Ztotoznime-li plochu S s vlnoplochou, ma Helmholtzova integralni véta dtlezitou vlastnost cCasto
pozadovanou od Huygensova—Fresnelova principu: totiz tu, Ze z vlnoplochy se vlna S$ifi jen ve smérech
od zdroju, kdezto zpétna vina neexistuje (viz 3.2(2)). Skute¢né podle (7) je ¥(P) = 0 pro vSechny body
uvnit¥ plochy S.

Helmholtzovu integralni vétu lze povazovat za hledany difrakéni integral. Vyjadiuje totiz vlnovou
funkei ¥ (P) v bodé P prostfednictvim vinové funkce (M) a derivace ve sméru normdly V(M) - 7
v bodech M plochy S. Potiz je vSak v tom, Ze Helmholtzova integralni véta pozaduje soucasné zna-
lost funkce (M) i derivace ve sméru normaly V(M) - fi. Vychdzime-li tedy pfi vyjadfovani ¢ (M)
a Varp(M) - it z néjakého fyzikdlniho modelu, je nutné dbat na to, aby obé vyjadieni byla matema-
ticky konzistentni. Slabinou Kirchhoffova odvozeni difrakéniho integralu je pravé matematicka rozpor-
nost volby ¢¥(M) a V(M) -7 (srov. odst. 6.4.1 pojednavajici o Kirchoffovych okrajovych podminkéch).
Rayleighovo—Sommerfeldovo odvozeni difrakéniho integralu se proto vraci k integralni vété z odst. 6.2
a za funkci 11 nevoli kulovou vlnu, jako v pripadé Helmholtzovy integralni véty, ale Greenovu funkci, jejiz
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vlastnosti zptisobuji, Ze vysledny difrakéni integrél obsahuje bud jen hodnoty (M), nebo jen hodnoty
V(M) -7t (viz odst. 6.5.1). Nepfijemné u Rayleighova—Sommerfeldova odvozeni vsak je, Ze explicitni
tvar Greenovy funkce je zndm jen pro specidlni tvary plochy S (rovina a koule). Nastésti pro nejdilezi-
t€j8i pripad rovinného difrakéniho stinitka se explicitni tvar Greenovy funkce snadno najde (srov. odst.
6.5.2).

6.4 Kirchhoffovo odvozeni difrakéniho integralu

Difrakéni integral vzdy odvozujeme ve tvaru pouzitelném pro popis difrakce vlnéni dopadajiciho na takové
nepruhledné stinitko s otvory, které oddéluje poloprostor X1, v némz jsou zdroje vlnéni, od poloprostoru
Y5, v némyz pocitdme difrakéni jev (obr. 6). Za plochu S pak zvolime ¢ast povrchu stinitka odvracenou
od zdroju. Pro Kirchhoffovo odvozeni difrakéniho integralu je tedy vychodiskem Helmholtzova integralni
véta iii). Vyplyva z ni

w(P) = ¢ [[ {pnw,, |22 2B g yan) - as, o

SM SM
kde
D = 1, kdyz P je vnitfnim bodem poloprostoru Yo,
D = 2, kdyz P lezi na plose S,

T
|

0, kdyz P je vnitinim bodem poloprostoru ;.

Obrézek 6: K odvozeni Kirchhoffova difrakéniho integralu.

O funkci ¢ se pritom predpoklada, Zze vsude v Yo je feSenim Helmholtzovy rovnice spojitym i s prv-
nimi derivacemi na plose S a i s druhymi derivacemi ve vnitfnich bodech poloprostoru X5 a Ze spliuje
vyzafovaci podminku stejnomérné ke vSem smértm v prostoru. Zbyva nyni specifikovat funkei (M)
a Vayo(M) -7t v bodech M plochy S.

6.4.1 Kirchhoffovy okrajové podminky

Ozna¢me Sy propustnou ¢ast difrakéniho stinitka (obr. 6). Intuitivné se zda byt rozumné dosadit do inte-
gralu (1) Kirchhoffovy okrajové podminky, které pfedpokladaji, Ze v nepropustné ¢asti stinitka je funkce
1 1 jeji derivace ve sméru normaly rovna nule, kdezto v propustné c¢asti je taz, jakoby nepropustnych
¢asti nebylo. Matematicky vyjadieno:

=0 pro M ¢ Sy, (2)
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kde 1o(M) jsou hodnoty vinové funkce, které by byly v bodech M propustné oblasti Sy plochy S, kdyby
nebylo nepropustnych ¢asti difrakéniho stinitka.

7Z fyzikalniho hlediska jsou Kirchhoffovy okrajové podminky zjednoduSenim skutecnosti, jsou vsak
dobfe pfijatelnym modelem, zejména jsou-li rozméry otvord velké ve srovnani s vlnovou délkou. Jistou
pfedstavu o tom, do jaké miry je splnéna podminka (2), 1ze ziskat z graft v praci Braunbeka a Laukiena
[6], které udavaji rozlozeni amplitudy a faze pii difrakci rovinné elektromagnetické viny na nekoneéné
tenké dokonale vodivé (tedy nepropustné) poloroving, vypoctené na zakladé Maxwellovych rovnic. Z grafi
je vidét, ze jiz ve vzdalenosti asi 0,12 od kraje poloroviny klesne v zadni ¢asti poloroviny amplituda
na polovinu hodnoty v propustné c¢asti a ve vzdalenosti A asi na pétinu. Lze z toho usoudit, Ze jsou-li
jak rozméry otvori, tak rozméry nepropustnych ¢asti difrakéniho stinitka velké ve srovnani s vlnovou
délkou, jsou Kirchhoffovy okrajové podminky rozumnou aproximaci. Potiz je vSak v tom, Ze jsou rozporné
z matematického hlediska.

Matematickd rozpornost Kirchhoffovych okrajovych podminek (2), (3) spocdiva v tom, Ze odporuji
vété 1.11: Jestlize v libovolné koneéné casti né€jaké hladké plochy jsou feseni v Helmholtzovy rovnice
i jeho derivace ve sméru normaly Vi - 7i rovny nule, je feSeni ¢ rovno nule v celém prostoru. Okrajové
podminky (2), (3) si tedy vzdjemné odporuji. To degraduje Kirchhofftv difrakéni integral na heuristickou
metodu FeSeni okrajového problému Helmholtzovy rovnice s Kirchhoffovymi okrajovymi podminkami (2),
(3) — srov. vSak poznamku v odst. 6.6

Jinou matematickou nesrovnalosti je, ze Kirchhoffovy okrajové podminky jsou na plose S nespojité,
kdezto Helmholtzova integralni véta predpoklada, Zze funkce 1 je v bodech plochy nejen spojita, ale
i hladka. Tuto nesrovnalost lze odstranit, nebot nespojitosti jsou konecéné. Matematicky lze k po ¢astech
hladkym okrajovym podminkam (M), V rep(M)-7i sestrojit takové hladké funkce 1(©) (M), V 9(C) (M)-
i, ze rozdily Ay = (M) = (M), Ay(M) = V(M) -ii—V (€ (M) -7 jsou nenulové pouze v libo-
volné tzkém oboru lemujicim nespojitosti funkci (M), Varp(M) - i. Lze nahlédnout, Ze vinova funkce
(©)(P), kterou déva difrakéni integral s hladkymi okrajovymi podminkami 4() (M), Ve (C)(M) -1,
se libovolné mélo lisi od vlnové funkce ¢ (P) dané difrakénim integrélem s po ¢astech spojitymi okrajo-
vymi podminkami.

6.4.2 Kirchhoffuv difrakéni integral
Dosazenim okrajovych podminek (2), (3) do (1) se ziskd Kirchhoffiiv difrakéni integral ve tvaru

_ Z//SO {wo(M)VM [expii]\/st)] B [exp(ikszu)] VszJo(M)} - 7dS,, (4)

SM
v némz se integruje pouze pies propustnou ¢ast Sy difrakéniho stinitka.
Jako specidlni ptfipad uvazujeme difrakéni stinitko, jehoz propustné ¢asti jsou tvoreny prazdnymi
—_—

otvory a které je osvétleno kulovou vlnou vychazejici ze zdroje Py (obr. 6). Oznacime-li 7y = PoM,
mé vlnova funkce a jeji gradient v bodech M difrakéniho stinitka tvar (az na konstantni faktor majici
vyznam amplitudy v jednotkové vzdalenosti od zdroje Pp)

e . S, e
(M) = exp(i 7"M)7 Vartbo(M) = ik (1+ i > 7y expli TM)'
M kT’M M M
Dosadime-li tyto vyrazy do (4), dostaneme po tpravé
e 1k (rar + s 5 i 7 i
// xp[ik(ras + sar)] FM<1+ - )—W<1+1 )}.ﬁdso. (5)
So TMSM Sm ks M krag
V pripadé optlcke difrakce je rar, spr >> A, a proto 1/kryr a 1/ksyy 1ze zanedbat proti jednicce. Pak
D=1a
e 1k (rar+ s P 5
// xp[ik(rar + 5a1)] (W - SM) -7 dSo. (6)
So TMSM ™M SM

Zejména tento tvar difrakéniho 1ntegralu je vychodiskem pro numerické vypocty optickych difrakénich
jevi.

Pfi pfechodu od integralu (4) k integralu (6) je pou¢né si vSimnout, jak z teorie vyplyvaji Fresnelav
fazovy predstih (—i) = exp(—in/2) sekundéarnich vln a faktor 1/A = k/27, o nichZ byla fe¢ v odstavci
3.2 o Huygensové-Fresnelové principu. Déle je z integralu (6) vidét, Ze v piipadé, Ze se integruje pres
vlnoplochu (tj. 7/r = i), je faktor sklonu (1 —7 - §/5)/2, jak o tom byla zminka v témz odst. 3.2, 3.2(3).
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6.4.3 Helmholtzova véta o reciprocité pri difrakci

Specidlni tvar Kirchhoffova difrakéniho integralu (5) resp. (6) dévajici vinovou funkei p¥i izotropnim
bodovém zdroji je antisymetricky vzhledem k poloham bodového zdroje Py a bodu pozorovani P. Zaméni-
li se poloha zdroje a bodu pozorovéani, zméni se v integralech (5) a (6) pouze znaménko. To znamend, Ze
zpusobi-li zdroj Py néjaky rozruch v bodé pozorovani P, pak identicky zdroj umistény v P by zpusobil
— az na znaménko — tyz rozruch v bodé Py. To je Helmholtzova véta o reciprocité pii difrakci.

Tuto vétu nelze chapat tak, Zze by otvor v nepropustném difrakénim stinitku mohl mit néjaké fokusacni
vlastnosti a zptsobovat, ze kdyby se jako zdroje pouzilo difrakéniho obrazce ziskaného pomoci bodového
zdroje, bylo by mozné difrakci na identickém otvoru zkoncentrovat svétlo opét do bodu. Helmholtzova
véta o reciprocité pii difrakci totiz nerikd nic o hodnotach vlnové funkce v okoli bodu Fj.

6.5 Rayleighovo—Sommerfeldovo odvozeni difrakéniho integralu

Rayleighovo—Sommerfeldovo odvozeni ([7], [8], §34) je matematicky exaktni odvozeni difrakéniho inte-
gralu v teorii difrakce skaldrnich vln. Jeho prakticky vyznam je veliky, tfebaZe je omezen jen na piipad,
kdy je zndm explicitni tvar Greenovy funkce pfislusejici tvaru difrakéniho stinitka (plose S v integralni
vété). Tento explicitni tvar lze totiz najit, jen kdyz je difrakéni stinitko rovinné. V optickych aplikacich
tomu tak nastésti byva. Zamérime se proto pri vykladu Rayleighova—Sommerfeldova odvozeni na tento
pripad a vyjdeme z integralni véty iii) odst. 6.2.

6.5.1 Greenova funkce

Nutnost predepisovat na ploSe S vlnovou funkci i jeji derivaci ve sméru normaly, coZ je pFi¢inou roz-
pornosti Kirchhoffova odvozeni, odpadd, zvolime-li v integralni vété iii) odst. 6.2 za pomocnou funkci
1 bud funkci G(7)(P,Q), jez je rovna nule v bodech plochy S, nebo funkci G(H) (P, Q), jejiz derivace
ve sméru normaly k ploge S je rovna nule. Musi tedy pomocné funkce G(~) resp. G() spliiovat tyto
podminky:

A) Je fesenim Helmholtzovy rovnice

VoG(P,Q) + KG(P,Q) =0 (1)

spojitym i s prvnimi derivacemi v bodech plochy S a i s druhymi derivacemi ve vnitfnich bodech @) # P
poloprostoru Xs.

B) V bodé Q = P ma singularitu
. 1
G(Sg) = — pro sg — 0. (2)
SQ

C) Stejnomérné ke vSem smériim v prostoru spliiuje vyzafovaci podminku

lim sg VQG(P,Q)-i—Q—ik:G(P,Q) = 0. (3)
SQ—00 Q

D) V bodech M plochy S plati bud

G)(P, M) =0, (4)

nebo

VuGH (P, M) -7=0. (5)

Funkci G(7) resp. G(*) splijici podminky (1) az (4) resp. (1), (2), (3), (5) nazfvame Greenovou
funkei. Diivod oznaceni G(=) a G*) vyplyva z explicitniho tvaru téchto funkci (srov. nize uvedené vztahy
(8) a (9)). Pokud neni tfeba mezi obéma funkcemi rozliSovat, uzivime spole¢ného symbolu G.

Splnéni prvnich t¥i podminek vyzaduje integralni véta iii) odst. 6.2. Podminka (4) je specifickd pro
funkci G(-). Diky této podmince staéi k uréeni vinové funkce ¥)(P) v bodé P jen hodnoty vlnové funkce
(M) v bodech plochy S a neni tieba specifikovat derivaci ve sméru normély. Pouzijeme-li totiz za funkci
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1y ve vété iii) odst. 6.2 Greenovu funkci G(7) (tj. dosadime-li ji do vztahu 6.2(3)), dostaneme (z 6.2(17)
az 6.2(19)) s vyuzitim (4)

ulP) = 1 [[o0nvueO P - as. )

kde D m4 tyZz vyznam jako v pfipadé 6.4(1).

Naproti tomu podminka (5) je specifickd pro funkci G(+) a umoziiuje to, ze k uréeni vlnové funkce
1 (P) staci jen hodnoty derivace vlnové funkce ve sméru normaly k plose S, tj. V(M) - 71, a neni tieba
specifikovat samu vinovou funkei ¢(M). Pouzijeme-li za funkei ¢y ve vété iii) odst. 6.2 Greenovu funkci
G, dostaneme

W(P) = _3 / /S GO (P, M)V prib(M) - 71 dS. (7)

Kazdy ze vztaht (6) a (7) urcuje vlnovou funkei ¥ v libovolném bodé prostoru. Aby v8ak bylo mozné
téchto vztahil prakticky pouzit, musime najit explicitni tvar funkei G(=) a G() prislusejicich ploge S.
a bod P je vnitinim bodem poloprostoru ¥y, lze najit explicitni tvary funkci G(=) a G+) snadno ([8],
§34).

6.5.2 Explicitni tvar Greenovy funkce prislusejici rovinnému difrakénimu stinitku

K nalezeni explicitniho tvaru funkci G(=) a G) pifslusejicich roviné S pouzil Sommerfeld ([8], §34)
metody obrazu (obr. 7). Necht P je vnitfnim bodem poloprostoru X5 a necht P’ je zrcadlovy obraz bodu
P podle roviny S. Pak funkce

B exp(iks exp(iksy)
G(p,q) = ZRliksa) 2Pl ®)
SQ SQ
a
. k !
a)(p,q) = ORlse) | Pliksg) (9)
SQ SQ

kde 5, = P'Q, jsou hledanymi explicitnimi tvary Greenovych funkei, nebot funkce (8) splituje podminky
(1) az (4) a funkce (9) spliiuje podminky (1), (2), (3) a (5):

i) G(P, Q) je spojitym Fesenim Helmholtzovy rovnice ve vSech bodech P # @ poloprostoru . (Sin-
gularita v bodé P’ nevadi, nebot P’ ¢ %,.)

ii) Pro sg — 0 se funkce G(P, Q) chova jako 1/sq, nebot prvni s¢itanec se k této funkci blizi. Naproti
tomu druhy séitanec zistava konecny.

iii) Vyzafovaci podminka je rovnéz splnéna (srov. 6.1(3)).

iv) Sestaveni funkce G (P, Q) metodou zrcadleni, tj. s = s, zajistuje splnéni podminky G(=) (P, M) = 0
v bodech roviny S. Rovnéz funkce G(*) splituje podminku (5), jak se lze presvédéit piimym vypoctem:

<1+i>exp<iksw@+<l+ )M@] (10)

ksq 5Q 50 ksg 50 50

VoGP, Q) =ik

Ponévadz v bodech M roviny S je sy = ), vyplyva z (10), ze vektor

. . D
VG (P M) = ik (1 + ) expliksn) (SM + SM) (11)

/
ksM SM SM Swr

leZi v roving S (srov. obr. 7), takZe skalarni souéin tohoto vektoru s normélou 7 k roviné S je roven nule,
jak pozaduje podminka (5).
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Obrézek 7: K nalezeni explicitnich tvart Greenovych funkei G(=) a G+ pro piipad rovinného difrakéniho
stinitka.

Zbyvéa jesté zdlvodnit omezeni polohy bodu P na vnitfni body poloprostoru ¥,. Jsou t¥i moznosti
polohy bodu P:
a) P je vnitfnim bodem poloprostoru X,
b) P je vnitinim bodem poloprostoru i,
c) P lezi v roviné S.
V piipadé a) bylo jiz dokézano, ze funkce (8) a (9) jsou explicitnimi tvary Greenovy funkce. V piipadé b)
by bod P’ byl vnitfnim bodem poloprostoru X, a singularita v tomto bodé by odporovala prvni podmince
kladené na Greenovu funkci. Nejsou proto v pfipadé b) funkce (8) a (9) Greenovymi funkcemi. V pfipadé
c) by byla funkce G(=)(P,Q) = 0 pro libovolnou polohu bodu Q v celém prostoru, coz by odporovalo
druhé podmince, jiz musi Greenova funkce spliiovat. Naproti tomu funkce G(*)(P, Q) ma v piipadé c)
tvar

G(H(P Q) =2 exp(iksq)
b SQ
jenz spliiuje podminky (1), (2), (3) a (5). Funkce G(*) (P, Q) ztistava proto Greenovou funkci, i kdyz bod
P lezi na plose S.

)

6.5.3 Rayleighuv—Sommerfelduv difrakéni integral pro okrajovou podminku (M)
Explicitniho tvaru (8) Greenovy funkce G()(P, Q) nyni pouZijeme k tpravé integralu (6). Ponévadz

v bodech M roviny S je sy = s, a &y -7t = —5, -7 (stov. obr. 7), mé derivace Greenovy funkce G(~)
ve sméru normaly tvar
(-) Lo i\ exp(iksm) (Sm) -
VG (P,M) -7i=2ik 1+ — |- 7. (12)
kSM SM SM

Funkce (8) je explicitnim tvarem Greenovy funkce G(~)(P,Q), pouze kdy# P je vnitinim bodem polo-
prostoru Xa. Polozime proto v (6) D = 1. Dosadime-li déle do (6) derivaci ve sméru normaly ve tvaru

(12), dostaneme
= o[ ) ()

Je-li rovinné difrakéni stinitko S tvofeno propustnymi ¢astmi Sy a nepropustnymi ¢astmi S — Sy, pred-
stavuji rozumny fyzikalni model okrajové podminky

V(M) =0 pro M¢Sy,  ¢(M)=1o(M) pro M €S, (14)

kde 1o(M) znadi opét hodnoty vlnové funkce, které by byly v bodech M propustné oblasti Sy roviny
S, kdyby nebylo nepropustnych ¢asti difrakéniho stinitka. (Problém nespojitosti funkce ¢ (M) v bodech
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okraje otvoru lze pfeklenout zptisobem naznacenym v zavéru odst. 6.4.1.) Za podminek (14) mé difrakéni

integral (13) tvar
w(py =5 [ wotar ) [ZRE) (14 ) (2) ase (15)

SM /C.SM SM

v némz se integruje pouze pies propustnou ¢ast Sy rovinného stinitka. Integral (15) je korektné odvo-
zenym difrakénim integralem, jenz vyjadiuje vinovou funkci v bodé P prostiednictvim hodnot vlnové
funkce (M) v bodech M propustné ¢asti Sy rovinného stinitka. Takto koneéné dostavame aspoil pro
pfipad rovinného difrakéniho stinitka Huygensiv—Fresneltv princip korektné odvozeny z vlnové rovnice.

Uvedeme rovnéz tvar difrakéniho integralu (15) ve specidlnim pfipadé rovinného difrakéniho stinitka,
jehoZz propustné casti jsou tvofeny prazdnymi otvory a které je osvétleno kulovou vlnou vychézejici

z bodového zdroje Py, tj. vo(M) = exp(ikryr) /vy, Tm = PJI:

k:
// expl TM+SM)] <1+ ) Smr - 7dS,. (16)
So TMSM ksy ) sm

V piipadé optické difrakee je spr >> A, takze 1/ksys lze zanedbat proti jednicce. Difrakéni integral
(16) m4 pak tvar

k —
// exp ik(ras +SM)] SM .7 dS,. (17)
So

TMSM SM

Stoji za upozornéni, ze na rozdil od Kirchhoffova integrélu 6.4(5) resp. 6.4(6) nem4 integrél (16) resp.
(17) symetrii vzhledem k polohdm bodového zdroje Py a bodu pozorovani P, takZe nemtize existovat
analogie Helmholtzovy véty o reciprocité.

—

6.5.4 Rayleighuv-Sommerfelduv difrakéni integral pro okrajovou podminku V(M) - i
V bodech M roviny S je Greenova funkce (9)

G (PM) =2 exp(iksar)
9 SM )

takze integral (7) nabude tvaru

P):fg//s {QXP(SIAIZSM)} V(M) - idS . (18)

Vzhledem k moznym polohdm bodu P, pro néz je funkce (9) Greenovou funkei (srov. zavér odst. 6.5.2),
mize D nabyvat hodnot D = 1, kdyz P je vnitfnim bodem poloprostoru Xo, D = 2, kdyz P lezi v roviné
S.

Je-li rovinné stinitko S tvofeno propustnymi ¢astmi Sy a nepropustnymi castmi S — Sy, predstavuji
rozumny fyzikalni model okrajové podminky

Vup(M)=0 pro M ¢Sy, V(M) = V(M) pro M € S, (19)

kde 1o (M) zna¢i hodnoty vlnové funkce, které by byly v bodech M roviny S, kdyby nebylo nepropustnych
C4sti. Za podminek (19) ma difrakéni integral (18) tvar

_ _% //SO [‘XPSA’ZSW] Y artbo(M) - 77 dSp. (20)

Integral (20) je korektné odvozenym difrakénim integralem, jenz vyjadiuje vinovou funkci v bodé P pro-
stfednictvim hodnot derivace vinové funkce ve sméru normaly v bodech M propustné ¢asti Sy rovinného
stinitka S.

Je-li rovinné difrakéni stinitko osvétleno kulovou vinou vychazejici z bodu Py a jsou-li propustné ¢asti

prazdné otvory, je vo(M) = exp(ikry)/ra, T = PH\)L takze podle (20) je

exp 1k (ras +SM)] < i ) Y
Y(P) //S 1+ -7 dSp. (21)

TMSM krar ) v
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V pfipadé optické difrakce je rpy >> A, takze 1/kry << 1, a také sp; >> A, takze D = 1, a difrakéni
integral (21) méa tvar

Y(P) = : //S b o) F—Mﬂdso. (22)

2T TMSM M

Rovnéz difrakéni integrdl (21) resp. (22) nemd symetrii vzhledem k polohdm bodového zdroje P,
a bodu pozorovani P, a proto nemitize existovat analogie Helmholtzovy véty o reciprocite.

6.6 Poznamka ke Kirchhoffovu difrakénimu integralu

V predchozich tivahédch bylo zdtraznéno, ze Kirchhoffovo odvozeni je rozporné, nebot okrajové podminky
6.4(2) a 6.4(3) si odporuji. Nicméné Kirchhoffiv difrakéni integral 6.4(5) a 6.4(6) ma tvar matematické
formulace Huygensova—Fresnelova principu; neni tedy divu, Ze numerické vypocty difrakénich jevia za-
loZzené na tomto integralu dokonale souhlasi s experimentem. Navic v pfipadé rovinného stinitka je
Kirchhoffav difrakéni integral 6.4(5) aritmetickym primeérem difrakénich integralt 6.5(16) a 6.5(21),
korektné odvozenych Rayleighovym—Sommerfeldovym zpisobem. Smime tedy s ohledem na tyto skutec-
nosti doufat, ze Kirchhoffiv difrakéni integral neni bezcenny z matematického hlediska?

Nebudeme se touto otdzkou podrobnéji zabyvat. Uvedeme jen, ze F. Kottler [9] ukézal, Ze Kirchho-
ffuv difrakéni integral je korektnim feSenim ne sice okrajového problému s Kirchhoffovymi okrajovymi
podminkami, ale problému, jenZz mé na plose S predepsanu nespojitost vinové funkce a jeji derivace
ve sméru normdly (saltus problem). To, co Kirchhoff povazoval za okrajové hodnoty, vzal Kottler za
hodnoty skoku na plose S. To znamena, ze v propustnych ¢astech Sy difrakéniho stinitka je

0 0 0
Ben(0) s =v00), (G0) = (G2) =T wres,

kde 1o(M) znadi stale hodnoty vlnové funkce, které by byly v bodech M, kdyby nebylo nepropustnych
Casti stinitka, a indexy ext a int znaci vnéjsi a vnitini stranu plochy S vzhledem k oblasti ¥5. V ne-
propustnych ¢astech difrakéniho stinitka je pak predepsano spojité chovani vlnové funkce v i derivace

o /on:
- o oY _
wext(M) - %‘nt(M) - wO(M)7 (8”)6@5 a <8n)znt -0

Podrobnosti viz téz v [10].
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