
Program 6. semináře z matematiky II

Řešeńı ṕısemky

1. Necht’ funkce f : R → R je spojitá v bodě a a f(a) ̸= 0. Dokažte, že funkce 1/f(x)
je definována na nějakém okoĺı bodu a a je v bodě a spojitá.

2. Necht’ U = {a
√
3 + b

√
5 ∈ R; a, b ∈ Q}. Dokažte:

(a) U je vektorový prostor nad racionálńımi č́ısly Q (1 bod),
(b) Reálná č́ısla

√
3 a

√
5 tvoř́ı jeho bázi (3 body).

3. Necht’ M je podmnožina intervalu [a, b] s těmito vlastnostmi:

(1) a ∈ M ,
(2) Je-li x ∈ M a x ̸= b, pak existuje δ > 0 takové, že [x, x+ δ) ⊆ M ,
(3) Je-li {xn}∞n=1 rostoućı posloupnost prvk̊u množiny M a

lim
n→∞

xn = x,

pak x ∈ M .

Dokažte, že M = [a, b].

Řešeńı domáćı úlohy

4 Necht’ [an, bn] pro n ∈ N je systém do sebe vložených interval̊u [an+1, bn+1] ⊆
[an, bn]. Pomoćı suprema vhodné množiny dokažte, že pr̊unik všech těchto interval̊u
je neprázdný, tj.

∩∞
n [an, bn] ̸= ∅.

Ukažte, že tvrzeńı neplat́ı pro otevřené intervaly.

5. Cauchyova nutná a postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci vlastńı limity limx→a f(x)
je

(∀ε > 0) (∃δ > 0) (∀x, y ∈ (a− δ, a+ δ)− {a}) |f(x)− f(y)| < ε.

(1) Dokažte, že je to podmı́nka nutná.
(2) Pomoćı této podmı́nky dokažte, že limx→0 sin

1
x
neexistuje.

6. Necht’ U je vektorový prostor se skalárńım součinem a necht’ P : U → U je kolmá
projekce na podprostor V ⊂ U . Dokažte, že

(1) P ◦ P = P ( symbol ◦ znamená skládáńı zobrazeńı).
(2) Pro všechna u, v ∈ U plat́ı

⟨Pu, v⟩ = ⟨u, Pu⟩.
(⟨u, v⟩ znač́ı skalárńı součin.)


