Program 6. seminare z matematiky II
Reseni pisemky

1. Necht funkce f: R — R je spojitd v bodé a a f(a) # 0. Dokazte, ze funkce 1/ f(x)
je definovana na néjakém okoli bodu a a je v bodé a spojita.

2. Necht U = {av/3 + bV/5 € R;a,b € Q}. Dokazte:
(a) U je vektorovy prostor nad raciondlnimi ¢isly Q (1 bod),

(b) Redlnd &isla /3 a v/5 tvoii jeho bézi (3 body).

3. Necht M je podmnozina intervalu [a, b] s témito vlastnostmi:
(1) a e M,
(2) Je-lix € M ax # b, pak existuje 6 > 0 takové, ze [x,z + ) C M,
(3) Je-li {z,,}5°, rostouci posloupnost prvku mnoziny M a

lim z, =z,
n—oo

pak x € M.
Dokazte, ze M = [a, b].

ResSeni domaci ilohy

4 Necht [an,b,] pro n € N je systém do sebe vlozenych intervalt [a,y1,b,11] C
[ay, by]. Pomoci suprema vhodné mnoziny dokazte, ze prunik vSech téchto intervalu
je neprazdny, tj.

M5 [an, ba] # 0.

Ukazte, ze tvrzeni neplati pro oteviené intervaly.

5. Cauchyova nutna a postacujici podminku pro existenci vlastni limity lim,_,, f(z)
je
(Ve >0) (36 >0) (Vo,y € (a —d,a+0) —{a}) |f(z) — f(y)| <e.
(1) Dokazte, ze je to podminka nutna.
(2) Pomoci této podminky dokazte, Ze lim,_,osin 1 neexistuje.

6. Necht U je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem a necht P : U — U je kolm4
projekce na podprostor V' C U. Dokazte, ze

(1) Po P = P ( symbol o znamen4 sklddani zobrazeni).
(2) Pro vsechna u,v € U plati

(Pu,v) = (u, Pu).

({u,v) znaci skaldrni soucin.)



