
Úlohy řešené na 7. semináře z matematiky II

Řešeńı ṕısemky

1. Necht’ funkce f : R → R je spojitá v bodě a a f(a) ̸= 0. Dokažte, že funkce 1/f(x)
je definována na nějakém okoĺı bodu a a je v bodě a spojitá.

2. Necht’ U = {a
√
3 + b

√
5 ∈ R; a, b ∈ Q}. Dokažte:

(a) U je vektorový prostor nad racionálńımi č́ısly Q (1 bod),
(b) Reálná č́ısla

√
3 a

√
5 tvoř́ı jeho bázi (3 body).

3. Pĺıživé lemma Necht’ M je podmnožina intervalu [a, b] s těmito vlastnostmi:

(1) a ∈ M ,
(2) Je-li x ∈ M a x ̸= b, pak existuje δ > 0 takové, že [x, x+ δ) ⊆ M ,
(3) Je-li {xn}∞n=1 rostoućı posloupnost prvk̊u množiny M a

lim
n→∞

xn = x,

pak x ∈ M .

Dokažte, že M = [a, b].

Daľśı úlohy

4. Pomoćı předchoźıho pĺıživého lemmatu dokažte, že každá spojitá funkce f : [a, b] →
R je shora omezená.

5. Dokažte, že každá spojitá funkce f : [a, b] → R nabývá svého maxima v nějakém
x0 ∈ [a, b]. (Použije se výsledek úloh 4 a 1.)

6. Každá posloupnost č́ısel xn ∈ [a, b] obsahuje konvergentńı podposloupnost. Limita
této podposloupnosti lež́ı v [a, b]. (To znamená, že uzavřený interval je kompaktńı
metrický prostor.)


