Ulohy feSené na 7. seminafe z matematiky II
Reseni pisemky

1. Necht funkce f: R — R je spojitd v bodé a a f(a) # 0. Dokazte, ze funkce 1/ f(x)
je definovana na néjakém okoli bodu a a je v bodé a spojita.

2. Necht U = {av/3 + bV/5 € R;a,b € Q}. Dokazte:
(a) U je vektorovy prostor nad raciondlnimi ¢isly Q (1 bod),
(b) Reélnd &isla /3 a v/5 tvoii jeho bézi (3 body).

3. Plizivé lemma Necht M je podmnozina intervalu [a,b] s témito vlastnostmi:
(1) ae M,
(2) Je-lixz € M ax # b, pak existuje 6 > 0 takové, ze [x,z + ) C M,
(3) Je-li {z,,}5°, rostouci posloupnost prvku mnoziny M a

lim z, =z,
n—oo

pak x € M.
Dokazte, ze M = [a, b].

Dals{ tilohy

4. Pomoci predchoziho plizivého lemmatu dokazte, ze kazd4 spojita funkce f : [a, b] —
R je shora omezen4.

5. Dokazte, ze kazdd spojita funkce f : [a,b] — R nabyvéa svého maxima v néjakém
zo € [a,b]. (Pouzije se vysledek tloh 4 a 1.)

6. Kazda posloupnost ¢isel x,, € [a, b] obsahuje konvergentni podposloupnost. Limita
této podposloupnosti lezi v [a,b]. (To znamend, Ze uzavieny interval je kompaktni
metricky prostor.)



