Variace, kombinace, ...

Pro kazdé redlné &islo r a kazdé nezaporné celé &islo k definujeme klesajici
faktorial

[ = 1 pokud k =0,
o r(r=1)(r—2)---«(r—k+1) pokud k>0

a rostouci faktorial

1 = 1 pokud k =0,
) r(r4+1)(r+2)- - (r+k—1) pokud k > 0.

Zejména pak pro kaZzdé nezaporné celé &islo n mame definovan jeho faktorial
n! = [n],.

Pro kaZdé redIné &islo r a kazdé nezdporné celé &islo k definujeme binomicky

koeficient
r\ _ [«
k) k-

Pro tyto binomické koeficienty mame ndsledujici poznatky.
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Tvrzeni.

77 77

Pro libovolné redlné ¢&islo r a libovolné nezaporné celé ¢&islo k plati vztahy

o ()= (TR,
@ () (ia)=(i51)

Duikaz.

Podle definic klesajicich a rostoucich faktoridli a binomickych koeficienti
dostdvame:

0 (7) -5 - SR - o (),

@ () (0 )= Moy Mo G ULt

k+1) " kT k1) (k +1)!

_ (e _ [r 4 e _ (r+1)
o (k+ 1) (k+1)r \k+1)
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Poznamenejme, Ze pro kazdé redlné &islo r podle definice binomickych koeficienti
plati (6) =1, zejména (8) =1, a pro kazdé kladné celé ¢&islo k plati (2) =0.
Tyto hranigni podminky spolu s rekurentni formuli v &3sti (ii) pfedchoziho tvrzeni
umoziuji postupné pocitat vSechny hodnoty (Z) pro jakakoliv nezdpornd celad
&isla n, k.

V nasledujicich definicich a tvrzenich necht n, k jsou libovolna nezaporna celd &isla
a necht M je libovolna kone¢nd mnoZina majici n prvkd.

Uspo¥adané k-tice (my, ..., mg) vzajemn& riznych prvkd my,..., my € M se
nazyvaji variace k-té tfidy v mnoziné M. Lze je také popsat jako prostd zobrazen{
{1,...,k} - M.

Tvrzeni.

Pocet viech moznych variaci k-té t¥idy v mnoZin& M je roven &islu [n]. O

Zejména tedy poclet viech permutaci mnoZiny M je roven &islu nl.

Uspotadané k-tice (my, ..., m) libovolnych prvkd my, ..., mx € M se nazyvaji
variace k-té t¥idy v mnoZiné M s opakovanim. Lze je také popsat jako libovolna
zobrazeni {1,..., k} — M.
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Tvrzeni.

Polet viech variaci k-té t¥idy v mnoZin& M s opakovanim je roven &islu n*
(klademe-1i 0° = 1). O

Libovolné k-prvkové podmnoZiny L C M se nazyvaji kombinace k-té t¥idy

v mnozing M. Je mozné je také popsat jako libovolnd zobrazeni f : M — {0, 1}
spliiujici >, -y f(m) = k. Zobrazeni f odpovidajici podmnoZzing L C M je
takzvané charakteristické zobrazeni podmnoziny L.

Tvrzeni.
[n]

Po&et vSech moZnych kombinaci k-té t¥idy v mnozin& M je roven &islu () = ‘7.

Duikaz.

Plyne z pfedminulého tvrzeni, nebot z jedné k-prvkové podmnoZiny L C M, tedy
z jedné kombinace k-té t¥idy v mnoZiné M Ize vytvorit celkem k! variaci k-té t¥idy
v mnoziné M. Tyto variace se dostanou jako libovolné permutace prvki
podmnoziny L. O

4/11



UvaZme nyni libovolng zobrazeni g : M — {0,1,2, ...} spliiujici podminku

> mem &(m) = k. Tato zobrazeni nazyvdme kombinace k-té tfidy v mnoZzin& M
s opakovanim. Lze si je pFedstavit tak, Ze pro kazdy prvek m € M udava hodnota
g(m) potet vyskytil prvku m v dané kombinaci.

Tvrzeni.

Pocet vsech kombinaci k-té t¥idy v mnoZiné M s opakovanim je roven &islu
( n+k—1 )
e

Dikaz.

Bez jakékoliv Gjmy miZeme predpoklddat, ze M = {1,2,...,n}. Je-li k =0, je
uvedeny polet kombinaci roven 1. Je-li k > 0, ale n =0, je tento pocet roven O.
Jestlize k > 0 a n > 0, vezm&me déle mnoZinu M = {1,2,....n+ k — 1}. Na
obou mnozindch M i M uvazme obvyklé uspotadani ¢isel. P¥i tomto usporadani
Ize libovolné kombinace k-té tfidy zapisovat jako vzestupné usporadané k-tice
¢isel; v pripadé kombinaci s opakovanim jde o vzestupné usporadané k-tice ne
nutné riznych &isel.

5/11



P¥i tomto zapisu kombinaci je predpisem
(my,mp,ms, ... omi) = (my,my+1,m3+2,....,mg+k—1)

ocividné dana vzajemné jednoznacnd korespondence mezi kombinacemi

s opakovanim k-té t¥idy v mnoZing€ M a obyejnymi kombinacemi k-té t¥idy
v mno¥iné M. Mno%ina M ma n+ k — 1 prvk(i a zbyva uZ jen se odvolat na
predchozi tvrzeni.

O

Nyni nasleduje binomicka véta.

Véta.

V okruhu Z[x, y] vSech polynomi dvou promé&nnych x,y nad okruhem Z vsech
celych &isel pro libovolné kladné celé &islo n plati

=3 (7) sty

k=0
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Dikaz.

Po rozndsobeni mocniny (x + y)" vznikne pro kazdou hodnotu k celkem ()

s¢itanci tvaru x¥y"~k nebot podle pfedminulého tvrzeni pravé tolika zpiisoby je

moZno vybrat k-prvkovou podmnoZinu té&ch zdvorek (x + y), z nichZ se p¥i tvorb&

sou&inu x¥y"~¥ uplatni prom&nnd x. ]

Dusledek.

Pro libovolné nezaporné celé Cislo n plati rovnosti

(i) é (Z) =2"
o S () ={3 nss
Diikaz.

Ob& tvrzeni (i) i (ii) jsou pro n = 0 zfejm3 a pro n > 0 plynou z binomické v&ty
dosazenim 1 za x i y, respektive —1 za x a 1 za y. [
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Pro libovolné kladné celé &islo £ a pro libovolna nezdporna celd &isla na ki, ..., ke
spliiujici ky + -+ - + ky = n definujeme polynomicky koeficient

n _ n!
kl,...,kg 7k1|k€|

V nésledujicim tvrzeni ozfejmime kombinatoricky vyznam polynomickych
koeficientl. Pijde o zobecnéni pfedminulého tvrzeni tykajiciho se binomickych
koeficient(i. Bud op&t M libovolna kone&nd mnoZina majici n prvki.

Tvrzeni.

Necht ky, ..., ke jsou nezdporna celd &isla takovd, Ze je spinéno ky + --- + ky = n.
Pak polet viech zobrazeni h: M — {1,... ¢} spliiujicich podminky |h=2(i)| = k;
pro viechna i = 1,...,4 je roven &islu (kl,.[.1.,kz )

Diikaz.

Postupujeme indukci vzhledem k &islu £. Pro £ =1 je tvrzeni zfejmé. Necht dile ¢
je p¥irozené &islo takové, Ze £ > 1. UvaZme libovolné zobrazeni h: M — {1,..., ¢}
spliujici dané pozadavky. Polozme L = h=1(¥). Podle pfedminulého tvrzenf
existuje (x, ) moZnosti, jak miZe vypadat tato podmnoZina L mnoZiny M.
Uvazme déle zdZeni h|p—; zobrazeni h na podmnoZinu M — L. Podle induk&niho
predpokladu je moZno toto zdZeni h|y_; vytvoFit (kl"*ﬁzil) zplisoby.
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Odtud pro celkovy pocet viech moznych zobrazeni h spliiujicich dané poZadavky
vychazi

ny n— ke _ n! o (n—k)t n 0
ke kl,...,kg_1 7kg!-(n—kg)! k1!~-~-~kg_1!7 k1,~--;kl .

V kontextu tohoto kombinatorického vyznamu polynomickych koeficientl byva
nékdy také ¥e¢ o takzvanych permutacich s opakovanim. Jde o libovolné
usporadané n-tice vytvorené z ¢ prvki, v nichZ pro kazdé i = 1,...¢ ma i-ty prvek
celkem k; vyskytd.

Pro polynomické koeficienty mame nasledujici rekurentni formuli.

Tvrzeni.

Necht ¢ je kladné celé &islo, necht ki, ..., ks jsou nezdaporna celd &isla a necht
n=k + - -+ kg. Je-li n > 0, pak plati

n n—1
<k1,...,kg> _Z<k1,...,kj1,kj—1,kj+1,...,kg>’

kde suma je pres viechna j = 1,...,/ takova, Ze k;j > 0.
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Diikaz.

P¥imym vypoctem vyjde

Z n—1
Ky ki1, ki — 1, kiea, - ke

(n—1)
Zkl Lo(ki— 1)V k! oo - k!
—Z (n—l) - kj
Kyl - - Tkl kil e - !
:(n—l).-ij: ne(n—1) _< g ) O
kil kgl kil - e - k! ki, ..., ke) "

Dostdvdme se nakonec k nasledujicimu zobecn&ni binomické véty.

Véta.

Pro libovolnd kladnd celd &isla n a £ v okruhu Z[x, . .., xp] vSech polynomi ¢
proménnych nad okruhem 7 plati

n n
(X1+"'+X€) _Z<k1 kE)xlkl.... x;z’
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kde suma je pFes viechny uspofadané (-tice (ki, ..., k¢) nezapornych celych &isel
spliiujici ky + - - -+ ke = n.

Diikaz.

Vede se analogicka tvaha jako v ditkazu binomické véty s odkazem na
kombinatoricky vyznam polynomickych koeficientd. ]
Disledek.

Pro libovolné nezaporné celé &islo n a pro libovolné kladné celé &islo ¢ plati rovnost

n n
Z(kl,...,k) =,

kde suma je pFes vSechny uspoFddané (-tice (ki, ..., ki) nezdpornych celych &isel
spliiujici ky 4 - - - + kg = n.

Dikaz.

Pro n = 0 je tvrzeni zfejmé a pro n > 0 plyne z pfedchozi v&ty dosazenim 1 za
v8echny promé&nné xi, ..., x;. [
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