
Užit́ı rekurentńı formule pro binomické koeficienty
k dokazováńı kombinatorických identit

Naš́ım úkolem je dokázat, že pro každé nezáporné celé č́ıslo n plat́ı rovnost
n∑

k=0

(
2n − k

n

)
· 2k = 22n.

Postupujeme indukćı vzhledem k hodnotě n. Pro n = 0 tvrzeńı plat́ı.
Předpokládejme dále, že tvrzeńı plat́ı pro nějaké nezáporné celé č́ıslo n,
a dokažme, že pak toto tvrzeńı plat́ı také pro č́ıslo n + 1. Označme nejprve

Qn =
n∑

k=0

(
2n − k

n

)
· 2k .

Pak podle našeho p̌redpokladu pro dané č́ıslo n plat́ı Qn = 22n. K uskutečněńı
indukčńıho kroku poťrebujeme vypoč́ıtat hodnotu Qn+1. Přepǐsme nejprve
poněkud naše vyjáďreńı hodnoty Qn. Položme ` = n − k . Pak můžeme psát

Qn =
n∑

`=0

(
n + `
n

)
· 2n−` = 2n ·

n∑
`=0

(
n + `
`

)
· 1

2`
.
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Takže dostáváme vyjáďreńı

1

2n
· Qn =

n∑
`=0

(
n + `
`

)
· 1

2`
.

Podobně obdrž́ıme též vyjáďreńı

1

2n+1
· Qn+1 =

n+1∑
`=0

(
n + ` + 1

`

)
· 1

2`
.

Odtud dostáváme

1

2n+1
· Qn+1 = 1 +

n+1∑
`=1

(
n + ` + 1

`

)
· 1

2`

= 1 +
n+1∑
`=1

((
n + `
`− 1

)
+

(
n + `
`

))
· 1

2`

s využit́ım rekurentńı formule pro binomické koeficienty. Daľśımi úpravami tohoto
posledńıho vyjáďreńı pak obdrž́ıme
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1

2n+1
· Qn+1 = 1 +

n+1∑
`=1

(
n + `
`− 1

)
· 1

2`
+

n+1∑
`=1

(
n + `
`

)
· 1

2`

=
n∑

`=0

(
n + ` + 1

`

)
· 1

2`+1
+ 1 +

n+1∑
`=1

(
n + `
`

)
· 1

2`

=
1

2
·
n+1∑
`=0

(
n + ` + 1

`

)
· 1

2`
−
(

2n + 2
n + 1

)
· 1

2n+2

+
n∑

`=0

(
n + `
`

)
· 1

2`
+

(
2n + 1
n + 1

)
· 1

2n+1

=
1

2
·
n+1∑
`=0

(
n + ` + 1

`

)
· 1

2`
+

n∑
`=0

(
n + `
`

)
· 1

2`
,

poněvadž (
2n + 2
n + 1

)
· 1

2n+2
=

(2n + 2)!

(n + 1)! · (n + 1)!
· 1

2n+2

=
(2n + 1)!

(n + 1)! · n!
· 1

2n+1
=

(
2n + 1
n + 1

)
· 1

2n+1
.
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To ale znamená, že plat́ı rovnost

1

2n+1
· Qn+1 =

1

2n+2
· Qn+1 +

1

2n
· Qn,

odkud vycháźı
1

2n+2
· Qn+1 =

1

2n
· Qn,

takže
Qn+1 = 4Qn.

Protože podle indukčńıho p̌redpokladu máme Qn = 22n, dostáváme odtud

Qn+1 = 4 · 22n = 22n+2,

což bylo ťreba dokázat.
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