Stirlingova isla

Rozezndvame Stirlingova &isla 1. druhu a Stirlingova &isla 2. druhu. Stirlingova
¢isla 1. druhu jsou definovdna nasledovng. Bud x promé&nna. Pak pro libovolné
nezaporné celé &islo n je klesajici faktorial

X]p=x(x=1)(x—=2)---(x—n+1)

(klademe [x]o = 1) polynomem v prom&nné x stupng& n, ktery lze vyjid¥it ve tvaru

n
[x], = Z s,,ykxk
k=0

pro jisté celoiselné koeficienty s, . Tyto koeficienty s, x pro v8echna nezdpornd
celd &isla n, k se nazyvaji Stirlingova ¢isla 1. druhu.

Tvrzeni.
Stirlingova &isla 1. druhu jsou ddna pocatecnimi hodnotami

So0=1, sh0=0pron>0, s5 =0 prok >0

a rekurentni formuli
Sn+1,k = Sn,k—1 — NSp k

platnou pro viechna nezaporna cela &isla n a viechna kladna cela &isla k.
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Diikaz.

Uvedené potateéni hodnoty ihned plynou z definice Stirlingovych &isel 1. druhu.
Pokud jde o uvedenou rekurentni formuli, uv&domme si, Ze [x]p,+1 = [x]n(x — n).
Podle definice je hodnota s, 1 koeficientem u x* v polynomu [x],41. S ohledem
na pravé uvedené vyjadreni polynomu [x],11 je tento koeficient roven koeficientu
u x*=1 v polynomu [x], zmengenému o n-ndsobek koeficientu u x* v polynomu
[x]n. To v8ak znamend, Ze hodnota s,41 « je rovna hodnoté s, x_1 — ns, x. To je
ale pravé dokazovana rekurentni formule. ]

Zamétime nyni ve vy$e uvedené formuli definujici Stirlingova &isla 1. druhu
proménnou x za —x. Dostaneme tak formuli

[—x]n = Z 5n,k(_X)kv
k=0

&ili formuli n
(—1)"[" = (—1)*snux*.
k=0

Jesté jinak zapsano, mame formuli
n

" = 30 (- 1) sk

k=0

pro v8echna nezapornd celd &isla n.
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Ponévad? rostouci faktorial
X]"=x(x+1)(x+2)---(x+n=1)

(klademe [x]° = 1) m4 evidentn& vechny koeficienty u kladnych mocnin prom&nné
x kladné, znamen3 to, Ze pro v8echna nezdporna celd &isla n, k je &islo (—1)”*"5,,7;(
absolutni hodnotou &isla s, ;. Odtud je patrno, Ze vSechna &isla s, 1, Sp2, ..., Snn
jsou nenulova a jejich znaménka se pravidelng st¥idaji. Pro zminé&né absolutnfi
hodnoty |s, k| Stirlingovych &isel 1. druhu pak plati obdoba p¥edchoziho tvrzeni.

Tvrzeni.
Absolutni hodnoty Stirlingovych &isel 1. druhu jsou ddny po&ateEnimi hodnotami

|so,ol =1, |Sno| =0 pron >0, |sox| =0 pro k >0

a rekurentni formuli
|Snt+1,k| = [Sn,k—1| + n|Sn k]

platnou pro vSechna nezdporna cela ¢&isla n a vSechna kladna cela &isla k.

Dikaz.

Co se tyée pocate¢nich hodnot, ty plynou okamZit& z pfedchoziho tvrzeni. Pokud
jde o danou rekurentni formuli, s vyuZitim rekurentni formule z p¥edchoziho
tvrzeni dostdvdme
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ISn1k] = (=)™ s g = (=1)"F (s k1 — NSy k)
= (_1)n+k_15n,k71 + (_1)n+k”5n,k = |Snk—1] + nlsnkl,
coz dava dokazovanou rekurentni formuli. O

7 v/

Pro libovolnad nezdpornd celd &isla n, k oznaéme symbolem ¢, s potet viech
permutaci o mnoziny {1,2,..., n} takovych, Ze v rozkladu permutace o na sou&in
nezdvislych cykli se objevuje pravé k cykld (v€etn& cykli délky 1, to jest v&etn&
pevnych bodi).

Tvrzeni.

Cisla ¢,k jsou ddna po&atecnimi hodnotami

co=1, cho=0pron>0, coxo =0 prok >0

a rekurentni formuli
Cnt+1,k = Cn,k—1 1 NCnhk

platnou pro viechna nezaporna celd &isla n a viechna kladna celd &isla k.
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Diikaz.

Uvedené potate¢ni hodnoty plynou ihned z definice &isel c, . Pokud jde

o uvedenou rekurentni formuli, uvaZzujme libovolnou permutaci ¢ mnoZiny
{1,2,...,n,n+ 1}, v jejimZ rozkladu na sou&in nezavislych cykli se objevuje
pravé k cykld. Pocet takovych permutaci je dan &islem c,41 «. UvaZujme &islo
n+ 1. Permutace o mizZe mit &islo n+ 1 jako pevny bod. V takovém p¥ipadé
zlZeni permutace o na mnozinu {1,2,..., n} bude permutaci této mnoZiny
{1,2,...,n}, v jejimZ rozkladu na soucin nezdvislych cykli se objevi k — 1 cykli.
Pocet takovych permutaci je ddn &islem ¢, xk—1. Anebo &islo n + 1 nebude pevnym
bodem permutace o. Pak toto &islo n + 1 bude figurovat v nékterém cyklu délky
vétdi nez 1. UvaZme permutaci o’ mnoZiny {1,2,...,n}, kterd se bude li%it od
permutace o jenom tim, Ze zkratime cyklus permutace o obsahujici &islo n + 1
vypusténim tohoto &isla n + 1; ostatni cykly zlistanou beze zmény. Tak ale miZze
vzniknout zcela libovolnd permutace mnoZiny {1,2,..., n}, v jejimZ rozkladu na
soucin nezavislych cykld se objevi pravé k cykll. Pocet takovych permutaci je dan
&islem ¢, k. Opaénym postupem je mozno ke kazdé permutaci 7 mnoZiny
{1,2,...,n}, v jejimZ rozkladu na soutin nezavislych cykli se objevuje k cykli,
vytvofit celkem n permutaci mnoziny {1,2,...,n,n+ 1}, v jejichZ rozkladu na
soucin nezavislych cykld se objevuje pravé k cykll a které nemaji &islo n + 1 jako
pevny bod, vloZenim tohoto &isla n + 1 do kteréhokoliv cyklu permutace 7 na
kterékoliv misto v tomto cyklu.
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Je vidét, Ze takto jsme ovéfili, Ze &islo c,11,k je rovno hodnoté ¢, x—1 + ncp k, coz
dokazuje uvedenou rekurentni formuli. O

Nyni jsme pFipraveni odvodit ndsledujici vysledek poskytujici informaci
o kombinatorickém vyznamu Stirlingovych ¢&isel 1. druhu.

Dusledek.

Pro vsechna nezaporna celd ¢&isla n, k plati rovnost

|5n,/<| = Cn,k-

Dikaz.

Podle ptedchozich dvou tvrzeni &isla |s, x| a ¢y« jsou ddna tymiz potateénimi
hodnotami a vyhovuji tymz rekurentnim formulim, odkud plyne, Ze tato &isla si
musi byt rovna. ]
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Tvrzeni.

Stirlingova ¢&isla 1. druhu vyhovuji rekurentni formuli

n

Sntlk = Z(—l)j [n]} Sn—j k-1

j=0

platné pro vsechna nezaporna celd &isla n a vSechna kladna cela &isla k.

Dikaz.

UzZ jsme vidé&li, Ze plati [x]p+1 = [x]a(x — n) = x[x]» — n[x],. Aplikujeme-li tuto
formuli opakovang, postupné ziskame rozvoj

(Xln+1 = x[x]n = nlx]n = x[x]n — nx[x]n—1 + n(n — 1)[x]n—1

= x[x]n — nx[x]n=1 + n(n — V)x[x]p—2 — n(n — 1)(n — 2)[x] -2

= xxln — nx[xla-1 + (0 — Dxlxlnz — - + (~1)"[aluxlxlo

= > (1Y [ x Xy
j=0
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Cislo Sn+1,k je koeficient u mocniny x¥ v polynomu [x],.1. Vzhledem k pravé
odvozené rovnosti to znamend, Ze &islo s,11  je souttem koeficientl u mocniny
xk v polynomech (—1Y [n]; x [x]s—; pro j = 0,1,2, ..., n. Koeficient u mocniny x*
v takovém polynomu (=1} [n]; x [x],—; je &islem (—1) [n]; vyndsobeny koeficient
u mocniny x*~1 v polynomu [x],—;. Ale tento posledni koeficient je roven &fslu
Sn—j.k—1. Odtud pak plyne, Ze
n
Snilk = Z(—I)J [n]j Sn—j k-1,

Jj=0

coz bylo potfeba dokazat. O

Odtud jesté podobnym obratem jako vySe odvodime nasledujici fakt.

Tvrzeni.

Absolutni hodnoty Stirlingovych ¢&isel 1. druhu vyhovuji rekurentni formuli

n
[snri il =D [n); sn—jk—1]

j=0

platné pro viechna nezdporna celd &isla n a vSechna kladna celd &isla k.
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Dikaz.

Vid&li jsme uZ, Ze pro viechna nezdporna celd &isla n, k plati |s, x| = (—1)
Odtud a z pfedchoziho tvrzeni pak plyne

Isn+1k] = (1) s,y o= (=1)™FS (1Y [n]) Spjkr
=0

Z L™ ] s0—jk—1 = D (=1) I [l $p gk

j=0 j=0
n

Z (] $n—jk—1l-

=0
To ovsem bylo potreba ukazat. ]

k
(i Sn,k-
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Stirlingova &isla 2. druhu jsou definovdna ndsledovn&. Necht n, k jsou libovolna
nezdpornd celd &isla a necht M je koneénd mnoZzina majici n prvkd. Oznagme S, «
polet viech rozkladli mnoZiny M na k neprdzdnych t¥id. Tato &isla S,  se
nazyvaji Stirlingova &isla 2. druhu.

Tvrzeni.

Stirlingova &isla 2. druhu jsou ddna pocatecnimi hodnotami
50’0:1, 5,,70:0pron>0, So,k:Oprok>O

a rekurentni formuli
Sn—}—l,k - Sn,k—l + ksn,k

platnou pro vSechna nezdporna cela ¢&isla n a vSechna kladna cela &isla k.

Dikaz.

Uvedené potateéni hodnoty plynou ihned z definice Stirlingovych &isel 2. druhu.
Pokud jde o uvedenou rekurentni formuli, vezméme kone¢nou mnoZinu M majici
n prvki a n&jaky dalsi prvek b ¢ M. P¥edstavme si viechny rozklady mnoZiny
MU {b} na k t¥id. PoZet t&chto rozkladid je dan &islem S,11 . V né&kterych t&chto
rozkladech tvofi prvek b jednoprvkovou tfidu. Ostatni tfidy pak tvofi rozklad
mnoziny M na k — 1 tfid. Polet téchto rozkladil je ddn &islem S, 1.
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V ostatnich rozkladech mnoziny M U {b} na k t¥id je prvek b obsaZen v n&které
viceprvkové tfidé. Vyjmutim prvku b z této tfidy vznikne rozklad mnoZiny M na

k tfid. Polet téchto rozkladil je din &islem S, x. Naopak ke kazdému rozkladu
mnoziny M na k tfid je moZno opaénym postupem vytvofit celkem k rozkladl
mnoZiny M U {b} na k t¥id, v nichZ prvek b leZi v n&které viceprvkové tFidg.
Prosté pfidame prvek b ke kterékoliv tfidé daného rozkladu mnoZiny M na k t¥id.
Tato Uvaha ukazuje, Ze &islo Sp11,« je rovno hodnoté& S, 1 + kS, k. To ale déva
dokazovanou rekurentni formuli. [

Pro Stirlingova &isla 2. druhu mame nidsledujici explicitni formuli.

Tvrzeni.

Pro libovolnd nezaporna celd &isla n, k plati

(kde klademe 0° = |0°| = |{0}| = 1).
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Duikaz.

Oznagme hodnotu udanou ve vySe uvedené rovnosti napravo symbolem T, ..
Chceme ukazat, Ze plati rovnosti S, x = T, x pro viechna nezdporna celd &isla
n, k. Toho docilime, kdyz ukdZeme, Ze hodnoty T, x vyhovuji poéate¢nim
podminkam a rekurentni formuli uvedenym v pfedchozim tvrzeni. Fakt, Ze
Too=1a Tho=0 pro n>0, plyne ihned z definice hodnot T, x. Abychom
ukazali, Ze Tox = 0 pro k > 0, sta&i si vS§imnout, Ze podle binomické véty je

ISV (¥)=a-v=0

Vé&nujme se tedy poZadované rekurentni formuli. Z definice hodnot T, x
a s vyuzitim vlastnosti binomickych koeficientti dostdvame

1 k—1
Tn,k—l + an,k -

i=0
k

w S () ()t

1

i=0

dg e () ey e (1)

12/18



1 i (k=1Y\ ., 1 n
=G 2 (i—l)' CE

k—

_ 1 k—i k n+1 1l n+1
1 (KN .

B E'Z(—l)k (:) i"™ = Thit ke
=0

To je ale pravé pottrebna rekurentni formule pro &isla T, k.

Tvrzeni.

Stirlingova ¢&isla 2. druhu vyhovuji rekurentni formuli
" (n
Snt1,k = Z (J> Sj k-1
j=0

platné pro viechna nezdporna celd &isla n a vSechna kladna celd &isla k.
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Dikaz.

M&jme konetnou mnozinu M majici n prvkii a vezmé&me daldi prvek b ¢ M.
UvaZujme vSechny rozklady mnoziny M U {b} na k t¥id. Potet téchto rozkladd je
dan &islem S,y1 k. V takovém rozkladu leZi prvek b v nékteré t¥idé C. Tato tfida
C ma i+ 1 prvkd a mnozina C — {b} m3 i prvkl pro n&jaké i =0,1,2,...,n.
Zbyvajici tfidy uvazovaného rozkladu pak tvofi rozklad mnoziny M — C na k —1
t¥id. Mnozina C — {b} je podmnoZinou mnoziny M a lze ji vybrat () zplsoby.
Je-li tato mnoZina uz vybrana, pak k ni Ize vzit kterykoliv z rozkladi mnoZiny

M — C na k — 1 t¥id. Polet t&chto rozkladi je dén &islem S,_; 1. Dostdvdme

tak rovnost
n
n
Spt1,k = Z (/) Sn—ik—1-

i=0

PoloZime-li nakonec j = n — i, prejde tato rovnost v rovnost

Sn-‘,—l,k — Z (.7) Sj,k—la

Jj=0

kterou bylo potfeba dokézat. O
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Stirlingova &isla 2. druhu postihuji dal3i souvislost mezi mocninami prom&nné x
a klesajicimi faktoridly v proménné x. Mdme ndsledujici sdéleni.

Tvrzeni.

< w7

Pro vsechna nezaporna celd &isla n plati

Xn = Z Sn,k[X]k~
k=0

Dikaz.

Uvedena rovnost je rovnosti dvou polynom{ stupné& n v proménné x. Tyto
polynomy se budou sobé rovnat, pokud jejich rozdil bude polynomem majicim
alespoii n+ 1 riiznych ko¥enii. To nastane, pokud se hodnoty téchto dvou
polynom budou sob& rovnat pro alespoii n+ 1 rlznych redlnych &isel dosazenych
za proménnou x. My ukaZeme, Ze se hodnoty téchto dvou polynom( sobé rovnaji
dokonce pro vsechna kladna celd &isla ¢ dosazena za proménnou x.

Bud M kone&nd mnoZina majici n prvki a bud’ L kone&nd mnoZina majici ¢ prvki.
UvaZujme libovolna zobrazeni f : M — L. Pocet téchto zobrazeni je roven &islu £".
Rozd& me nyni tato zobrazeni f podle toho, jaké jsou jejich obrazy f(M). Kazdé
takové zobrazeni f : M — L o&ividné ur€uje surjektivni zobrazeni f : M — f(M).
Obrazy (M) pfi téchto zobrazenich jsou n&akymi podmnoZzinami mnoZiny L.
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Takto pro kazdou podmnoZinu H C L pofidime mnoZinu vSech surjektivnich
zobrazeni f : M — H. Pro rizné podmnoziny H C L jsou tyto mnoZiny
surjektivnich zobrazeni navzdjem disjunktni. Je-li k polet prvkii podmnoZiny H,
pak pocet v8ech surjektivnich zobrazeni f : M — H je roven &islu k!-S, .
Skute¢né kazdé takové surjektivni zobrazeni f indukuje rozklad mnoZiny M na

k t¥id; polet té&chto rozkladi je dan &islem S, x. Naopak ke kaZdému rozkladu
mnoziny M na k t¥id Ize pofidit k! surjektivnich zobrazeni f : M — H, ktera tento
rozklad indukuji. Dostanou se libovolnymi permutacemi prvkd mnoZiny H.
PonévadZ pro kazdé k =0,1,2,..., n je pocet viech podmnozin H C L majicich
k prvki ddn binomickym koeficientem ({ ), dostdvdme tak rovnost

T4 kzo ( ) KISy k= Z [é]k k1.Sp = kzn:_os,,,k[z]k.

To je ale pottebnd rovnost hodnot polynomi x™ a >/ _ Sy «[X]« ve viech
kladnych celych &islech . O

Zavérem odvodime z nasich dosavadnich zji$téni ndsledujici poznatek. Bude to
prvni pfiklad jevu, kterému se ¥ika vzdjemné inverzni formule. V daném p¥ipadé by
bylo moZno mluvit o Stirlingovych vzajemné inverznich formulich.
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Dusledek.

Necht f,g jsou dvé rediné funkce definované na mnoZin& viech nezapornych
celych &isel. Pak plati rovnosti

n
g(n) = an,kf(k) pro vSechna nezdpornd celd &isla n
k=0
pravé tehdy, kdyZ plati rovnosti

n
f(n) = Z Shk&(k) pro vSechna nezdpornd celd &isla n.
k=0

Diikaz.

UvaZzme nekoneéné matice

A= (smk)n,k:o,l,z... a B= <S”xk)n,k:0,1,2,...'

Tyto matice maji v kazdém ¥adku jen konecny pocet nenulovych hodnot. Je tedy
mozné tyto matice mezi sebou ndsobit a je také mozné je zprava nasobit n&jakymi

nekone&nymi vektory zapsanymi do sloupcii. UvaZme nekonecné vektory

U= (Xn)n:o,l,z,... a W= ([X]")n:o,lg,.:
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Pak vySe uvedené formule [x], = >/ snxx* a x" =37 _, Sak[x]k platné pro
véechna nezaporna celd &isla n lze prepsat jako rovnosti nekoneénych vektori

w=A-v a v=B-w.

Je tedy matice A matici prechodu od baze w k bazi v ve vektorovém prostoru

v8ech polynom{ proménné x a podobné& matice B je matici pfechodu od baze v

k bazi w v tomto vektorovém prostoru. To ale znamend, e matice A a B jsou
k sob& navzdjem inverzni. Uvazme ddle nekonecné vektory

f= (f(”))n:o,m,... a 8= (g("))n:o,m,...

vytvofené z hodnot nasich redlnych funkci f a g. Pak vySe uvedené tvrzeni
o nasich vzdjemné inverznich formulich, které mame dokazat, ¥ika, Ze rovnost
vektor(
g=A-f
plati pravé tehdy, kdyz plati rovnost vektor(i
f=B-g.

Ale skute€né jedna z téchto rovnosti implikuje druhou, ponévadZ matice A a B
jsou k sob& navzdjem inverzni, takZe souciny A- B a B - A jsou nekone¢nymi
jednotkovymi maticemi.
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