Incidenéni algebry

Bud P ¢aste¢né usporddand mnozina. Intervalem v mno%in& P rozumime
libovolnou podmnoZinu tvaru

[a, 6] ={xe P:a<x< b}

pro jakédkoliv a, b € P splitujici a < b. Rekneme, %e Eistetn& usporadand mnozina
P je lokdIn& konecnd, jestliZze v8echny intervaly v mnoZiné P jsou konetné
podmnoziny. Hlavnim idedlem v mnoZin&€ P uréenym prvkem a € P rozumime
podmnoZinu

(a] ={x e P:x<a}.

Hlavnim filtrem v mnoZiné P uréenym prvkem a € P rozumime podmnoZinu
[a) ={x € P:a<x}

Silngj8imi poZadavky, které je mozno klast na ¢aste&né uspofadanou mnozinu P,
neZ je pozadavek lokalni kone&nosti mnoZiny P, jsou poZadavky, aby vSechny
hlavni idedly v mnoZin& P byly kone¢né podmnoZziny, pfipadné aby vSechny hlavn{
filtry v mnoZiné P byly kone¢né podmnoZiny.
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Bud P lokaln& kone¢na &astedné& usporadana mnoZina. Oznaéme symbolem
Int(P) mnoZinu viech intervali v mno%ing P. Bud dédle K libovolné t&leso
charakteristiky 0. UvaZzme mnoZzinu funkci

TIx(P) = {f : Int(P) — K}.

Pak mnoZina Ik (P) spolu s obvyklymi operacemi stitani funkci a nasobeni funkci
prvky z K tvofi vektorovy prostor nad té&lésem K. Pro libovolné prvky a, b € P
spliiujici a < b a pro libovolnou funkci f : Int(P) — K piseme misto f([a, b])
kratce jen f(a, b). Sou&inem anebo téz konvoluci dvou funkci f, g : Int(P) — K
rozumime funkci f x g : Int(P) — K definovanou pro libovolnd a, b € P spliiujici
a < b predpisem

(fxg)(a,b) Zfax)gxb)

as<x<b

Vy%e uvedend suma je kone¢nd, a tedy konvoluce funkci je korektné definovana,
ponévad? &astetn& usporddand mnozina P je lokaln& kone¢nd. Snadno se vidi, Ze
konvoluce funkci je asociativni bindrni operaci na mnoZing Ix(P) a Ze mnoZina
Ix(P) spolu s operacemi s&itani funkei a konvoluce funkci tvo¥i okruh

s jednotkovym prvkem. Tento jednotkovy prvek, ktery byva oznalovan symbolem
6 a byvd nazyvan Kroneckerovo delta, je pro libovolnd a, b € P splfiujici a < b
definovdn p¥edpisem
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5(a, b) = 1, jestlize a= b,
"7 )0, jestlize a # b.

Brzy nds budou zajimat jednotky takto vzniklého okruhu Ik (P). Nejprve ale
dokoneme dosavadni dvahy konstatovanim, ze dohromady mnoZina Ix(P) spolu
se viemi doposud uvazovanymi operacemi tvoFi asociativni algebru nad télesem K,
kterd byva nazyvana inciden¢ni algebrou ¢aste¢né usporadané mnoziny P.

Vratme se nyni k jednotkdm inciden&ni algebry Ik (P), to jest k funkcim
f : Int(P) — K majicim v Ix(P) inverzni prvek vzhledem k operaci konvoluce
funkci. Plati nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni.

Funkce f : Int(P) — K je jednotkou inciden&ni algebry I (P) pravé tehdy, kdyz
plati f(a, a) # 0 pro vSechna a € P.

Dikaz.

Je-li g : Int(P) — K inverznim prvkem k funkci f : Int(P) — K, to jest plati-li
fx g =0, pak zejména pro kazdé a € P plati rovnost (f = g)(a, a) = &(a, a),
neboli f(a, a)g(a, a) = 1, takZe nutn& f(a, a) # 0.
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Naopak, je-li spIn&no f(a, a) # 0 pro vechna a € P, pak uvaZujme nasledujicim
zpiisobem. M3a-li n&jaka funkce g : Int(P) — K byt pravym inverznim prvkem

k funkci f : Int(P) — K, to jest ma-li platit f *x g = §, znamen3 to, Ze pro kazdé
a € P musi platit (f * g)(a,a) = d(a, a), neboli f(a,a)g(a,a) =1, a pro kazdsd
a, b € P spliiujici a < b musf platit (f * g)(a, b) = d(a, b), neboli

D acxsn F(3,X)g(x, b) = 0. TakZe nutn& pro kazdé a € P je g(a,a) = f(a,a)"".
Déle pro kazda a, b € P splfiujici a < b Ize posledni sumu a ji pfislusnou rovnost
rozepsat ve tvaru

f(a,a)g(a, b) + Z f(a, x)g(x,b) =0,
a<x<b
odkud nutné plyne

g(a, b) = _f(a7 a)_l' Z f(a7x)g(x, b),

a<x<b

kde uvedend suma je neprazdnd, ponévadz a < b. Zname-li tedy uZ hodnoty
g(x, b) pro v3echna a < x < b, vyplyne odtud jednoznaZng, jakd musi byt
hodnota g(a, b). Takto Ize tedy potitat hodnoty g(a, b) indukci vzhledem

k velikosti intervalu [a, b]. Je jasné, Ze pak takto vypottena funkce

g : Int(P) — K bude pravym inverznim prvkem k funkci f : Int(P) — K.
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Obdobnym zpiisobem se vypotte funkce h : Int(P) — K, kterd bude levym
inverznim prvkem k funkci f : Int(P) — K, to jest bude takovou funkci, Ze bude
platit h+x f = 0. Pak ale vyjde h=hx6 =hx*f+xg =0+ g = g, takZe g = h bude
oboustrannym inverznim prvkem k funkci f : Int(P) — K. O

Vyznamnou funkci v incidenZni algeb¥e Ix(P) je tak zvana zeta funkce (p
definovana pro kazda a, b € P spliiujici a < b jednoduchym predpisem

CP(aa b) =1
Tato zeta funkce samozfejmé spliiuje podminku z p¥edchoziho tvrzeni, takZe podle
tohoto tvrzeni existuje v incidenéni algeb¥e I (P) k zeta funkci (p prvek inverzni.
Tento inverzni prvek se obvykle zna&i symbolem pp a nazyva se Mobiovou funkci
Castetné usporadané mnoziny P.

Zeta funkce (p a k ni inverzni prvek, jimZ je Mobiova funkce pp, tedy vyhovuji
podmince (p * up = 6, Cili pro kazdd a, b € P spliiujici a < b vyhovuji podmince
(CP * ﬂP)(a7 b) = 5(37 b)

Podrobnéji rozepsdno to znamend, Ze pro kazda a, b € P spliiujici a < b plati
Z Cp(a, x)pup(x, b) = d(a, b).
as<x<hb

5/6



Vzhledem k definici zeta funkce (p to ale znamen3, Ze pro kazdd a, b € P spliiujici
a < b plati
Z /~LP(X3 b) = 5(‘9; b)
as<x<hb
Odtud pouZitim podobnych obrati jako v diikazu p¥edchoziho tvrzeni odvodime,
Ze pro inverzni prvek k zeta funkci (p v incidenZni algeb¥e Ix(P), to jest pro
Mobiovu funkci pup plati formule

up(a,a) =1 pro viechna a € P,

pup(a, b) = — Z wp(x, b) pro viechna a, b € P spliiujici a < b.
a<x<b
Tyto formule Ize vzit jako alternativni definici Mobiovy funkce pp Eastetné
uspofadané mnoziny P, kterd neodkazuje na pojem inciden&ni algebry Ik (P).
Timto zpiisobem je Mdbiova funkce pp na mnoZin& Int(P) definovdna indukci
vzhledem k velikosti intervalu [a, b].

6/6



