
Möbiovy inverzńı formule

Dokážeme obecnou abstraktńı větu o Möbiových inverzńıch formuĺıch.

Věta.

Bud’ P částečně uspǒrádaná množina, v ńıž všechny hlavńı ideály jsou konečnými
podmnožinami. Bud’ K těleso chrakteristiky 0. Pak pro libovolné funkce
f , g : P → K plat́ı rovnosti

g(a) =
∑
x6a

f (x) pro všechna a ∈ P

právě tehdy, když plat́ı rovnosti

f (a) =
∑
x6a

g(x)µP(x , a) pro všechna a ∈ P,

kde µP je Möbiova funkce částečně uspǒrádané množiny P.
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Důkaz.

Necht’ rovnosti g(a) =
∑

x6a f (x) plat́ı pro všechna a ∈ P. Pak dosazeńım za
g(x) do sumy

∑
x6a g(x)µP(x , a) pro kterékoliv a ∈ P postupně vyjde∑

x6a

g(x)µP(x , a) =
∑
x6a

(∑
y6x

f (y)
)
µP(x , a)

=
∑
x6a

(∑
y6x

f (y)ζP(y , x)
)
µP(x , a)

=
∑
x6a

∑
y6x

f (y)ζP(y , x)µP(x , a)

=
∑
y6a

∑
y6x6a

f (y)ζP(y , x)µP(x , a)

=
∑
y6a

f (y)
( ∑
y6x6a

ζP(y , x)µP(x , a)
)

=
∑
y6a

f (y)(ζP ∗ µP)(y , a)

=
∑
y6a

f (y)δ(y , a) = f (a),

což bylo ťreba ukázat.
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Necht’ naopak rovnosti f (a) =
∑

x6a g(x)µP(x , a) plat́ı zase pro všechna a ∈ P.
Pak rozepsáńım f (x) v sumě

∑
x6a f (x) pro kterékoliv a ∈ P postupně vyjde∑

x6a

f (x) =
∑
x6a

∑
y6x

g(y)µP(y , x)

=
∑
x6a

∑
y6x

g(y)µP(y , x)ζP(x , a)

=
∑
y6a

∑
y6x6a

g(y)µP(y , x)ζP(x , a)

=
∑
y6a

g(y)
( ∑
y6x6a

µP(y , x)ζP(x , a)
)

=
∑
y6a

g(y)(µP ∗ ζP)(y , a)

=
∑
y6a

g(y)δ(y , a) = g(a),

opět jak bylo ťreba ukázat.
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Budeme poťrebovat i následuj́ıćı duálńı formulaci věty o Möbiových inverzńıch
formuĺıch, kterou lze dokázat obdobným způsobem.

Věta.

Bud’ P částečně uspǒrádaná množina, v ńıž všechny hlavńı filtry jsou konečnými
podmnožinami. Bud’ K těleso chrakteristiky 0. Pak pro libovolné funkce
f , g : P → K plat́ı rovnosti

g(a) =
∑
x>a

f (x) pro všechna a ∈ P

právě tehdy, když plat́ı rovnosti

f (a) =
∑
x>a

µP(a, x)g(x) pro všechna a ∈ P,

kde µP je Möbiova funkce částečně uspǒrádané množiny P.
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