Vypocet Mobiovych funkci

Aby bylo moZno aplikovat véty o Mobiovych inverznich formulich, je t¥eba,
abychom uméli pocitat Mobiovy funkce ¢aste¢né uspotadanych mnozin P, které
nds budou zajimat. Za&neme jednoduchym p¥ikladem.

Bud N ¥etzec vech kladnych celych &isel uspo¥adanych standardng podle
velikosti. Pak pro libovolna &isla i,j € N spliiujici i < j plati

[y

,  Jestlize i = J,
un(i,j) =< —1, jestlize j—i=1,
0, jestlizej—i>1.

Skuteénég, podle rekurentnich formuli pro vypo&et Mobiovy funkce uvedenych na
konci p¥edminulého paragrafu mame uy(i,7) =1 pro viechna i € N,
pn(i,i+1)=—pn(i+1,i+1) = —1 pro viechna i € N,
pn(i,i+2)=—pun(i+1,i+2) — pun(i+2,i+2)=1—1=0 pro viechna i € N,
a dale, ptedpokladdame-li s pouZitim indukce, Ze uz vime, Ze

pun(i, i+2) = pun(i,i+3) =+ = un(i, i + k) = 0 pro viechna i € N a pro n&jaké
k € N spliiujici k > 1, dostaneme odtud
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pn(ii+k+1) = —un(i4+1,i+k+1) — pun(i +2,i 4+ k +1)
—un(i 3 i+ k+1) = —pun(i+k—1,i+k+1)
—un(i+k,i+k+1)—un(i+k+1,i+k+1)
=0+0+0+---+0+1-1=0.
TakZe opravdu un(i,7 + k) = 0 pro vechna i € N a pro viechna k € N spliiujici
k > 1. Poznamenejme uZ jen pro uplnost, Ze tento pfiklad by zlstal zcela beze

zmény i tehdy, pokud bychom misto Yetézce N vSech kladnych celych &isel
pracovali s ¥etézcem N U {0} v8ech nezdpornych celych &isel.

Déle budeme potfebovat nasledujici obecnou techniku k vypoétu Mobiovych
funkci n&kterych ¢aste&né usporadanych mnozin.

Tvrzeni.

Necht P a Q jsou lokdIn& kone&né Edstecné uspoFddané mnoZiny a necht P x Q
Je jejich p¥imy souin. Pak pro kaZdd a,b € P a c,d € Q spliiujicia< b ac<d,
coZ znamend, Ze (a,c) < (b,d) v P x Q, plati

npxa(a, c), (b,d)) = pp(a, b) pofc, d).
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Diikaz.
P¥edpoklddejme, Ze mame (a, c) < (b, d). Pak dostdvdme

> el b)uoly.d) = (Y uexib))( Y noly.d)).

(a,6)<(x,y)<(b,d) asxsh cSysd

Podle rekurentnich formuli pro vypocet Mobiovych funkci uvedenych na konci
pfedminulého paragrafu jsou oviem sumy v zdvorkdch na pravé strané této
rovnosti rovny hodnotam d(a, b) a §(c, d) a jejich sou&in je proto roven hodnotg
6(a, b)d(c,d) = d((a, ), (b, d)). To znamend, Ze madme rovnost

> ue(x,b) poly. d) = 8((a. c), (b, d)).
(a,0)<(x,y)<(b,d)

Ov&em opét podle zminénych rekurentnich formuli pro vypocet Maobiovych funkei

mame pro Mobiovu funkci ppx g rovnost

Z 1pxQ((x,y), (b, d)) = i((a, c), (b, d)).

(a,0)<(x.y)<(b,d)

Tyto rovnosti, vzaté pro viechna (a, ¢), (b, d) € P x @ spliiujici (a, ¢) < (b, d),
ovSem urcuji Mobiovu funkci ppx @ jednoznaéné.
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Hodnoty upxo((x,y), (b, d)) tedy vyhovuji témto rovnostem. Ale podle pfedchozi
rovnosti také hodnoty pp(x, b) uo(y, d) vyhovuji tymZ rovnostem. Vzhledem ke
zmin&né jednozna&nosti odtud proto plyne, Ze pro kazdd (a, c),(b,d) € P x @
spliiujici (a, ¢) < (b, d) mdme rovnost upxo((a, €), (b, d)) = up(a, b) no(c, d),
coz jsme méli ukazat. O

Budeme potfebovat jesté& nasledujici pozorovani tykajici se Mobiovy funkce
Caste¢né usporadané mnoZiny P, jestliZe se pfi jejim vypoltu omezime pouze na
n&jaky interval [a, b] uvnit¥ této uspofddané mnoZiny P. Takovy interval [a, b] je
pak sdm o sobé &aste¢né uspofddanou mnoZinou.

Tvrzeni.
Bud' P lokdlné& kone&nd &dsteéné uspoFddand mnoZina. Pak pro libovolné prvky
a,b,c,d € P spliiujici a < ¢ < d < b plati rovnost

pp(c,d) = /L[a,b](ca d).

Dikaz.

Toto tvrzeni se dokaZe indukci vzhledem k velikosti intervalu [c, d] s vyuZitim
rekurentnich formuli pro vypocet Mobiovych funkci uvedenych na konci
predminulého paragrafu. ]
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Bud' nyni A libovolna neprdzdna kone¢nd mnoZina a bud 24 mnoZina viech
podmnoZin mnoziny A. Tuto posledni mnoZinu miZeme &asteéné usporadat
inkluzi. Dostavdme tak konetnou &astetné usporadanou mnoZinu 2#. Sm&fujeme
k tomu ur&it Mdbiovu funkci fiya této Easte¢n& usporadané mnoZiny 24.

Bud' dale {0,1} dvouprvkovy Yet&zec. Pak miizeme po¥idit &3ste¢n& usporadanou
mnozinu {0, 1}4, to jest mnoZinu viech funkci f : A — {0,1} s uspoFaddnim
podle hodnot na jednotlivych argumentech. Tato &aste&né usporddand mnoZina
{0,1}# je izomorfni predchozi &4stetn& uspofadané mnozing 24, pisluény
izomorfismus pfitadi kazdé funkci f : A — {0,1} podmnoZinu {a € A: f(a) = 1}
mnoZiny A. TakZe Mdbiova funkce &asteéné usporadané mnoziny 2* koresponduje
s Mobiovou funkei ¢aste¢ng usporadané mnoziny {0,1}4. Vezm&me libovolné dvé&
funkce f,g : A— {0, 1} spliujici f < g, coZ znamen3, Ze f(a) < g(a) pro
vdechna a € A, a uvaZujme interval [f, g] v &ste¢né usporddané mnozing {0, 1}A.
Podle prvniho z pfedchozich dvou tvrzeni je hodnota Mobiovy funkce fif 114 na
intervalu [f, g] rovna souinu hodnot Mdbiovych funkci pig0,13 na jednotlivych
intervalech [f(a), g(a)] pres viechna a € A. Podle druhého z ptedchozich dvou
tvrzeni a podle Gvodniho pFikladu je ale hodnota Mdbiovy funkce 411 na
intervalu [f(a), g(a)] rovna 1, je-li f(a) = g(a), a je rovna —1, je-li f(a) < g(a).
Hodnota Mobiovy funkce 9134 na intervalu [f, g] je tedy rovna mocnin& (—1)k,
kde k je potet viech t&ch prvki a € A, pro n&z je f(a) < g(a).
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P¥ejdéme nyni od &stetné usporddané mnoziny {0, 1} k ¢4stetn& usporadané
mnoZin& 24. Nagim dvéma funkcim f, g : A — {0,1} spliiujicim f < g budou
odpovidat podmnoziny C ={ac A:f(a)=1}aD={ac A:g(a) =1}
mnoziny A spliiujici C C D. Intervalu [f, g] v &aste¢n& uspofddané mnozing
{0,1}* bude odpovidat interval [C, D] v ¢4ste¢n& usporadané mnoziné 24. Prvky
a € A, pro né& je f(a) < g(a), jsou pravé prvky mnoziny D — C. Potet k viech
t&chto prvki je tedy roven &islu |D — C|. TakZe podle p¥edchoziho zjisténf je
hodnota Mébiovy funkce fi54 na intervalu [C, D] rovna mocnin& (—1)/P—¢l.

Bud' déle 91 mnoZina vech kladnych celych &isel usporadand dglitelnosti. To
znamena, Ze pro libovolnd kladna cela &isla m, n povaZzujeme m za mensi nez n
anebo rovno n pravé tehdy, kdyZz m|n, to jest prév& tehdy, kdyz &islo m d&li
&islo n. Chystame se ur&it Mobiovu funkci py Easteéné usporadané mnoziny M.

To znamend, Ze pro libovolnd kladnd celd &isla m, n spliiujici m|n chceme ur&it
hodnotu s (m, n). Necht h, k jsou libovolnd kladnd celd &isla takova, Ze h|m
a nlk. Pak miZeme uvaZovat interval [h, k] v Eastetné uspoFddané mnoZing 91,
ktery v sob& obsahuje interval [m, n]. Potom podle druhého z pfedchozich dvou
tvrzeni mame rovnost pm(m, n) = ppp(m, n). TakZe potfebujeme urit hodnotu
tignky(m, n). Necht k = pi*p3* ... pSs, kde p1, p2, ..., ps jsou navzdjem riiznd
prvolisla a €1,¢2,...,&s jsou kladnd cela &isla.
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Pon&vadz h|k, mdme h = pflng ... pYs pro n&jaka nezaporna cela &isla

1,0, ..., 0 spliiujici 91 < &1, ¥2 < e, ..., ¥s < 5. M&me nyni libovolna dvé
kladng celd &isla m, n v intervalu [h, k]. Pak m = p;*p3? ... pZ pro n&jak4 celd
&isla M1, 2y ...y Hs splﬁuﬂcf 191 < L ey, ’192 <umm<Ley ..., 195 < s < €5
an=pMpy2...p} pro n&aka celd Eisla A1, Ao, . . ., As splitujici 91 < A1 < e,
P < A < e, ..., Js < As < 5. Pak nage &isla m, n splituji m|n pravé tehdy,
kdyZ plati 2c1 < A1, 50 < A2, ..., s < As. Tato Uvaha ukazuje, Ze interval

[h, k] v &astecn& uspo¥adané mnoZing N je izomorfni soucinu intervald [d4, e1],
[P2,€2], ..., [Js,&s] v mnoZzing& N U {0} viech nezdpornych celych &isel

usporddané podle velikosti &isel. To znamend, Ze Mobiova funkce fip 4 na
intervalu [h, k] koresponduje s Mébiovou funkci na soucinu intervall

[01,e1] X [P2,€2] X -+ X [Us,€5]. TakZe pro nade &isla m, n spliiujici m|n je
hodnota pp, xj(m, n) rovna hodnot& posledn& jmenované Mdbiovy funkce na
intervalu [(se1, 222, . . ., %), (A1, A2, . . ., As)]. Podle prvniho z p¥edchozich dvou

tvrzeni je oviem tato hodnota rovna soucinu hodnot
“[191,61](%1’ )\1)#[192752](%2, YIREE U[ﬂs,as](%& As). Podle druhého z p¥edchozich

dvou tvrzeni a podle tGvodniho p¥ikladu ale pro kazdé i = 1,2,...,s plati
1, jestlize s; = A},
pporen (i, Ai) = § =1, jestlize A\j — 5 = 1,

0, jestlize \j — 5; > 1.
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Odtud plyne, Ze hledana hodnota sy, x(m, n) je rovna 1, jestlize 31 = Ay,

2 = Ao, ..., ®s = A, to jest jestlize m = n, hodnota u[h’k](m, n) je rovna
(—1)t, jestlize A\; — 31 <1, \g — 30 < 1, ..., As — 55 < 1, pFitemZ potet téch
indexi i =1,2,...,s, pro néZ je \; — »;; = 1, je roven t, coZ nastane pravé kdyz
podil n/m je sou€inem t rliznych prvotisel, a konetn& hodnota pp x(m, n) je
rovna 0, jestlize pro nékteré i = 1,2,...,s plati \; — s¢; > 1, coZ nastane pravé
kdyZ podil n/m je délitelny druhou mocninou n&jakého celého &isla vétsiho nez 1.
Shrnuto celkem, pro libovolna kladna celd &isla m, n spliiujici m|n je hodnota
Mobiovy funkce py na intervalu [m, n] rovna

1, jestlize m = n,
(—1)t, jestlize n/m= qiq2...q:, kde
pm(m, n) = g1, 92, ..., q: jsou vzajemn& riiznd prvotisla,
0, jestlize n/m = r?u pro n&jaka kladn4 celd

&isla r, u spliiujici r > 1.
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