
Výpočet Möbiových funkćı

Aby bylo možno aplikovat věty o Möbiových inverzńıch formuĺıch, je ťreba,
abychom uměli poč́ıtat Möbiovy funkce částečně uspǒrádaných množin P, které
nás budou zaj́ımat. Začneme jednoduchým p̌ŕıkladem.

Bud’ N řetězec všech kladných celých č́ısel uspǒrádaných standardně podle
velikosti. Pak pro libovolná č́ısla i , j ∈ N splňuj́ıćı i 6 j plat́ı

µN(i , j) =


1, jestliže i = j ,

−1, jestliže j − i = 1,

0, jestliže j − i > 1.

Skutečně, podle rekurentńıch formuĺı pro výpočet Möbiovy funkce uvedených na
konci p̌redminulého paragrafu máme µN(i , i) = 1 pro všechna i ∈ N,
µN(i , i + 1) = −µN(i + 1, i + 1) = −1 pro všechna i ∈ N,
µN(i , i + 2) = −µN(i + 1, i + 2)− µN(i + 2, i + 2) = 1− 1 = 0 pro všechna i ∈ N,
a dále, p̌redpokládáme-li s použit́ım indukce, že už v́ıme, že
µN(i , i + 2) = µN(i , i + 3) = · · · = µN(i , i + k) = 0 pro všechna i ∈ N a pro nějaké
k ∈ N splňuj́ıćı k > 1, dostaneme odtud
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µN(i , i + k + 1) = −µN(i + 1, i + k + 1)− µN(i + 2, i + k + 1)

−µN(i + 3, i + k + 1)− · · · − µN(i + k − 1, i + k + 1)

−µN(i + k , i + k + 1)− µN(i + k + 1, i + k + 1)

= 0 + 0 + 0 + · · ·+ 0 + 1− 1 = 0.

Takže opravdu µN(i , i + k) = 0 pro všechna i ∈ N a pro všechna k ∈ N splňuj́ıćı
k > 1. Poznamenejme už jen pro úplnost, že tento p̌ŕıklad by z̊ustal zcela beze
změny i tehdy, pokud bychom ḿısto řetězce N všech kladných celých č́ısel
pracovali s řetězcem N ∪ {0} všech nezáporných celých č́ısel.

Dále budeme poťrebovat následuj́ıćı obecnou techniku k výpočtu Möbiových
funkćı některých částečně uspǒrádaných množin.

Tvrzeńı.

Necht’ P a Q jsou lokálně konečné částečně uspǒrádané množiny a necht’ P × Q
je jejich p̌ŕımý součin. Pak pro každá a, b ∈ P a c, d ∈ Q splňuj́ıćı a 6 b a c 6 d,
což znamená, že (a, c) 6 (b, d) v P × Q, plat́ı

µP×Q((a, c), (b, d)) = µP(a, b)µQ(c , d).
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Důkaz.

Předpokládejme, že máme (a, c) 6 (b, d). Pak dostáváme∑
(a,c)6(x,y)6(b,d)

µP(x , b)µQ(y , d) =
( ∑
a6x6b

µP(x , b)
)( ∑

c6y6d

µQ(y , d)
)
.

Podle rekurentńıch formuĺı pro výpočet Möbiových funkćı uvedených na konci
p̌redminulého paragrafu jsou ovšem sumy v závorkách na pravé straně této
rovnosti rovny hodnotám δ(a, b) a δ(c , d) a jejich součin je proto roven hodnotě
δ(a, b)δ(c , d) = δ((a, c), (b, d)). To znamená, že máme rovnost∑

(a,c)6(x,y)6(b,d)

µP(x , b)µQ(y , d) = δ((a, c), (b, d)).

Ovšem opět podle zḿıněných rekurentńıch formuĺı pro výpočet Möbiových funkćı
máme pro Möbiovu funkci µP×Q rovnost∑

(a,c)6(x,y)6(b,d)

µP×Q((x , y), (b, d)) = δ((a, c), (b, d)).

Tyto rovnosti, vzaté pro všechna (a, c), (b, d) ∈ P × Q splňuj́ıćı (a, c) 6 (b, d),
ovšem určuj́ı Möbiovu funkci µP×Q jednoznačně.
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Hodnoty µP×Q((x , y), (b, d)) tedy vyhovuj́ı těmto rovnostem. Ale podle p̌redchoźı
rovnosti také hodnoty µP(x , b)µQ(y , d) vyhovuj́ı týmž rovnostem. Vzhledem ke
zḿıněné jednoznačnosti odtud proto plyne, že pro každá (a, c), (b, d) ∈ P × Q
splňuj́ıćı (a, c) 6 (b, d) máme rovnost µP×Q((a, c), (b, d)) = µP(a, b)µQ(c , d),
což jsme měli ukázat.

Budeme poťrebovat ještě následuj́ıćı pozorováńı týkaj́ıćı se Möbiovy funkce
částečně uspǒrádané množiny P, jestliže se p̌ri jej́ım výpočtu omeźıme pouze na
nějaký interval [a, b] uvniťr této uspǒrádané množiny P. Takový interval [a, b] je
pak sám o sobě částečně uspǒrádanou množinou.

Tvrzeńı.

Bud’ P lokálně konečná částečně uspǒrádaná množina. Pak pro libovolné prvky
a, b, c , d ∈ P splňuj́ıćı a 6 c 6 d 6 b plat́ı rovnost

µP(c , d) = µ[a,b](c , d).

Důkaz.

Toto tvrzeńı se dokáže indukćı vzhledem k velikosti intervalu [c , d ] s využit́ım
rekurentńıch formuĺı pro výpočet Möbiových funkćı uvedených na konci
p̌redminulého paragrafu.
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Bud’ nyńı A libovolná neprázdná konečná množina a bud’ 2A množina všech
podmnožin množiny A. Tuto posledńı množinu můžeme částečně uspǒrádat
inkluźı. Dostáváme tak konečnou částečně uspǒrádanou množinu 2A. Smě̌rujeme
k tomu určit Möbiovu funkci µ2A této částečně uspǒrádané množiny 2A.

Bud’ dále {0, 1} dvouprvkový řetězec. Pak můžeme pǒŕıdit částečně uspǒrádanou
množinu {0, 1}A, to jest množinu všech funkćı f : A→ {0, 1} s uspǒrádáńım
podle hodnot na jednotlivých argumentech. Tato částečně uspǒrádaná množina
{0, 1}A je izomorfńı p̌redchoźı částečně uspǒrádané množině 2A, p̌ŕıslušný
izomorfismus p̌rǐrad́ı každé funkci f : A→ {0, 1} podmnožinu {a ∈ A : f (a) = 1}
množiny A. Takže Möbiova funkce částečně uspǒrádané množiny 2A koresponduje
s Möbiovou funkćı částečně uspǒrádané množiny {0, 1}A. Vezměme libovolné dvě
funkce f , g : A→ {0, 1} splňuj́ıćı f 6 g , což znamená, že f (a) 6 g(a) pro
všechna a ∈ A, a uvažujme interval [f , g ] v částečně uspǒrádané množině {0, 1}A.
Podle prvńıho z p̌redchoźıch dvou tvrzeńı je hodnota Möbiovy funkce µ{0,1}A na
intervalu [f , g ] rovna součinu hodnot Möbiových funkćı µ{0,1} na jednotlivých
intervalech [f (a), g(a)] p̌res všechna a ∈ A. Podle druhého z p̌redchoźıch dvou
tvrzeńı a podle úvodńıho p̌ŕıkladu je ale hodnota Möbiovy funkce µ{0,1} na
intervalu [f (a), g(a)] rovna 1, je-li f (a) = g(a), a je rovna −1, je-li f (a) < g(a).
Hodnota Möbiovy funkce µ{0,1}A na intervalu [f , g ] je tedy rovna mocnině (−1)k ,
kde k je počet všech těch prvk̊u a ∈ A, pro něž je f (a) < g(a).
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Přejděme nyńı od částečně uspǒrádané množiny {0, 1}A k částečně uspǒrádané
množině 2A. Našim dvěma funkćım f , g : A→ {0, 1} splňuj́ıćım f 6 g budou
odpov́ıdat podmnožiny C = {a ∈ A : f (a) = 1} a D = {a ∈ A : g(a) = 1}
množiny A splňuj́ıćı C ⊆ D. Intervalu [f , g ] v částečně uspǒrádané množině
{0, 1}A bude odpov́ıdat interval [C ,D] v částečně uspǒrádané množině 2A. Prvky
a ∈ A, pro něž je f (a) < g(a), jsou právě prvky množiny D − C . Počet k všech
těchto prvk̊u je tedy roven č́ıslu |D − C |. Takže podle p̌redchoźıho zjǐstěńı je
hodnota Möbiovy funkce µ2A na intervalu [C ,D] rovna mocnině (−1)|D−C |.

Bud’ dále N množina všech kladných celých č́ısel uspǒrádaná dělitelnost́ı. To
znamená, že pro libovolná kladná celá č́ısla m, n považujeme m za menš́ı než n
anebo rovno n právě tehdy, když m|n, to jest právě tehdy, když č́ıslo m děĺı
č́ıslo n. Chystáme se určit Möbiovu funkci µN částečně uspǒrádané množiny N.

To znamená, že pro libovolná kladná celá č́ısla m, n splňuj́ıćı m|n chceme určit
hodnotu µN(m, n). Necht’ h, k jsou libovolná kladná celá č́ısla taková, že h|m
a n|k . Pak můžeme uvažovat interval [h, k] v částečně uspǒrádané množině N,
který v sobě obsahuje interval [m, n]. Potom podle druhého z p̌redchoźıch dvou
tvrzeńı máme rovnost µN(m, n) = µ[h,k](m, n). Takže poťrebujeme určit hodnotu
µ[h,k](m, n). Necht’ k = pε11 pε22 . . . pεss , kde p1, p2, . . . , ps jsou navzájem r̊uzná
prvoč́ısla a ε1, ε2, . . . , εs jsou kladná celá č́ısla.
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Poněvadž h|k, máme h = pϑ1
1 pϑ2

2 . . . pϑs
s pro nějaká nezáporná celá č́ısla

ϑ1, ϑ2, . . . , ϑs splňuj́ıćı ϑ1 6 ε1, ϑ2 6 ε2, . . . , ϑs 6 εs . Mějme nyńı libovolná dvě
kladná celá č́ısla m, n v intervalu [h, k]. Pak m = pκ1

1 pκ2
2 . . . pκs

s pro nějaká celá
č́ısla κ1,κ2, . . . ,κs splňuj́ıćı ϑ1 6 κ1 6 ε1, ϑ2 6 κ2 6 ε2, . . . , ϑs 6 κs 6 εs
a n = pλ1

1 pλ2
2 . . . pλs

s pro nějaká celá č́ısla λ1, λ2, . . . , λs splňuj́ıćı ϑ1 6 λ1 6 ε1,
ϑ2 6 λ2 6 ε2, . . . , ϑs 6 λs 6 εs . Pak naše č́ısla m, n splňuj́ı m|n právě tehdy,
když plat́ı κ1 6 λ1, κ2 6 λ2, . . . , κs 6 λs . Tato úvaha ukazuje, že interval
[h, k] v částečně uspǒrádané množině N je izomorfńı součinu interval̊u [ϑ1, ε1],
[ϑ2, ε2], . . . , [ϑs , εs ] v množině N ∪ {0} všech nezáporných celých č́ısel
uspǒrádané podle velikosti č́ısel. To znamená, že Möbiova funkce µ[h,k] na
intervalu [h, k] koresponduje s Möbiovou funkćı na součinu interval̊u
[ϑ1, ε1]× [ϑ2, ε2]× · · · × [ϑs , εs ]. Takže pro naše č́ısla m, n splňuj́ıćı m|n je
hodnota µ[h,k](m, n) rovna hodnotě posledně jmenované Möbiovy funkce na
intervalu [(κ1,κ2, . . . ,κs), (λ1, λ2, . . . , λs)]. Podle prvńıho z p̌redchoźıch dvou
tvrzeńı je ovšem tato hodnota rovna součinu hodnot
µ[ϑ1,ε1](κ1, λ1)µ[ϑ2,ε2](κ2, λ2) · · · µ[ϑs ,εs ](κs , λs). Podle druhého z p̌redchoźıch
dvou tvrzeńı a podle úvodńıho p̌ŕıkladu ale pro každé i = 1, 2, . . . , s plat́ı

µ[ϑi ,εi ](κi , λi ) =


1, jestliže κi = λi ,

−1, jestliže λi − κi = 1,

0, jestliže λi − κi > 1.
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Odtud plyne, že hledaná hodnota µ[h,k](m, n) je rovna 1, jestliže κ1 = λ1,
κ2 = λ2, . . . , κs = λs , to jest jestliže m = n, hodnota µ[h,k](m, n) je rovna
(−1)t , jestliže λ1 − κ1 6 1, λ2 − κ2 6 1, . . . , λs − κs 6 1, p̌ričemž počet těch
index̊u i = 1, 2, . . . , s, pro něž je λi − κi = 1, je roven t, což nastane právě když
pod́ıl n/m je součinem t r̊uzných prvoč́ısel, a konečně hodnota µ[h,k](m, n) je
rovna 0, jestliže pro některé i = 1, 2, . . . , s plat́ı λi − κi > 1, což nastane právě
když pod́ıl n/m je dělitelný druhou mocninou nějakého celého č́ısla věťśıho než 1.
Shrnuto celkem, pro libovolná kladná celá č́ısla m, n splňuj́ıćı m|n je hodnota
Möbiovy funkce µN na intervalu [m, n] rovna

µN(m, n) =



1, jestliže m = n,

(−1)t , jestliže n/m = q1q2 . . . qt , kde
q1, q2, . . . , qt jsou vzájemně r̊uzná prvoč́ısla,

0, jestliže n/m = r2u pro nějaká kladná celá
č́ısla r , u splňuj́ıćı r > 1.
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