Mobiova funkce &asteéné uspordadané mnoziny
v8ech rozkladi kone¢né mnoZziny

Bud S neprazdna konednd mnoZina. Ozna&me symbolem J3(S) mnoZinu vech
rozkladd mnoZziny S. Na této mnoZin& B(S) uvazme Eastetné usporadani < dané
nasledovné. Pro libovolné dva rozklady o a 7 mnoZiny S klademe o < 7 pravé
tehdy, kdyZ roklad o je zjemnénim rozkladu 7. Takto dostdvdme koneénou
Eastedn& usporadanou mnoZinu B(S). Nasdim p¥istim dkolem bude najit Mébiovu
funkci g (s) této Eastetné usporddané mnoziny P(S).

P¥ipomefime, Ze rozklad o = {A1, Az, ..., Ax} mnoZiny S je zjemn&nim rozkladu
7={By,B,,...,B;} mnoziny S, jestlize pro kazdé i € {1,2,..., k} existuje
Jj€{1,2,...,¢0} takové, Ze A; C B;. To znamena, Ze kazda z tfid By, B>, ..., By
rozkladu 7 je disjunktnim sjednocenim nékolika t¥id vzatych mezi tfidami

A1, Az, ..., Ak rozkladu o. V této situaci vznikd rozklad 7 /o indukovany na
mnoZin& o = {A1, Az, ..., Ax} rozkladem 7 nasledovn&. Dv& mnoZiny A;, A,
i, i € {1,2,...,k}, leZi v téZe t¥id& rozkladu 7/0 pravé tehdy, kdyZ existuje
je{1,2,...,¢0} takové, ze A;, C Bj a A;, C B;.

kde

i
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Vénujme se v takové situaci intervalu [o, 7] v €asteZn& uspofadané mnoZzing P(S).
Vezméme tedy libovolny rozklad m = { G, G, ..., C,} mnoZiny S takovy, Ze

o < m < 7. UvaZme rozklad 7/c indukovany na mnozing o = {A1, Az, ..., A}
rozkladem . Je vidét, Ze pak pfedpisem m — 7/0 je ddn izomorfismus intervalu
[0, 7] v &aste¢n& uspotddané mnoZing P(S) na interval [o/c, /0] v Eastetnd
usporddané mnozing B(o) vech rozkladd mnozZiny o = {A;, Aa, ..., Ac}. Oviem
o /o je trividlni rozklad mnoZiny ¢ na jednoprvkové podmnoZiny.

Pon&vadZ jmenované dva intervaly byly izomorfni, a ponévadZ hodnota Mobiovy
funkce na daném intervalu zavisi pouze na tomto intervalu samotném, nikoliv na
celé astené usporadané mnoZzing, v niZ se tento interval bere, musi byt jmenovité
hodnota Mabiovy funkce pig(s) na intervalu [o, 7] rovna hodnot& Mobiovy funkce
(o) Na intervalu [o/0, 7/0], kde o/o je trividIni rozklad na jednoprvkové t¥idy.
Z této avahy tedy plyne, Ze k tomu, abychom uméli poéitat hodnoty Mobiovy
funkce pig(s) na libovolnych intervalech [0, 7] v €aste¢né& usporadanych mnoZinach
PB(S) pro libovolné konetné mnoZiny S, sta&i umét potitat tyto hodnoty Mdbiovy
funkce jen na intervalech tvaru [0, 7], kde o je trividlni rozklad mnoZiny S na
jednoprvkové t¥idy, opét pro libovolné kone&né mnoziny S.

Vénujme se tedy nyni tkolu urgit hodnoty Mobiovy funkce pg sy na libovolnych
intervalech tvaru [0, 7] v EasteZn& uspofddanych mnozindch J3(S) viech rozkladi
konegnych mnoZin S. Necht opét 7 = {By, B,, ..., B,}.
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UvaZme dale libovolny rozklad m = {1, G5, ..., C,} mnoZiny S takovy, Ze je
splnéno 7 < 7. Pak kazd3 z t¥id By, Bo, ..., By rozkladu 7 je disjunktnim
sjednocenim nékolika t¥id vzatych mezi tfidami C;, Gy, ..., C, rozkladu 7.

To ukazuje, Ze rozklad 7 indukuje rozklady jednotlivych t¥id By, B>, ..., By
rozkladu 7. Oznaéme 7y, 75, ..., 7 tyto indukované rozklady. To znamen3, Ze
pro kazdé j € {1,2,...,¢} je m; rozklad mnoZiny B;, jehoZ t¥idami jsou pravé ty
mnoziny mezi Ci, G, ..., C,, jejichZz disjunktnim sjednocenim je mnoZzina B;.
Nyni je patrno, Ze p¥edpisem 7 +— (71,72, ..., 7¢) je dan izomorfismus intervalu
[0, 7] v Edstetn& uspofddané mnoZing P(S) na soutin Eastetné& usporadanych
mnozin P(B1) x P(Bz) x - -+ x P(B¢) viech rozkladi mnoZin By, Bs, ..., By.
Ponévad? jde o izomorfni &asteéné uspofadané mnoziny, je druha z t&chto
uspofddanych mnoZin rovné&Z intervalem a hodnota Mobiovy funkce pug(sy na
intervalu [0, 7] musi byt rovna hodnot& odpovidajici Mobiovy funkce na celé

Ze hodnota této posledni Mobiovy funkce je rovna souéinu hodnot jednotlivych
Mobiovych funkei pp(s,), p(8,), - - - » Hp(B,) Na celych &astecn& uspoFddanych
mnozinach P(B1), B(Bz), . .., P(By). Tato dvaha ukazuje, Ze k tomu, abychom
uméli potitat hodnoty Mdbiovy funkce sy (s) na libovolnych intervalech

v Eastelné usporddané mnoZing PB(S) pro libovolné koneZné mnoZiny S, stadi
umét potitat jenom hodnotu Mdbiovy funkce psp(s) na celé ¢astecné usporddané
mnoZzing PB(S), kterd je oviem sama intervalem, avdak opét je t¥eba to umét pro

libovolné kone¢né mnoZiny S.
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PYevedli jsme tak naSi vychozi dlohu na nasledujici tlohu. Bud S libovolna
neprazdnd konetnd mnozina. Pak ¥astetn& uspofddand mnozina 3(S) viech
rozkladG mnoZiny S je sama o sobé intervalem. Nejmensim rozkladem je trividlni
rozklad © mnoZiny S na jednoprvkové tfidy a nejvétsim rozkladem je rozklad S,
jeho? jedinou tfidou je celd mnoZina S. M3 se uréit hodnota Mobiovy funkce
pap(s) této Eastetné& usporadané mnoziny P(S) na intervalu [0, 3], to jest na
nejv&tsim intervalu, jimZ je ale ¢aste¢n& uspo¥adand mnozina B(S) sama.

K tomu G&elu aplikujeme dudlni variantu obecné véty o Mobiovych vzajemné
inverznich formulich.

Bud T jind dostatedn& velkd neprazdna kone&na mnoZina. UvaZme libovolnd
zobrazeni h: S — T. Pro kazdy rozklad = mnoZiny S ozna&me symbolem ()
pocet v8ech téch zobrazeni h: S — T, ktera na mnoZiné S indukuji rozklad .
Pon&vad? mnoZina T je dostatetn& velka, je f(m) # 0 pro kazdy rozklad =
mnoziny S. Formulujme to ponékud presnéji takto. Rozepidme pro urditost rozklad
mve tvaru m = {Cy, Gy, ..., C,}. Pak zobrazeni h: S — T, kterd na mnoZin& S
indukuji rozklad m, jsou témi zobrazenimi, kterd jsou konstantni na v8ech tfidach
Ci, G, ..., G, rozkladu 7 a prvkim z riiznych t&chto tfid pfitazuji riizné prvky
mnoziny T. Tato zobrazeni h: S — T evidentn& koresponduji s injektivnimi
zobrazenimi 6 : m — T. Potet téchto zobrazenf je oviem roven &islu || TH@'
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Podotkn&me jest&, e p = |7|. Celkem to znamend, Ze plati f(7) = [|T|]|ﬂ pro
kazdy rozklad m mnoZiny S. Nalezené hodnoty f(7) pak dohromady sklddaji celé
zobrazeni f : B(S) — N. UvaZme nyni pro kazdy rozklad = mnoZiny S sumu
> 75, (7). Tato suma uddvd pro dany rozklad 7 poZet v8ech téch zobrazeni
h:S — T, kterd na mnozin& S indukuji takovy rozklad 7, Ze rozklad = je
zjemn&nim rozkladu 7. Je jasné, Ze takova zobrazeni h: S — T jsou pravé t&mi
zobrazenimi, kterd jsou konstantni na vdech t¥idach G, G, ..., C, rozkladu 7,
a nic dalSiho se nepoZaduje. Takova zobrazeni ale koresponduji s libovolnymi
zobrazenimi ¥ : m — T. Polet posledné jmenovanych zobrazeni je viak roven &islu
| T|®. Podotkn&me znovu, Ze p = |r|. UvaZme v této souvislosti jest& zobrazeni
g : B(S) — N dané pro kazdy rozklad m mnoZiny S predpisem g(w) = | T|I™.
Z dosavadnich Gvah tak dostdvdme rovnost
g(m) =) f(n),

T>T
ktera plati pro kazdy rozklad m mnoZiny S. Tento soubor rovnosti ale m3 tvar
prvnich rovnosti v dudlni varianté véty o Mobiovych inverznich formulich. Podle
této véty pak plati také rovnosti

F(m) =Y pmys)(m,7) &(7),
T
opét pro kazdy rozklad m mnoZiny S. Zde iy s) je Mobiova funkce &ste¢ng

usporadané mnoZiny 3(S).
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PY¥epsano nazpét prostfednictvim zadani funkci f a g toto zjisténi dava, Ze rovnosti

|T| 7] ZU‘}B 5)(77 T ‘T“Tl

T

plati pro kazdy rozklad = mnoZiny S. V t&chto rovnostech vystupuji hodnoty
UTH|7r| a | T|!"!, které Ize vnimat jako hodnoty polynomii [x]jx| @ xI7l'v prom&nné
x vzaté v &islech | T| pro viechny dostate¢n& velké kone&né mnoziny T. Posledn&
jmenované rovnosti tak jsou rovnostmi hodnot dvou polynom( v proménné x po
dosazeni viech dostatetn& velkych kladnych celogiselnych hodnot | T| za
promé&nnou x. To ale znamen3, Ze i doty&né polynomy v promé&nné x se sob& musi
rovnat. Takto dospivdme k rovnostem polynomi

Xie) = D () (m, )X
T>T

v promé&nné x platnym pro kazdy rozklad m mnoZiny S. Zejména pro trividlni
rozklad © mnoZiny S vzaty jako rozklad 7w odtud dostavdme rovnost polynomi

s = Y. ngs)(0.m)x,
TEP( )

ponévad? |o| = |S|. Tyto dva polynomy se sob& budou rovnat, budou-li si rovny
koeficienty u jednotlivych mocnin prom&nné x.
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Jmenovité pro prvni mocninu x této promé&nné mame vlevo koeficient
(~1)(=2)--- (=18 + 1) = (-1)*I7}(|s] - 1!

a vpravo mame koeficient
M‘B(S)(oa 3)7

pon&vad? jeding pro rozklad & pozistavajici pouze ze samotné mnoziny S, kdyz
. s 23 Yare
ho vezmeme jako rozklad 7, mame xS = x. Dostavame tak rovnost

pas)(0,9) = (1)1 (S| = 1)1,

co? je ten vysledek, ke kterému jsme potfebovali dospét.
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