Princip inkluze a exkluze

Nejprve z doposud ziskanych poznatki o Mdobiovych inverznich formulich pro
obecné lokdIn& kone&né &astetné usporddané mnoZiny odvodime ndsledujici
specialni v&tu pro mnoZinu 2° vdech podmnoZin n&jaké neprazdné konetné
mnoZiny S &aste&n& uspofadanou mnoZinovou inkluzi.

Véta.

Bud' S neprdzdna kone&na mnoZina. Bud K téleso charakteristiky 0. Pak pro
libovolné dvé& funkce f, g : 2° — K plati rovnosti

g(T)= Z f(Y) pro vsechny podmnoZiny T C S
TCYCS

pravé tehdy, kdyZ plati rovnosti

f(T)= Z (=1)Y=Tlg(Y) pro vsechny podmnoziny T C S.
TCYCS
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Dikaz.

Tato véta plyne z dudlni verze véty o Mobiovych inverznich formulich aplikované
na ¢astedné usporddanou mnoZinu 25 a z d¥ive odvozeného faktu, ¥e hodnota
Mobiovy funkce jips Eastetnd uspofadané mnoziny 2° na libovolnych
podmnozinach T, Y C S spliiujicich T C Y je rovna pos(T,Y) = (=1)Y-TI. O

Obecny tvar principu inkluze a exkluze

DokaZeme nasledujici vétu, kterou Ize povaZovat za obecnou variantu poznatku
nesouciho nazev princip inkluze a exkluze.

Véta.

Bud' Q kone&nd mnoZina. Necht {A; : i € I} je neprdzdny kone&ny systém
podmnoZin mnoZiny Q, coZ znamend, Ze | je neprazdnd kone¢na mnoZina a
A; C Q pro vSechna i € |. PoloZme A; = Q — A; pro viechna i € |. Pak pro
libovolnou podmnoZinu J C | plati

ﬂA,m ﬂ Al = Z (1)Kl ﬂA,- :

icJ icl—J JCKCI icK
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Poznamka.

Dodejme pro uréitost, Ze ﬂ Ai=Q.
i€

Dikaz.

Je evidentni, Ze pro libovolnou podmnozinu J C [ plati
ﬂA,': U (ﬂA,’ﬁ m A,'>,
ied JCKCI \iek icl—K

pFi¢emz prinik vlevo je disjunktnim sjednocenim priniki vpravo. Odtud plyne

rovnost
ﬂA,‘ = Z ﬂA,’ﬁ m Z,’

icJ JCKCI liek iel—K

Definujme nyni funkce f, g na mno¥in& 2/ predpisy

AN ) A NA

ied iel—J iel

f(J) = , 8(J) =

pro v8echny podmnoZiny J C /.
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Pak p¥edchozi vztah Ize ptepsat jako formuli

g(J) = Z f(K) pro véechny podmnoziny J C /.
JCKCI

Podle pfedchozi v&ty potom oviem plati také inverzni formule

f(J) = Z (—1)%=/Ig(K) pro viechny podmnoziny J C /.
JCKCI

Tato posledni formule pak po dosazeni nazp&t dava rovnost

Nan N A= ¥ cox1na

ied iel—J JCKCI ieK

)

kterd plati pro libovolnou podmnoZinu J C /. O

Vibec nej¢ast&jsi interpretace situace popsané v predchozi vété je tato: Je déna
konetnd mnozina @ objektd, které mohou mit kone&né& mnoho vlastnosti v;, kde
i € 1. Oznalme pro kazdé i € | symbolem A; mnoZinu v8ech t&ch objektl z Q,
které maji vlastnost v;. Pak pro danou podmnozinu J C I je (;c; Ai NN/ A
mnoZinou vech té&ch objektl z Q, které maji pravé vlastnosti v; pro i € J.
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Vztah v predchozi vété potom vyjadfuje pocet téchto objekti prostfednictvim
pottil objektli v podmnoZinich (;cx Ai, kde J C K C I, coZ jsou mnoZiny
objektd majicich alespoii vlastnosti v; pro i € K. Potty takovychto objektl
obvykle byvaji snaze zjistitelné.

Nejéasté&ji uvadé&nou variantou principu inkluze a exkluze byva vztah pro podet
téch objektl z @, které nemaji Zddnou z vlastnosti v; pro i € /.

Dusledek.

Bud' Q kone&nd mnoZina. Necht {A; : i € I} je neprdzdny kone&ny systém
podmnoZin mnoZiny Q. Oznaéme symbolem A(0) mnoZinu objekti
Nici/(Q — Ai) = @ — U, Ai. Pak plati

A = S (-1 N A

KClI ieK

., kde ﬂA,-: Q.

i€

Diikaz.

Tato rovnost plyne okam#it& z p¥edchozi véty pro J = ().
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Zistafimme jest& chvili u posledniho disledku. Rozepi¥me podrobnégji formuli
uvedenou v tomto disledku. Vezméme nejprve za K prazdnou mnoZinu, potom
vezmé&me za K vSechny jednoprvkové podmnoziny mnoziny /, pak vezméme za K
vsechny dvouprvkové podmnoZiny mnoZiny /, a tak pokracujme dale, aZ nakonec
vezmeme za K celou mnoZinu /. Takto formule v poslednim didsledku nabude tvaru

AO) = [QI =D A+ Y. JANAI= > JANANAl+--
iel {ijyci {ijkycl
i iAi#k A

...+(_1)|/\ ﬂA,. )

i€l

St¥idani znamének v této formuli vysvétluje pouZiti terminu princip inkluze a
exkluze.

N4

Obecnégjsim vztahem, neZ je vztah uvedeny v pfedchozim disledku, je vztah
udavajici polet t&ch objektl z Q, které maji pravé r vlastnosti mezi vlastnostmi
v, kde i € I, pro n&jaké r spliiujici 0 < r < |/|.
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Dusledek.

Bud Q kone&na mnoZina. Necht {A; : i € I} je neprazadny konecny systém
podmnoZin mnoZiny Q. PoloZme A; = Q — A; pro vsechna i € |. Pro libovolné
celé &islo r splriujici 0 < r < |I| oznaéme symbolem A(r) mnoZinu objekti

U e (ﬂ,-eJ AN ﬂ,.e,fJZ,-). Pak plati

|J|=r
a0l = ¥ -y ().

KClI
r<|K]|

NA

iek

Dikaz.

S pouzitim obecného tvaru principu inkluze a exkluze uvedeného ve druhé
z predchozich dvou vét postupné vychazi

A=Y [Nan N A =

IK J|

A

2 > (-

JCI lies icl—J JCI JCKCI ieK
e e

K—J |K]| K|—
- Y Y (RN Al = Z(r M| A
KCI JCK icK KClI icK
r<IK| Jl=r r<Ik]
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Posledni rovnost plyne z kombinatorického vyznamu binomickych koeficient(,
v tomto p¥ipadé urlujiciho polet r-prvkovych podmnoZin mnoZiny K.

o)
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