Permutace bez transpozic

Vime, Ze libovolnou permutaci kone¢né mnoziny lze rozloZit na soudin nezavislych
cykld. Cykly délky dva nazyvdme transpozicemi. Zajima nas, kolik existuje
permutaci kone¢né mnoZziny o n prvcich, v jejichZ rozkladu na souéin nezavislych
cykll nefiguruje Zadna transpozice.

Ponékud podrobnégji ¥eteno, je-li dano kladné celé &islo n, chceme uréit, kolik
existuje permutaci o mnoziny {1,2, ..., n} takovych, Ze v rozkladu permutace o
na soudin nezdvislych cykll nefiguruje Zadny cyklus délky dva, tedy Zadna
transpozice. Budeme chtit ¥esit i obecng&jsi dlohu spodivajici v tom, Ze pro dané
celé &islo r spliiujici 0 < r < [2], kde [2] je dolnf celd &Sst &isla 2, bude nagim
dkolem urcit, kolik existuje permutaci o mnoZiny {1,2,..., n} takovych, Ze

v rozkladu permutace o na souéin nezavislych cykli vystupuje pravé r transpozic.

Ozna&me S, mnoZinu vdech permutaci mnoZiny {1,2,...,n}. Bud | mnoZina
viech dvouprvkovych podmnoZzin mnoziny {1,2,...,n}. Pro kteroukoliv
dvouprvkovou podmnozinu {i,j} mnoziny {1,2,...,n}, to jest pro kazda
i,j€{1,2,...,n} spliujici i # j oznatme Ay; j; mnoZinu viech permutaci o
mnoziny {1,2,...,n} takovych, ze o(i) =j a o(j) = /.
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Je tedy Ay; ;) mnoZinou v3ech téch permutaci o mnoziny {1,2,...,n}, v jejichZ
rozkladu na soutin nezavislych cykld vystupuje transpozice (/). Pak permutace o
mnoziny {1,2,...,n}, v jejichZ rozkladu na souin nezdvislych cykli nefiguruje
Zadna transpozice, tvoFi mnozinu

A0)= [ (Sn—Agjy)-
{ij}el
Podle principu inkluze a exkluze je tedy polet téchto permutaci roven

A = D" ) Aug|-

KCI {ijyeK
Obsahuje-li p¥itom podmnozina K C | n&které dvé dvouprvkové podmnoZiny
mnoziny {1,2,..., n}, které maji spole¢ny jeden prvek, pak oviem mdme

Nyijyex Atijy = 0. Neobsahuje-li podmnoZina K C | Zddné dvé dvouprvkové
podmnoZiny se spole¢nym prvkem, pak oviem |K| < [2]. V takovém ptipadg
permutace z mnoZiny ﬂ{i’j}eK Ayijy prehazuji navzajem prvky i, j z podmnozin
{i,j} € K a permutuji zbyvajici prvky, to jest prvky mnoziny {1,2,...,n} — UK
zcela libovolng. T&chto zbyvajicich prvki je celkem n — 2|K]|, takZe v tom p¥ipad&
mame

() Aggy| = (n=2[K|).
{ij}ekK
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Tento polet nezdvisi na podmnoZingé K samotné, ale jen na poctu prvki této
podmnoZiny K. Je tedy t¥eba pro kazdé k = 0,1,2,..., [4] urtit, kolik existuje
k-prvkovych podmnoZin K C | obsahujicich pouze navzdjem disjunktn{
dvouprvkové podmnoziny mnoziny {1,2,..., n}. Pak sjednoceni | J K je n&ktera
2k-prvkova podmnoZina mnoziny {1,2,...,n}. Tuto podmnoZinu Ize vybrat (5} )
zpusoby. Zbyva urit, kolika zpisoby Ize jakoukoliv 2k-prvkovou podmnoZinu

H C{1,2,...,n} rozloZit na k dvouprvkovych t¥id. Pfipomefime, Ze podle
poznatkid o kombinatorickém vyznamu polynomickych koeficientd poéet viech
zobrazeni f : H — {1,2,..., k} takovych, Ze pro kazdé £ =1,2,... k je

|F=1(0)] = 2, je roven &islu (2% ,) = (2k) . Toto ¢islo je k!- nasobkem pottu
vSech rozkladd mnoZiny H na dvouprvkove tfidy. Pocet v8ech takovych rozkladi
mnoZziny H je tedy roven &islu gk Z, TakZe celkem je polet v8ech k-prvkovych
podmnozin K C | obsahujicich pouze navzdjem disjunktni dvouprvkové
podmnoziny mnoziny {1,2,...,n} roven &islu

ny (2k)! _ n!
<2’<> 2kkl T (n—2k)lkl2K

Kone&né& vyuZitim doposud ziskanych poznatki ve vySe uvedeném vztahu pro
pocet |A(0)| zdvérem vychazi
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AO) =Y (D

k=0 k=

o

Tolik je tedy celkem permutaci n-prvkové mnoZiny, v jejichZ rozkladu na soudin
nezdvislych cykld nefiguruje Zadna transpozice.

MiZeme si poloZit otazku, jaka je pravdépodobnost, Ze pro ndhodné zvolenou
permutaci o mnoZiny {1,2, ..., n} nastane situace, Ze v rozkladu permutace o na
sou&in nezavislych cykld nebude figurovat Zadna transpozice. PonévadZ pocet
vdech permutaci mnoZiny {1,2,...,n} je roven &islu n!, odtud a z predchoziho
vysledku vyplyva, Ze tato pravdépodobnost je rovna hodnoté

S
k!

[NIEY

k=0

MUzeme si dale klast otdzku, k jaké hodnot& se bude tato pravd&podobnost bliZit
pro n — oo. Je jasné, Ze pijde o hodnotu
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pard k! Ve

Pro velké hodnoty &isla n tedy bude doty¢nad pravdépodobnost pFiblizné rovna
hodnoté 0,60653066.

VE&nujme se nakonec lloze urtit, kolik existuje permutaci o mnoziny {1,2,...,n}
takovych, Ze v rozkladu permutace o na soudin nezavislych cykld vystupuje pravé
r transpozic, kde r je pfedem dané celé &islo splfiujici 0 < r < [2]. Tyto
permutace tvo¥i mnoZinu

A= ( N Acpn ) (Sn*A{iJ}))

JCI {ijyeds {ijyel—J
J|=r

Skute&né je tomu tak, poné&vad? obsahuje-li podmnoZzina J C | né&jaké dv&
dvouprvkové podmnoZiny mnoziny {1,2,..., n} se spole¢nym prvkem, pak mame
jiz ﬂ{iJ}eJ Arijy = 0, takZe ve vyZe uvedené formuli sjednocujeme ve skutetnosti
pouze pfes podmnoziny J C | obsahujici pravé r vzajemné disjunktnich
dvouprvkovych podmnoZin mnoZiny {1,2,..., n}. Podle obecn&jsi verze principu
inkluze a exkluze je pak pocet vySe zmin&nych permutaci roven
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A= 3 o (M) 0 A,
P¥ipomeiime jesté jednou, Ze obsahuje-li podmnozina K C | nékteré dvé
dvouprvkové podmnoZiny mnoziny {1,2,..., n} se spole¢nym prvkem, pak mame
ﬂ{iyj}eK Alijy = (). Musime se tedy déle starat jenom o podmnoZiny K C /
obsahujici pouze navzdjem disjunktni dvouprvkové podmnoZiny mnoZiny
{1,2,...,n}. Stejné& jako v pFedchozi dloze se pak ukdZe, Ze pro kaZdou takovou
podmnoZinu K C | mame

N Agy| = (n=2K])
{ijtek
Daéle je tfeba pro kazdé k=r,r+1,..., [g] urit, kolik existuje k-prvkovych
podmnozin K C | obsahujicich pouze navzajem disjunktni dvouprvkové
podmnoZiny mnoziny {1,2,..., n}. Ale zase stejn& jako v pfedchozi (loze
dospé&jeme k poznatku, Ze polet takovych k-prvkovych podmnoZin K C / je roven
&islu
n!
(n—2k)1-k1.2k"
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Vyuzitim obou t&chto poznatkid ve vySe uvedeném vztahu pro potet |A(r)|
konetné vyjde

IS
—_—

|
a1 = > (§) (_MW( _ 21

o 8y .5( 3

rt &= (k- r)l-2k — rl2r e (k—r)! '

Tolik je tedy celkem permutaci n-prvkové mnoZiny, v jejichZ rozkladu na soudin
nezavislych cykld vystupuje pravé r transpozic.
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