Uloha o hostech

Chystdme se ¥esit klasickou dlohu o hostech. K tomu G&elu nejprve vyfesime dvé
pomocné tlohy.

Necht n, k jsou kladna celd &isla spliiujici kK < n. Na p¥imce je vyzna&eno n
riiznych bodi. Zjistéte, kolika zplisoby je moZno mezi témito body vybrat k bodi
tak, aby Z4dné dva vybrané body nebyly sousedni.

Po odstranéni vybranych k bod( zlistane na pfimce n — k bodl. Nasi dlohu Ize
nyni preformulovat jako problém, kolika zplisoby Ize do tsekl p¥imky vytatych
zadanymi n — k body rozmistit po jednom k novych, jinak ozna&enych bodi.
Zadanych n — k bodd déli p¥fimku na n — k + 1 &asti, |ze tedy rozmisténi novych
bodii provést ("~KT1) zpiisoby.

Necht dale n, k jsou kladna celd &isla spliujici k < n. Na kruZnici je vyznadeno n
riznych vzajemné odliSitelnych bodi. Opét zjistéte, kolika zplisoby je moZno mezi
témito body vybrat k bodii tak, aby Zadné dva vybrané body nebyly sousedni.

Z podminek ulohy plyne, Ze n > 2. Zvolme na kruZnici mezi n vyznalenymi body
pevn& dva sousedni body A, B. Rozlisime moZnosti:
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e Neni-li mezi vybranymi k body bod A, je nutno tyto body vybrat ze
zbyvajicich n — 1 bodii, co? podle predchozi dlohy Ize u&init (", %) zplsoby.

e Neni-li mezi vybranymi k body bod B, analogicky je moZno takovy vybér
utinit ("%) zplsoby.

e Oba pfedchozi p¥ipady v sobé& oviem zahrnuji moZnost, Ze mezi vybranymi

k body neni ani bod A ani bod B. Tehdy musi byt tyto body vybrany ze zbylych
n — 2 bodii, coz opét podle predchozi dlohy Ize uinit ("~fK~!) zpiisoby.

Celkem je tedy poZadovany vybér k nesousednich bodli mezi danymi n navzajem
odlisitelnymi body vyznalenymi na kruznici moZno udinit

(n;k>+<n;k)_(n—:—l) _ [n;!k]k+[n;!k]k_[n—i!—l]k

[ Kl (2_n—2k> Kk n

k! n—k k! n—k

__n n—k
T n—k k

zpUsoby.
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Vénujme se nyni avizované tloze o hostech. Tato tloha je formulovana
nasledovn&. Necht n je kladné celé &islo spliiujici n > 2. Na vetirku se sejde n
manzelskych part. Zjistéte, kolika zplsoby je mozno rozesadit tyto hosty kolem
kulatého stolu tak, aby se muZi a Zeny pravidelné stfidali a aby Zadni dva manZzelé

nesedéli vedle sebe.

Poznamenejme, Ze budeme pFedpoklidat, Ze Zidle kolem stolu jsou od sebe
navzajem odliSitelné. Budeme tedy rozliSovat mezi rozesazenimi, z nichZ jedno
vznikne z druhého pooto&enim hostil kolem stolu. Pokud bychom takto
nerozliSovali, vydélili bychom na zavér ziskany vysledek &islem 2n.

Za uvedeného ptedpokladu existuje n!-2 moZnosti, jak mohou byt za stolem
rozesazeni muzi. Zvolme pevn& jedno takové rozesazeni. Redime nyni problém,
kolika zplsoby lze mezi tyto muZe rozmistit Zeny tak, aby dva manZelé nikde
nesedéli vedle sebe. (Z¥ejm& tento polet rozmist&ni Zen nezdvisi na tom, jaké
rozesazeni muZi bylo pfedtim zvoleno.)

Bud Q mnoZina vech myslitelnych umist&ni Zen na volné Zidle mezi muZi. Kolem
stolu je rozestavéno 2n Zidli a mezi nimi je 2n mezer. Ozname | mnoZinu v&ech
téchto mezer. Pro kaZzdou mezeru i € | ozname A; mnoZinu vSech téch umisténi
Zen na volnd mista mezi muZi, kdy na sousednich Zidlich kolem mezery i sedi
manzelé. TakZe ta rozmisténi Zen, kdy Zadni dva manZelé nesedi vedle sebe,
vytvoFi mnoZinu
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A(0) =()(Q = A).
iel
Podle principu inkluze a exkluze je tedy polet téchto rozmisté&ni roven

A = > (=D Al

KClI iek

Obsahuje-li podmnoZina K C I né&které dv& sousedni mezery, pak oviem

Nick Ai = 0, nebot Zadny z hostii nemiiZe mit u stolu manZela po obou strandch
kolem sebe. Jestlize podmnoZina K C | neobsahuje Zddné dvé sousedni mezery,
pak nutn& |K| < n, v umist&nich z (), A; jsou mista |K| Zen urfena pevng, totiz
vedle jejich manZelli v sousedstvi pFisluiné mezery, a zbyvajicich n — |K| Zen Ize
umistit na zbyld volnd mista libovolng&, coZ Ize utinit (n — |K])! zplsoby, takze

v tom pfipadé

() Al = (n— K.

ieK
Toto &islo nezavisi na podmnoZing K samotné, ale pouze na poctu mezer
v podmnoZing K. P¥itom vime, Ze pro kazdé k =0,1,2,..., n polet viech té&ch

k-prvkovych podmnozin K C [, které neobsahuji Zddné dvé sousedni mezery, je

podle pfedchozi pomocné dlohy roven &islu
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2n _ 2n— k
2n — k k '

VyuZitim t&chto poznatki v pfedchozim vy3e uvedeném vztahu pro |A(0)| vychézi

I—Z(— "z—n (2”kk> (n— k).

Tolik je tedy vSech pFipustnych rozesazeni Zen, je-li pfedem zvoleno néjaké
rozesazeni muzi. Vidéli jsme, Ze je mozno pfedem zadat celkem n!-2 rozesazeni
muzd, takZe dohromady dostdvame, Ze existuje

2n|z k2nzf <2"k_k>~(n—k)!

pFipustnych rozesazeni hostl kolem kulatého stolu.
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