UZiti principu inkluze a exkluze
k dokazovani kombinatorickych identit

Nasim dkolem je dokazat, Ze pro libovolna kladna cela &isla n, k spliujici kK < n
plati rovnost n

k—1 n—/ n—k+1

¢ —

() (2= ()
£=0

K tomu Géelu budeme dvéma zpisoby ¥esit nasledujici dlohu.

Je tfeba urtit, kolik existuje k-prvkovych podmnoZin mnoziny &isel {1,2,...,n}
neobsahujicich Zaddnou dvojici po sob& jdoucich &isel.

Budeme postupovat p¥imou tvahou a také s pouZitim principu inkluze a exkluze.

Porovnanim obou vysledkii dostaneme potfebnou kombinatorickou identitu.
ReSeni pfimou uvahou

Zapisujeme k-prvkové podmnoZiny mnoziny {1,2,...,n} jako vzestupng&

usporadané k-tice &isel. P¥i tomto zdpisu je pfedpisem
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(ml,mg,m3,...,mk)»—)(m17m2—1,m3—2,...,mk—k—|—1)
dano vzajemné jednozna&né zobrazeni mnoZiny vech k-tic rdznych &isel
z mnoziny {1,2,..., n} neobsahujicich Zaddnou dvojici po sob& jdoucich &isel
na mnoZinu vdech k-tic rliznych &isel z mnoziny {1,2,...,n— k + 1}.
Posledné jmenované k-tice &isel jsou ale kombinacemi k-té tfidy v mnoZiné
{1,2,...,n— k+ 1} a jejich polet je tedy dan binomickym koeficientem

n—k+1
P .
Tolik je pak i k-prvkovych podmnoZin mnoziny {1,2,..., n}, které neobsahuji

Zadnou dvojici po sobé jdoucich &isel.

v

ReSeni uzitim principu inkluze a exkluze

Bud @ mnoZina vech k-prvkovych podmnoZin mnoZiny {1,2,...,n}. Tyto
podmnoZiny si pfedstavujeme jako vzestupné zapsané k-tice rlznych &isel.
Oznaéme déle | = {2,3,..., k} mnoZinu viech t&ch pozic v takovych k-ticich,
na nichZ se mize objevit naslednik &isla z pfedchozi pozice. Pro kaZdou pozici
i € | oznatme A; mnoZinu v8ech té&ch k-tic z mnoZiny @, v nichZ se na pozicich
i — 1 a i vyskytuji po sobé jdouci &isla.
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Takze k-tice z mnoziny @ neobsahujici Zddnd dvé& po sobé jdouci &isla vytvoFi
mnoZinu P

A0) = (@ — A).

i=2
Podle principu inkluze a exkluze tedy vime, Ze pro polet téchto k-tic plati rovnost

A0 => (D) Al
LCI ieL

P¥itom pro libovolnou podmnoZinu L C | poziistavd mnoZina (., A; ze viech
téch k-tic z mnoziny Q, v nichZ p¥inejmens$im na pozicich z L leZi naslednici &isel
z pozic jim predchdzejicich. Zjistime polet takovych k-tic. VypiSme pozice
mnoZziny L ve vzestupném potadi:

L={i,f,... i}
Poté transformujme k-tice z mnoZiny (;, A; nasledovng:
(ml, ey M1, My ooy My 1, Miyy ooy Mip 1, My .oey mk) =

(ml,...,m,-l_l,m,-l—1,...,m,-2_1—1,m,-2—2,...
...,m,'é_l—é—i—l,m,-e—K,...,mk—ﬁ).
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Timto pFedpisem k-ticim z mnoZiny (;, A; vzdjemn& jednozna&n& odpovidaj
vzestupn& zapsané k-tice &isel z mnoZiny {1,2,...,n— £}, v nichZ privé na
pozicich z mnoZiny L dochazi k opakovani &isla z predchozi pozice. Vynechdme-li
nyni v takovych k-ticich &isla leZici na pozicich z mnoZiny L, dostaneme tak
libovolné vzestupn& zapsané (k — ¢)-tice riznych &isel z mnoziny {1,2,...,n—/}.
To jsou ale kombinace (k — £)-té t¥idy v mnozin& {1,2,...,n— ¢}, jejichZ pocet je

dan binomickym koeficientem (Z:ﬁ) Celkem tak dostdvdme rovnost

N = (30):

ieL
kde ¢ = |L|. Dosazenim z této rovnosti do p¥edchoziho vztahu vychazi

o) = X0 (3~ i)
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PonévadZ? pro ¢ > k je (/71) = 0, dostdvame nakonec rovnost

1A©)] = g(—l)f eIt}

Tolik je tedy vech k-prvkovych podmnoZzin mnoZziny {1,2,..., n} neobsahujicich
Zadna dvé po sobé jdouci &isla.

Zavérem porovnanim tohoto posledniho poznatku s pfedchozim vysledkem
dostdvdme dokazovanou kombinatorickou identitu.
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