
Užit́ı principu inkluze a exkluze
k dokazováńı kombinatorických identit

Naš́ım úkolem je dokázat, že pro libovolná kladná celá č́ısla n, k splňuj́ıćı k 6 n
plat́ı rovnost n∑

`=0

(−1)`
(
k − 1
`

)(
n − `
n − k

)
=

(
n − k + 1

k

)
.

K tomu účelu budeme dvěma způsoby řešit následuj́ıćı úlohu.

Je ťreba určit, kolik existuje k-prvkových podmnožin množiny č́ısel {1, 2, . . . , n}
neobsahuj́ıćıch žádnou dvojici po sobě jdoućıch č́ısel.

Budeme postupovat p̌ŕımou úvahou a také s použit́ım principu inkluze a exkluze.
Porovnáńım obou výsledk̊u dostaneme poťrebnou kombinatorickou identitu.

Řešeńı p̌ŕımou úvahou

Zapisujeme k-prvkové podmnožiny množiny {1, 2, . . . , n} jako vzestupně
uspǒrádané k-tice č́ısel. Při tomto zápisu je p̌redpisem
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(m1,m2,m3, . . . ,mk) 7→ (m1,m2 − 1,m3 − 2, . . . ,mk − k + 1)

dáno vzájemně jednoznačné zobrazeńı množiny všech k-tic r̊uzných č́ısel
z množiny {1, 2, . . . , n} neobsahuj́ıćıch žádnou dvojici po sobě jdoućıch č́ısel
na množinu všech k-tic r̊uzných č́ısel z množiny {1, 2, . . . , n − k + 1}.
Posledně jmenované k-tice č́ısel jsou ale kombinacemi k-té ťŕıdy v množině
{1, 2, . . . , n − k + 1} a jejich počet je tedy dán binomickým koeficientem(

n − k + 1
k

)
.

Tolik je pak i k-prvkových podmnožin množiny {1, 2, . . . , n}, které neobsahuj́ı
žádnou dvojici po sobě jdoućıch č́ısel.

Řešeńı užit́ım principu inkluze a exkluze

Bud’ Q množina všech k-prvkových podmnožin množiny {1, 2, . . . , n}. Tyto
podmnožiny si p̌redstavujeme jako vzestupně zapsané k-tice r̊uzných č́ısel.
Označme dále I = {2, 3, . . . , k} množinu všech těch pozic v takových k-tićıch,
na nichž se může objevit následńık č́ısla z p̌redchoźı pozice. Pro každou pozici
i ∈ I označme Ai množinu všech těch k-tic z množiny Q, v nichž se na pozićıch
i − 1 a i vyskytuj́ı po sobě jdoućı č́ısla.
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Takže k-tice z množiny Q neobsahuj́ıćı žádná dvě po sobě jdoućı č́ısla vytvǒŕı
množinu

A(0) =
k⋂

i=2

(Q − Ai ).

Podle principu inkluze a exkluze tedy v́ıme, že pro počet těchto k-tic plat́ı rovnost

|A(0)| =
∑
L⊆I

(−1)|L|

∣∣∣∣∣⋂
i∈L

Ai

∣∣∣∣∣ .
Přitom pro libovolnou podmnožinu L ⊆ I poz̊ustává množina

⋂
i∈L Ai ze všech

těch k-tic z množiny Q, v nichž p̌rinejmenš́ım na pozićıch z L lež́ı následńıci č́ısel
z pozic jim p̌redcházej́ıćıch. Zjist́ıme počet takových k-tic. Vypǐsme pozice
množiny L ve vzestupném pǒrad́ı:

L = {i1, i2, . . . , i`}.

Poté transformujme k-tice z množiny
⋂

i∈L Ai následovně:

(m1, . . . ,mi1−1,mi1 , . . . ,mi2−1,mi2 , . . . ,mi`−1,mi` , . . . ,mk) 7→

(m1, . . . ,mi1−1,mi1 − 1, . . . ,mi2−1 − 1,mi2 − 2, . . .

. . . ,mi`−1 − ` + 1,mi` − `, . . . ,mk − `).
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T́ımto p̌redpisem k-tićım z množiny
⋂

i∈L Ai vzájemně jednoznačně odpov́ıdaj́ı
vzestupně zapsané k-tice č́ısel z množiny {1, 2, . . . , n − `}, v nichž právě na
pozićıch z množiny L docháźı k opakováńı č́ısla z p̌redchoźı pozice. Vynecháme-li
nyńı v takových k-tićıch č́ısla lež́ıćı na pozićıch z množiny L, dostaneme tak
libovolné vzestupně zapsané (k − `)-tice r̊uzných č́ısel z množiny {1, 2, . . . , n− `}.
To jsou ale kombinace (k − `)-té ťŕıdy v množině {1, 2, . . . , n− `}, jejichž počet je
dán binomickým koeficientem

(
n−`
k−`
)
. Celkem tak dostáváme rovnost∣∣∣∣∣⋂

i∈L

Ai

∣∣∣∣∣ =

(
n − `
k − `

)
,

kde ` = |L|. Dosazeńım z této rovnosti do p̌redchoźıho vztahu vycháźı

|A(0)| =
∑
L⊆I

(−1)|L|
(
n − |L|
k − |L|

)

=
k−1∑
`=0

(−1)`
(
k − 1
`
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=
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.
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Poněvadž pro ` > k je
(
k−1
`

)
= 0, dostáváme nakonec rovnost

|A(0)| =
n∑

`=0

(−1)`
(
k − 1
`

)(
n − `
n − k

)
.

Tolik je tedy všech k-prvkových podmnožin množiny {1, 2, . . . , n} neobsahuj́ıćıch
žádná dvě po sobě jdoućı č́ısla.

Závěrem porovnáńım tohoto posledńıho poznatku s p̌redchoźım výsledkem
dostáváme dokazovanou kombinatorickou identitu.
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