Mobiovy inverzni formule podruhé

Jako dal3i aplikaci obecné abstraktni v&ty o Mobiovych inverznich formulich
uvedeme specidlni pfipad této véty, ktery se tykd mnoziny 91 viech kladnych
celych &isel &aste¢né usporadané délitelnosti. Pro tuto ¢astedné uspotradanou
mnozinu 1 jsme jiz d¥ive vypoletli jeji Mobiovu funkci . Zjistili jsme, Ze pro
libovolnd kladnd celd &isla m, n spliiujici m|n je hodnota Mdbiovy funkce pug na
intervalu [m, n] rovna

1, jestlize m = n,
(—1)t, jestlize n/m = q1qz...q, kde
por(m, n) = g1, G2, - - ., s jsou vzdjemné rliznd prvocisla,
0, jestlize n/m = r?u pro n&jaka kladnj cela

¢isla r, u splitujici r > 1.
V teorii &isel byva Mobiovou funkci nazyvéna &iselna funkce, obvykle oznalovana
symbolem p, definovana na mnoZziné vSech kladnych celych &isel predpisem
1, jestlize k =1,
(—1)%, Jestlize k = q19> ... q:, kde

p(k) = g1, G2, . .., gs jSOU vZajemn& riizna prvotisla,
0, jestlize k = r?u pro n&jaka kladna cela

¢isla r, u spliiujici r > 1,
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a to pro kazdé kladné celé &islo k. Je pak jasné, Ze pro libovolna kladna cela &isla
m, n spliiujici m|n mame rovnost

pr(m, n) = p(n/m).
Odtud pak také pochdazeji ndmi pouzivané terminy Mobiova funkce a Mdbiovy
inverzni formule v d¥ive studovaném abstraktnim kontextu libovolnych lokalné
kone&nych uspo¥adanych mnoZin.
V &astetné usporadané mnoziné 1 jsou olividn& vSechny hlavni idedly kone¢nymi
podmnoZinami. MiZeme tedy na tuto ¢aste¢n& uspo¥adanou mnoZinu aplikovat
obecnou vétu o Maobiovych inverznich formulich. S p¥ihlédnutim k p¥edchozi
pozndmce o Mabiovych funkcich takto dostdvdme ndsledujici specialni p¥ipad
zminéné véty, ktery byva téZ nazyvan vétou o Mobiovych inverznich formulich.

Véta.

Bud' K té&leso chrakteristiky 0. Pak pro libovolné dvé funkce f,g : 0 — K plati
rovnosti

g(n) = Z f(d) pro vSechna kladna celd &isla n
d|n
pravé tehdy, kdyZ plati rovnosti

f(n) = Zu(n/d)g(d) pro vechna kladnd celd &isla n. O
d|n
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Jednou z aplikaci Mobiovych inverznich formuli je snadné odvozeni vztahu pro
Eulerovu funkci. Pfipometime, Ze Eulerova funkce ¢ je funkci na mnoziné viech
kladnych celych &isel definovanou nasledovné. Pro kazdé kladné celé &islo n je
©(n) potet viech t&ch kladnych celych &isel, kterd nepfevyduji hodnotu n a jsou
s Cislem n nesoudélna.

Lemma.
Pro kaZzdé kladné celé &islo n plati

> wold)=n.
d|n

Dikaz.

Oznatme symbolem A, mnoZinu viech uspotddanych dvojic (d, c¢) sloZenych

z navzajem nesoudé&lnych kladnych celych &isel ¢, d takovych, Ze d|na ¢ < d.
Oznacme dale symbolem B, mnoZinu vSech kladnych celych &isel e takovych, Ze
e < n. UkdZeme, Ze predpisem

(d,c) — g-c

je definovana bijekce mnoziny A, na mnoZinu B,. AZ to budeme mit ové&feno,
bude stalit si jenom vSimnout, Ze rovnost uvedend v naSem lemmatu ¥ikd presné
to, Zze mnoZiny A, a B, maji tyZ polet prvkd.
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Uvedenym predpisem je skute¢né definovdano zobrazeni mnoziny A, do mnoZiny
B,. Toto zobrazenf je surjektivni, nebot kazdé kladné celé &islo e spliiujici e < n

Ize psat ve tvaru e = b-c, kde b je nejv&tsi spolecny délitel Cisel ea nac= 3.
Polozime-li tedy d = g, pak b = g a mame e = g-c, pritem? jist& d|n, ¢ < d
a &isla ¢, d jsou navzajem nesoud&lna. Toto zobrazen( je soutasn& prosté, nebot

je-li e = 7-c, kde &isla ¢, d splfiuji prdvé zmin&né podminky, pak pon&vad? také
n= 5-d a¢&isla ¢, d jsou navzajem nesoudglng, ¢islo  musi byt nejvétsim
spole¢nym délitelem &isel e a n. Je tedy za téchto okolnosti &islo d Eislem e

uréeno jednoznaéné a totéz pak plati také pro &islo c. ]

Definujeme-li funkce f, g : 91 — K predpisy f(n) = ¢(n) a g(n) = n pro viechna
kladnd cela &isla n, pak rovnosti uvedené v pfedchozim lemmatu pro vSechna
kladna cela ¢isla n se stanou prvnimi formulemi uvedenymi v pfedchozi v&té

o Mobiovych inverznich formulich. Podle této véty pak oviem plati také druhé

formule uvedené v této vé&t&. To znamend, Ze plati rovnosti
p(n)=>_u(n/d)-d
d|n

pro vSechna kladna celd &isla n. Nyni jsme pFipraveni dokazat znamy vztah pro
Eulerovu funkci .
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Tvrzeni.

Pro kaZdé kladné celé &islo n plati rovnost

k
1
e(m)=n-I[(1-=).
ol Pi
i=1
kde p1, po, ..., px jsou vSechna navzdjem riiznd prvocisla, ktera déli n.

Poznamka.

Pro n =1 soucin v této formuli napravo zmizi.

Diikaz.

PoloZime-li nejprve v posledni formuli uvedené pted timto tvrzenim ¢ = 7, prejde
tato formule do tvaru n
o(n) = u(e)—.
cln

Tato rovnost plati pro viechna kladna celd &isla n. Takové &islo n miizeme psat ve
tvaru e ek
nN=pyP=...-Px,

kde p1, p2, ..., pk jsou vzajemné rlizna prvodisla a €1, ¢€», ...,&x jsou néjakd

kladna celd ¢isla.
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PoloZme dale
n" =pipa...pk-

Pak z prvni formule uvedené vy%e v tomto ditkazu vzhledem k definici Mobiovy
funkce p vyplyva
n
m =3 ule) .
c|n*

Tato rovnost zase plati pro viechna kladna celd &isla n. RozepiSeme-li tuto rovnost
podrobnéji, dostaneme

w(n—n—z D Dot

Pi*Pj

i<j i<j<tl
n n
o (=1)E — & (—
( ),.Z.Pil'n-'l?i, ( )Pl'--~'Pk
1< <lp

To je ale pravé dokazovany vztah uvedeny shora v tomto tvrzeni po roznasobenf
zavorek v soucinu, ktery je tam uveden. ]
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