
Möbiovy inverzńı formule podruhé

Jako daľśı aplikaci obecné abstraktńı věty o Möbiových inverzńıch formuĺıch
uvedeme speciálńı p̌ŕıpad této věty, který se týká množiny N všech kladných
celých č́ısel částečně uspǒrádané dělitelnost́ı. Pro tuto částečně uspǒrádanou
množinu N jsme již ďŕıve vypočetli jej́ı Möbiovu funkci µN. Zjistili jsme, že pro
libovolná kladná celá č́ısla m, n splňuj́ıćı m|n je hodnota Möbiovy funkce µN na
intervalu [m, n] rovna

µN(m, n) =



1, jestliže m = n,

(−1)t , jestliže n/m = q1q2 . . . qt , kde
q1, q2, . . . , qt jsou vzájemně r̊uzná prvoč́ısla,

0, jestliže n/m = r2u pro nějaká kladná celá
č́ısla r , u splňuj́ıćı r > 1.

V teorii č́ısel bývá Möbiovou funkćı nazývána č́ıselná funkce, obvykle označovaná
symbolem µ, definovaná na množině všech kladných celých č́ısel p̌redpisem

µ(k) =



1, jestliže k = 1,

(−1)t , jestliže k = q1q2 . . . qt , kde
q1, q2, . . . , qt jsou vzájemně r̊uzná prvoč́ısla,

0, jestliže k = r2u pro nějaká kladná celá
č́ısla r , u splňuj́ıćı r > 1,
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a to pro každé kladné celé č́ıslo k . Je pak jasné, že pro libovolná kladná celá č́ısla
m, n splňuj́ıćı m|n máme rovnost

µN(m, n) = µ(n/m).

Odtud pak také pocházej́ı námi použ́ıvané terḿıny Möbiova funkce a Möbiovy
inverzńı formule v ďŕıve studovaném abstraktńım kontextu libovolných lokálně
konečných uspǒrádaných množin.

V částečně uspǒrádané množině N jsou očividně všechny hlavńı ideály konečnými
podmnožinami. Můžeme tedy na tuto částečně uspǒrádanou množinu aplikovat
obecnou větu o Möbiových inverzńıch formuĺıch. S p̌rihlédnut́ım k p̌redchoźı
poznámce o Möbiových funkćıch takto dostáváme následuj́ıćı speciálńı p̌ŕıpad
zḿıněné věty, který bývá též nazýván větou o Möbiových inverzńıch formuĺıch.

Věta.

Bud’ K těleso chrakteristiky 0. Pak pro libovolné dvě funkce f , g : N→ K plat́ı
rovnosti

g(n) =
∑
d|n

f (d) pro všechna kladná celá č́ısla n

právě tehdy, když plat́ı rovnosti

f (n) =
∑
d|n

µ(n/d)g(d) pro všechna kladná celá č́ısla n.
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Jednou z aplikaćı Möbiových inverzńıch formuĺı je snadné odvozeńı vztahu pro
Eulerovu funkci. Připomeňme, že Eulerova funkce ϕ je funkćı na množině všech
kladných celých č́ısel definovanou následovně. Pro každé kladné celé č́ıslo n je
ϕ(n) počet všech těch kladných celých č́ısel, která nep̌revyšuj́ı hodnotu n a jsou
s č́ıslem n nesoudělná.

Lemma.
Pro každé kladné celé č́ıslo n plat́ı∑

d|n

ϕ(d) = n.

Důkaz.

Označme symbolem An množinu všech uspǒrádaných dvojic (d , c) složených
z navzájem nesoudělných kladných celých č́ısel c , d takových, že d |n a c 6 d .
Označme dále symbolem Bn množinu všech kladných celých č́ısel e takových, že
e 6 n. Ukážeme, že p̌redpisem

(d , c) 7→ n

d
·c

je definována bijekce množiny An na množinu Bn. Až to budeme ḿıt ově̌reno,
bude stačit si jenom všimnout, že rovnost uvedená v našem lemmatu ř́ıká p̌resně
to, že množiny An a Bn maj́ı týž počet prvk̊u.
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Uvedeným p̌redpisem je skutečně definováno zobrazeńı množiny An do množiny
Bn. Toto zobrazeńı je surjektivńı, nebot’ každé kladné celé č́ıslo e splňuj́ıćı e 6 n
lze psát ve tvaru e = b·c , kde b je nejvěťśı společný dělitel č́ısel e a n a c = e

b .
Polož́ıme-li tedy d = n

b , pak b = n
d a máme e = n

d ·c , p̌ričemž jistě d |n, c 6 d
a č́ısla c , d jsou navzájem nesoudělná. Toto zobrazeńı je současně prosté, nebot’

je-li e = n
d ·c , kde č́ısla c , d splňuj́ı právě zḿıněné podḿınky, pak poněvadž také

n = n
d ·d a č́ısla c , d jsou navzájem nesoudělná, č́ıslo n

d muśı být nejvěťśım
společným dělitelem č́ısel e a n. Je tedy za těchto okolnost́ı č́ıslo d č́ıslem e
určeno jednoznačně a totéž pak plat́ı také pro č́ıslo c .

Definujeme-li funkce f , g : N→ K p̌redpisy f (n) = ϕ(n) a g(n) = n pro všechna
kladná celá č́ısla n, pak rovnosti uvedené v p̌redchoźım lemmatu pro všechna
kladná celá č́ısla n se stanou prvńımi formulemi uvedenými v p̌redchoźı větě
o Möbiových inverzńıch formuĺıch. Podle této věty pak ovšem plat́ı také druhé
formule uvedené v této větě. To znamená, že plat́ı rovnosti

ϕ(n) =
∑
d|n

µ(n/d)·d

pro všechna kladná celá č́ısla n. Nyńı jsme p̌ripraveni dokázat známý vztah pro
Eulerovu funkci ϕ.
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Tvrzeńı.
Pro každé kladné celé č́ıslo n plat́ı rovnost

ϕ(n) = n ·
k∏

i=1

(
1− 1

pi

)
,

kde p1, p2, . . . , pk jsou všechna navzájem r̊uzná prvoč́ısla, která děĺı n.

Poznámka.
Pro n = 1 součin v této formuli napravo zmiźı.

Důkaz.
Polož́ıme-li nejprve v posledńı formuli uvedené p̌red t́ımto tvrzeńım c = n

d , p̌rejde
tato formule do tvaru

ϕ(n) =
∑
c|n

µ(c)·n
c
.

Tato rovnost plat́ı pro všechna kladná celá č́ısla n. Takové č́ıslo n můžeme psát ve
tvaru

n = pε1
1 ·p

ε2
2 · . . . ·p

εk
k ,

kde p1, p2, . . . , pk jsou vzájemně r̊uzná prvoč́ısla a ε1, ε2, . . . , εk jsou nějaká
kladná celá č́ısla.
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Položme dále
n∗ = p1·p2· . . . ·pk .

Pak z prvńı formule uvedené výše v tomto důkazu vzhledem k definici Möbiovy
funkce µ vyplývá

ϕ(n) =
∑
c|n∗

µ(c)·n
c
.

Tato rovnost zase plat́ı pro všechna kladná celá č́ısla n. Rozeṕı̌seme-li tuto rovnost
podrobněji, dostaneme

ϕ(n) = n −
k∑

i=1

n

pi
+
∑
i<j

n

pi ·pj
−
∑
i<j<`

n

pi ·pj ·p`
+ · · ·

· · ·+ (−1)t ·
∑

i1<···<it

n

pi1 · . . . ·pit

+ . . . + (−1)k
n

p1· . . . ·pk
.

To je ale právě dokazovaný vztah uvedený shora v tomto tvrzeńı po roznásobeńı
závorek v součinu, který je tam uveden.
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