Obarveni rulety

Mé&jme kolo rulety rozdélené do n sektori. Kazdy z téchto sektor(i obarvime
jednou barvou z celkového poltu k barev tak, aby Zaddné dva sousedni sektory
nebyly obarvené stejnou barvou. Klademe otazku, kolik obarvenych kol takto mize
vzniknout, povaZujeme-li za stejnd takova dvé obarveni, z nichZ jedno vznikne

z druhého néjakym pootoéenim rulety.

Zjistéme nejprve, kolik takovych obarveni miZzeme dostat, neni-li mozné s ruletou
otalet. Pak mizeme sektory rulety o&islovat. Prvni sektor miiZeme obarvit
kteroukoliv z danych k barev, to je tedy k moZnosti. Je-li prvni sektor obarven,
pak druhy sektor mdZeme obarvit kteroukoliv z danych k barev odlisnou od té
barvy, kterou je obarveny prvni sektor, to je tedy k — 1 moZnosti, takZze polet
obarven( prvnich dvou sektorti je k(k — 1). Jsou-li prvni dva sektory obarveny, pak
tteti sektor mizeme obarvit kteroukoliv z danych k barev odliSnou od té barvy,
kterou je obarveny druhy sektor, to je zase k — 1 moZnosti. Je tedy pocet obarveni
prvnich t¥i sektorl roven k(k — 1)2. Takto by bylo moZno pokraZovat déle, takZe
by se mohlo zdat, Ze celkovy polet obarveni viech n sektorl by byl roven

k(k — 1)"~1. Av&ak nemame p¥itom zaji§téno, ¥e posledni sektor bude obarveny
barvou, kterd bude odlisna také od barvy prvniho sektoru.
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Musime tedy od nalezeného poétu odelist polet viech obarveni nasich n sektor,
kterd budou pFipustnd s tou jedinou vyjimkou, Ze prvni a posledni sektor budou
obarveny stejnou barvou. MiiZeme si tak p¥edstavit, Ze prvni a posledni sektor
splynou do jediného sektoru. Vidime tedy, Ze budeme muset odedist poet viech
pFipustnych obarveni rulety o n — 1 sektorech. Kdyby nase pfedchozi tivaha byla
beze zbytku spravna, bylo by téchto moznych obarveni rulety o n — 1 sektorech
celkem k(k — 1)"~2, takZe bychom dospéli k vyslednému pottu

k(k —1)"1 — k(k —1)"2.

Avsak nase predchozi Givaha nebyla tpln& spravnd, coZ vedlo k tomu, Ze jsme

v nasem poslednim odpo&tu odeletli také pocet téch obarveni rulety o n — 1
sektorech, kdy prvni a posledni sektor byly obarveny stejnou barvou. Musime tedy
tento pocet zase pti¢ist. Opét si miZeme predstavit stejné jako v pfedchozim
kroku, Ze prvni a posledni sektor splynou do jediného sektoru. Budeme tedy muset
pF¥icist polet vdech pFipustnych obarveni rulety majici n — 2 sektorli. Kdyby nase
prvotni tGvaha byla zcela spravnd, bylo by téchto moZnych obarveni rulety o n — 2
sektorech celkem k(k — 1)"=3, takZe bychom celkem dospéli k vyslednému pottu

k(k —1)""1 — k(k —1)""2 + k(k — 1)"3.

Aviak nage d¥iv&jsi Gvaha nebyla Gpln& spravna, co? ted vedlo k tomu, Ze jsme
v nasem poslednim p¥ipotu p¥icetli vice obarveni, nez by bylo tfeba. Budeme tedy

muset né&jaka obarveni zase odecist.
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Budeme-li takto postupovat dale, dospé&jeme posléze k poétu
k(k —1)""1 — k(k —1)"2 + - 4+ (=1)""k(k — 1)*> + (—1)"k(k — 1).

Daéle uZ neni potfeba nic pri¢itat ani odeditat, ponévadZ posledni s¢itanec
k(k — 1) dava presn& polet viech obarveni rulety o dvou sektorech k barvami, kdy
doty¢né dva sektory jsou obarvené rliznymi barvami.

Jest& posledné nalezené vyjad¥eni hledaného poctu pt¥ipustnych obarveni pevné
rulety o n sektorech k barvami poné&kud upravime. Tento polet je roven

k(k—=1)((k—=1)"2 = (k=1)"2+ -+ (=1)" Yk — 1)+ (-1)").

PYedstavime-li si zde Cinitele k ve tvaru 1+ (k — 1) a rozndsobime-li timto
upravenym &initelem zdvorku vpravo, v8echny séitance s vyjimkou prvniho
a posledniho se odettou, takZe nakonec dospéjeme k vyjadfen{

(k= 1)((k— 1"+ (-1)").

Tolik je tedy celkem vSech moZnych obarveni pevné rulety o n sektorech
k barvami, nesmé&ji-li byt sousedni sektory obarveny stejnou barvou. Oznaéme
tento nalezeny polet obarveni symbolem ~(n, k).

3/7



Ke kazdému takovému p¥ipustnému obarveni pevné rulety uvaZujme nejmensi
kladné celé &islo d takové, Ze pootocenim rulety o d sektorli prejde doty¢né
obarveni samo na sebe. Takové kladné celé &islo d urtité existuje, v krajnim
pFipadé jim muiZe byt samo &islo n. V obecném p¥ipadé &islo d déli &islo n. Kdyby
tomu totiZ tak nebylo, dospéli bychom ke sporu s minimalitou &isla d. Pak bychom
totiz misto &isla d mohli vzit nejvétsiho spoletného délitele Cisel n a d. To je vidét
z toho, Ze podle Bezoutovy véty je onen nejvétsi spole¢ny délitel n&jakou
celotiselnou linedrni kombinaci &isel n a d. Kdyby pak d nedé&lilo n, byl by tento
nejvétsi spoledny délitel mensi neZ samo ¢&islo d. TakZe opravdu d déli n a doty&né
obarvenf rulety se skldda z celkového pottu 5 stejné obarvenych dseki délky d.
Nazvéme takto uréené &islo d periodou uvaZovaného obarveni nasi pevné rulety.
Je jasné, Ze v8echna obarveni, kterd vzniknou z tohoto vychoziho obarveni
n&jakym pootolenim rulety, pak maji tutéz periodu d, takze mizeme mluvit

o periodach také u obarveni oto¢né rulety.

Pro kazdé kladné celé &islo ¢ oznatme symbolem (¢, k) potet viech téch
pFipustnych vzajemné rozliSitelnych obarveni oto¢né rulety o ¢ sektorech

k barvami, kterd maji nejvétsi moznou periodu, to jest periodu ¢. Snadno Ize
nahlédnout, Ze pak pro kaZzdé kladné celé &islo d délici &islo n je polet viech
pFipustnych vzajemné rozliitelnych obarveni oto¢né rulety o n sektorech

k barvami s periodou d roven &islu £(d, k). Useky takového obarveni délky d pak
totiZ lze vnimat jako p¥ipustna obarveni otoéné rulety o d sektorech, kterd maji

ovéem nejvétsi moZnou periodu d.
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Za této situace &islo d€(d, k) uddva pocet viech p¥ipustnych obarveni pevné
rulety o n sektorech k barvami s periodou d. Sumaci téchto hodnot p¥es viechny
délitele d &isla n dostaneme polet viech mozZnych p¥ipustnych obarveni pevné
rulety o n sektorech k barvami, kteryZto polet jsme vySe oznalili symbolem

~(n, k). Dostdvame tak vztah
k)= _d&(d, k),

d|n

ktery plati pro v8echna kladna celad &isla n. Podle véty o Mobiovych inverznich
formulich pak plati rovnéz vztah

né(n, k) = Zu )y

opét pro viechna kladng cela &isla n. Odtud vyplyvé rovnost
&(n, k) Zu

Nds nyni zajima pocet viech moZnych pFipustn}'/ch vzdjemné rozlisitelnych
obarveni oto&né rulety o n sektorech k barvami. Ozname tento polet symbolem
d(n, k). Z toho, co bylo uZ vyse feteno, plyne, Ze tento polet dostaneme jako
sumu hodnot £(d, k) ptes viechny délitele d &isla n.
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Z predchozi rovnosti tak vyplyva vztah

o(n, k) Z Zu

d|n cld

Tuto formuli jest& upravime:

e 3) SENCINCIIED 9) SEMESRIENS

dln c|d eln c|?
zzzgme—z)wc,k)zizv(ak) >ou(£)e
cln el2 e|n

MIXY

Z d¥ivéjsich poznatkid o Eulerové funkci ¢ v8ak vime, Ze pro libovolné kladné celé

¢islo m plati
ZM 7)h

Podle tohoto vztahu je ale posledni suma uvedena v zavorkach na konci
pfedchoziho odvozeni rovna &islu cp(g) Dostavame tak rovnost

5(n, k) = =3~ o(2)v(c, ).
cln
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Kone&n& dosazenim d¥ive vypottenych hodnot (¢, k) do této rovnosti dostavame
vysledny vztah

5(n k) = 23" (2)(k— 1) ((k 1) + (1))

cln

pro pocet viech moZnych p¥ipustnych vzajemné rozliSitelnych obarveni oto¢né
rulety o n sektorech k barvami.
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