
Obarveńı rulety

Mějme kolo rulety rozdělené do n sektor̊u. Každý z těchto sektor̊u obarv́ıme
jednou barvou z celkového počtu k barev tak, aby žádné dva sousedńı sektory
nebyly obarvené stejnou barvou. Klademe otázku, kolik obarvených kol takto může
vzniknout, považujeme-li za stejná taková dvě obarveńı, z nichž jedno vznikne
z druhého nějakým pootočeńım rulety.

Zjistěme nejprve, kolik takových obarveńı můžeme dostat, neńı-li možné s ruletou
otáčet. Pak můžeme sektory rulety oč́ıslovat. Prvńı sektor můžeme obarvit
kteroukoliv z daných k barev, to je tedy k možnost́ı. Je-li prvńı sektor obarven,
pak druhý sektor můžeme obarvit kteroukoliv z daných k barev odlǐsnou od té
barvy, kterou je obarvený prvńı sektor, to je tedy k − 1 možnost́ı, takže počet
obarveńı prvńıch dvou sektor̊u je k(k − 1). Jsou-li prvńı dva sektory obarveny, pak
ťret́ı sektor můžeme obarvit kteroukoliv z daných k barev odlǐsnou od té barvy,
kterou je obarvený druhý sektor, to je zase k − 1 možnost́ı. Je tedy počet obarveńı
prvńıch ťŕı sektor̊u roven k(k − 1)2. Takto by bylo možno pokračovat dále, takže
by se mohlo zdát, že celkový počet obarveńı všech n sektor̊u by byl roven
k(k − 1)n−1. Avšak nemáme p̌ritom zajǐstěno, že posledńı sektor bude obarvený
barvou, která bude odlǐsná také od barvy prvńıho sektoru.
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Muśıme tedy od nalezeného počtu odeč́ıst počet všech obarveńı našich n sektor̊u,
která budou p̌ŕıpustná s tou jedinou výjimkou, že prvńı a posledńı sektor budou
obarveny stejnou barvou. Můžeme si tak p̌redstavit, že prvńı a posledńı sektor
splynou do jediného sektoru. Vid́ıme tedy, že budeme muset odeč́ıst počet všech
p̌ŕıpustných obarveńı rulety o n − 1 sektorech. Kdyby naše p̌redchoźı úvaha byla
beze zbytku správná, bylo by těchto možných obarveńı rulety o n − 1 sektorech
celkem k(k − 1)n−2, takže bychom dospěli k výslednému počtu

k(k − 1)n−1 − k(k − 1)n−2.

Avšak naše p̌redchoźı úvaha nebyla úplně správná, což vedlo k tomu, že jsme
v našem posledńım odpočtu odečetli také počet těch obarveńı rulety o n − 1
sektorech, kdy prvńı a posledńı sektor byly obarveny stejnou barvou. Muśıme tedy
tento počet zase p̌rič́ıst. Opět si můžeme p̌redstavit stejně jako v p̌redchoźım
kroku, že prvńı a posledńı sektor splynou do jediného sektoru. Budeme tedy muset
p̌rič́ıst počet všech p̌ŕıpustných obarveńı rulety maj́ıćı n − 2 sektor̊u. Kdyby naše
prvotńı úvaha byla zcela správná, bylo by těchto možných obarveńı rulety o n − 2
sektorech celkem k(k − 1)n−3, takže bychom celkem dospěli k výslednému počtu

k(k − 1)n−1 − k(k − 1)n−2 + k(k − 1)n−3.

Avšak naše ďŕıvěǰśı úvaha nebyla úplně správná, což ted’ vedlo k tomu, že jsme
v našem posledńım p̌ŕıpočtu p̌ričetli v́ıce obarveńı, než by bylo ťreba. Budeme tedy
muset nějaká obarveńı zase odeč́ıst.
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Budeme-li takto postupovat dále, dospějeme posléze k počtu

k(k − 1)n−1 − k(k − 1)n−2 + · · · + (−1)n−1k(k − 1)2 + (−1)nk(k − 1).

Dále už neńı poťreba nic p̌rič́ıtat ani odeč́ıtat, poněvadž posledńı sč́ıtanec
k(k − 1) dává p̌resně počet všech obarveńı rulety o dvou sektorech k barvami, kdy
dotyčné dva sektory jsou obarvené r̊uznými barvami.

Ještě posledně nalezené vyjáďreńı hledaného počtu p̌ŕıpustných obarveńı pevné
rulety o n sektorech k barvami poněkud uprav́ıme. Tento počet je roven

k(k − 1)
(
(k − 1)n−2 − (k − 1)n−3 + · · · + (−1)n−1(k − 1) + (−1)n

)
.

Představ́ıme-li si zde činitele k ve tvaru 1 + (k − 1) a roznásob́ıme-li t́ımto
upraveným činitelem závorku vpravo, všechny sč́ıtance s výjimkou prvńıho
a posledńıho se odečtou, takže nakonec dospějeme k vyjáďreńı

(k − 1)
(
(k − 1)n−1 + (−1)n

)
.

Tolik je tedy celkem všech možných obarveńı pevné rulety o n sektorech
k barvami, nesměj́ı-li být sousedńı sektory obarveny stejnou barvou. Označme
tento nalezený počet obarveńı symbolem γ(n, k).
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Ke každému takovému p̌ŕıpustnému obarveńı pevné rulety uvažujme nejmenš́ı
kladné celé č́ıslo d takové, že pootočeńım rulety o d sektor̊u p̌rejde dotyčné
obarveńı samo na sebe. Takové kladné celé č́ıslo d určitě existuje, v krajńım
p̌ŕıpadě j́ım může být samo č́ıslo n. V obecném p̌ŕıpadě č́ıslo d děĺı č́ıslo n. Kdyby
tomu totiž tak nebylo, dospěli bychom ke sporu s minimalitou č́ısla d . Pak bychom
totiž ḿısto č́ısla d mohli vźıt nejvěťśıho společného dělitele č́ısel n a d . To je vidět
z toho, že podle Bezoutovy věty je onen nejvěťśı společný dělitel nějakou
celoč́ıselnou lineárńı kombinaćı č́ısel n a d . Kdyby pak d nedělilo n, byl by tento
nejvěťśı společný dělitel menš́ı než samo č́ıslo d . Takže opravdu d děĺı n a dotyčné
obarveńı rulety se skládá z celkového počtu n

d stejně obarvených úsek̊u délky d .
Nazvěme takto určené č́ıslo d periodou uvažovaného obarveńı naš́ı pevné rulety.
Je jasné, že všechna obarveńı, která vzniknou z tohoto výchoźıho obarveńı
nějakým pootočeńım rulety, pak maj́ı tutéž periodu d , takže můžeme mluvit
o periodách také u obarveńı otočné rulety.

Pro každé kladné celé č́ıslo ` označme symbolem ξ(`, k) počet všech těch
p̌ŕıpustných vzájemně rozlǐsitelných obarveńı otočné rulety o ` sektorech
k barvami, která maj́ı nejvěťśı možnou periodu, to jest periodu `. Snadno lze
nahlédnout, že pak pro každé kladné celé č́ıslo d děĺıćı č́ıslo n je počet všech
p̌ŕıpustných vzájemně rozlǐsitelných obarveńı otočné rulety o n sektorech
k barvami s periodou d roven č́ıslu ξ(d , k). Úseky takového obarveńı délky d pak
totiž lze vńımat jako p̌ŕıpustná obarveńı otočné rulety o d sektorech, která maj́ı
ovšem nejvěťśı možnou periodu d .
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Za této situace č́ıslo dξ(d , k) udává počet všech p̌ŕıpustných obarveńı pevné
rulety o n sektorech k barvami s periodou d . Sumaćı těchto hodnot p̌res všechny
dělitele d č́ısla n dostaneme počet všech možných p̌ŕıpustných obarveńı pevné
rulety o n sektorech k barvami, kterýžto počet jsme výše označili symbolem
γ(n, k). Dostáváme tak vztah

γ(n, k) =
∑
d|n

dξ(d , k),

který plat́ı pro všechna kladná celá č́ısla n. Podle věty o Möbiových inverzńıch
formuĺıch pak plat́ı rovněž vztah

nξ(n, k) =
∑
d|n

µ
(
n
d

)
γ(d , k),

opět pro všechna kladná celá č́ısla n. Odtud vyplývá rovnost

ξ(n, k) =
1

n

∑
d|n

µ
(
n
d

)
γ(d , k).

Nás nyńı zaj́ımá počet všech možných p̌ŕıpustných vzájemně rozlǐsitelných
obarveńı otočné rulety o n sektorech k barvami. Označme tento počet symbolem
δ(n, k). Z toho, co bylo už výše řečeno, plyne, že tento počet dostaneme jako
sumu hodnot ξ(d , k) p̌res všechny dělitele d č́ısla n.
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Z p̌redchoźı rovnosti tak vyplývá vztah

δ(n, k) =
∑
d|n

 1

d

∑
c|d

µ
(
d
c

)
γ(c , k)

 .

Tuto formuli ještě uprav́ıme:

δ(n, k) =
∑
d|n

∑
c|d

1

d
µ
(
d
c

)
γ(c , k) =

∑
e|n

∑
c| ne

e

n
µ
(

n
ec

)
γ(c , k)

=
∑
c|n

∑
e| nc

e

n
µ
(

n
ec

)
γ(c , k) =

1

n

∑
c|n

γ(c , k)

∑
e| nc

µ
(

n
c

e

)
e

 .

Z ďŕıvěǰśıch poznatk̊u o Eulerově funkci ϕ však v́ıme, že pro libovolné kladné celé
č́ıslo m plat́ı

ϕ(m) =
∑
h|m

µ
(
m
h

)
h.

Podle tohoto vztahu je ale posledńı suma uvedená v závorkách na konci
p̌redchoźıho odvozeńı rovna č́ıslu ϕ

(
n
c

)
. Dostáváme tak rovnost

δ(n, k) =
1

n

∑
c|n

ϕ
(
n
c

)
γ(c , k).
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Konečně dosazeńım ďŕıve vypočtených hodnot γ(c , k) do této rovnosti dostáváme
výsledný vztah

δ(n, k) =
1

n

∑
c|n

ϕ
(
n
c

)
(k − 1)

(
(k − 1)c−1 + (−1)c

)
pro počet všech možných p̌ŕıpustných vzájemně rozlǐsitelných obarveńı otočné
rulety o n sektorech k barvami.
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