Generujici Yady

Bud R t&leso v3ech redlnych &isel. Oznaéme symbolem R[x] algebru formélnich
mocninnych ¥ad nad télesem R v proménné x. Prvky této algebry jsou viechny
posloupnosti {a,}5°, redlnych &isel, které v8ak budeme zapisovat formaln& jako
mocninné ¥ady >, a,x". Algebra R[x] tedy v sob& obsahuje okruh polynomi
R[x]. Obvyklé operace stitani polynomi, ndsobeni polynomi redlnymi &isly

a nasoben{ polynomii mezi sebou pfeneseme p¥imotare na cely obor R[x]. Pro
libovolné mocninné Yady > anx”, > o2 bax™ a pro libovolné redlné &islo r tak

klademe . . .
<Z a,,x”) + (Z b,,x”) = Z(a,7 + by)x",
n=0 n=0 n=0
re (i a,,x") = i(ran)x”,
n=0 n=0
(Z a,,x”) . <Z b,,x”) = Z cnx", kde pro kazdé n je ¢, = Z ajbn_i.
n=0 n=0 n=0 i=0

Tim se z oboru R[[x] stdvd vektorovy prostor nad télesem R a soutasn&
komutativni okruh s jednotkovym prvkem 1. Je vidét, Ze celkem je R[x] algebrou

nad télesem R.
1/13



Pro mocninnou ¥adu >

oo Y oo oo
E ax"| = E napx"t = g (n+ 1)api1x".
n=0 n=1

n=0

a,x" dale definujeme formalné jeji derivaci pfedpisem

Pro takto definovanou derivaci aplikovanou na soudet &i sou¢in mocninnych ¥ad
pak plati obvykla pravidla zndma z kurzu matematické analyzy.

Na mocninnou ¥adu Y7 a,x" Ize ovdem pohliZzet také jako na ¥adu redlnych
funkci. Z kurzu matematické analyzy vime, Ze jeji polomé&r konvergence je
r=1/u, kde u = limsup,_, . /|as|. Je-li r >0, pak na intervalu (—r, r) je tato
Fada absolutn& konvergentni, tak?e zde miZeme uvaZovat jeji soucet a(x). Pak
pideme a(x) = Y7 anx". V tom p¥ipadg je soutet a(x) funkci, kterd ma na
intervalu (—r, r) v3echny derivace. Také vime, Ze mame-li konvergentni mocninné
Yady a jejich soutty a(x) = > oo anx" a b(x) = Y2 byx", pak uvnit¥
konvergen&nich intervall téchto mocninnych ¥ad plati vztahy

i anx" | + i b,x™ | = a(x) + b(x),
n=0 n=0

i apx" | - i byx" | = a(x) - b(x),
n=0 n=0
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o) !/
Z ax" | =a'(x),
n=0

kde nalevo vystupuji vySe definované formalni operace na mocninnych ¥adach,
zatimco napravo jsou obvyklé operace s¢itani, ndsobeni a derivace pFislusnych
redlnych funkci. Derivovana ¥ada ma p¥itom tentyZ polomér konvergence jako fada
puvodni.

Pro libovolnou mocninnou ¥adu Ziio arx* déle definujeme jeji mocninu

(342, akx)" indukef vzhledem k exponentu n nasledovng. Klademe

0

o0
E aka =1
k=0

a pro kazdé nezaporné celé &islo n déle klademe
n+1

o) o) n oo
E aka = E aka . E aka

Nyni miZeme pro kaZdou mocninnou ¥adu Z;’io an,x" a pro kazdou mocninnou
Fadu Ziio bix¥, ve které je by = 0, definovat slo¥eni téchto mocninnych ¥ad jako

mocninnou Fadu
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9] 9] n
E dp E kak
n=0 k=0

Podminka by = 0 zde zaru€uje, Ze v takto definované mocninné ¥ad& u kazdé

mocniny prom&nné x se s¢itd jenom konelny polet nenulovych keoficientl. Jsou-li
s . 7N oo n (o) k s . .

navic mocninné Yady >~ anx" a > bix konvergent-nl a jsou-li a(x) a b(x)

jejich soucty, pak také jejich sloZeni je konvergentni mocninnou ¥adou a plati

rovnost n

D an | Y bex* | = a(b(x).
n=0 k=0

Z kurzu matematické analyzy vime napfiklad, Ze plati

n

o0
X v
e = E — pro vechna x € R,
n!
n=0
o0

Xn
In(l+x) = Z(fl)”*l— pro viechna x € (—1,1].
n
n=1
Né&kdy misto e* piseme také exp(x). Odtud a z pozndmek v p¥edchozim odstavci
je patrno, Ze pro libovolnou mocninnou ¥adu Z:io ap,x", v niz je ag = 0, mame
definovdny mocninné ¥ady exp (3"7- 5 anx") a In(1+ D02 ) anx").
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. . sy [e%e) , . . Y v
Je-li mocninnd ¥ada > -, a,zx” konvergentni a je-li a(x) jeji soucet, pak
konverguji také posledn& definované mocninné ¥ady a plati rovnosti

o]
exp E anx" | = &™),
n=0

o
In 1+Zanx” = In(1 + a(x)).
n=0

Poznamenejme uZ jen, Ze pro derivace téchto mocninnych ¥ad plati obvyklé vztahy
znamé z kurzu matematické analyzy. Je t¥eba si ovdem vSimnout faktu, Ze
k mocninné Yadé 1+ > ° ) a,x", kde ag = 0, existuje v algebFe R[x] inverzni
. . 7\ e’} )
prvek, to jest mocninnd ¥ada ano b,x" takova, Ze

l—l—ianx” . ibnx” =1.
n=0 n=0

Je-li 377 ) anx™ mocninnd fada majici polomér konvergence r > 0, pak m3 tato
fada na intervalu (—r, r) sviij soucet a(x), coZ je n&jaka redlna funkce urtend

doty&nou mocninnou Yadou. Naopak zase ale tato redln funkce a(x) plng uréuje

, , . v ) vy , (0
vychozi mocninnou ¥adu Y a,x", nebot pak otividn& plati a, = 2 n,( ) pro

véechna nezaporna celd &isla n.
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Z kurzu matematické analyzy zndme rovné&Z ndsledujici fakt.

Tvrzeni.

Pro libovolné redlné &islo r a pro libovolnd x € (—1,1) plati

(1+x)r=i<> Z[r]” " O

n=0

Generujici fadou posloupnosti {a,}2 , redlnych &isel rozumime formalni
mocninnou ¥adu Y- anx". Generujici funkci posloupnosti {a,}72, redlnych isel
rozumime souet a(x) mocninné Yady >~ a,x", ma-li tato mocninng ¥ada
kladny polomér konvergence.

Exponencidlni generujici ¥adou posloupnosti {an}22, redlnych &isel rozumime
generujici fadu posloupnosti { } n=0" to jest formalni mocninnou ¥adu

S n o]
Yoo n|x Exponencidlni generujici funkei posloupnosti {a,}52, redlnych &isel
rozumime soucet a(x) mocninné Yady > 2 x", ma-li tato posledni mocninna
fada kladny polomér konvergence.

Jako ptiklad uved me, Ze jsme v pfedchozim tvrzeni vidé&li, Ze pro libovolné redlné
gislo r je funkce (1 + x)" generujici funkei posloupnosti {( )}, a souasné je
exponencialni generujici funkei posloupnosti {[r],}22,.
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VEimnéme si, Ze je-li a(x) = Y~ 2 x" exponencidlni generujici funkci

posloupnosti {a,}32, realnych &isel, pak plati, Ze a, = a("(0) pro véechna

n=|

nezaporna celd &isla n. V&imnéme si v této souvislosti také toho, Ze jsou-li
oo a, un o0 b, _n N I vy ,
Yoo ax"a ) o ax" dvé exponencidlni generujici Yady, pak plati

. a > b = c
gneny. “non)| _ n_n
DR R D= BB
n=0 n=0 n=0
n
iz n
kde pro kazdé n je ¢, = Z (,> aib,_i,
i=0
. a S a = a
9n n _ n n—1 __ n+l n
PSS _Z(n—l)!x =2 "
n=0 n=1 n=0
Pomoci generujicich funkci |ze dokdzat naptiklad tzv. Vandermondovu konvoluéni
formuli.
Tvrzeni.

Pro libovolna redlna &isla p, q a pro libovolné nezaporné celé &islo m plati

220 (2

7/13



Dikaz.

Ve vztahu
(1+x)PH9 = (1 + x)P(1 + x)7

nejprve rozvineme vsechny t¥i zdvorky podle predchézejiciho tvrzeni do
mocninnych ¥ad. Tak dostaneme

e =3 (719)

m=0
(1+x)P = g (”’) X',
(1+x)7= Jgo <7> .

Pak posledni dv& zdvorky a jim p¥islusné mocninné ¥ady vynasobime. Tak obdrZime

(14 x)P(14x)7 = <i <’,’> X"> : i (7) Al

i=0 Jj=0
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takZe po vynasobeni mocninnych ¥ad vyjde
oo m
(x4 = Y (Z () (o J)
m=0 \k=0

Zbyva pak uZ jen porovnat koeficienty u x™ ve vySe uvedeném rozvoji zavorky
(1 + x)PT9 a v posledn& ziskaném rozvoji sou&inu zdvorek (1 + x)P(1 + x)9. O

Vandermondova konvolu¢ni formule se hodi k dokazovani nékterych
kombinatorickych identit.

Jako ptiklad ukaZeme, Ze pro kazdé nezaporné celé &islo n plati rovnost

: n 1 ()2
Z(_l)k‘ (k) n+k+1  (@2n+1)

k=0

K tomu G&elu vyndsobime levou stranu této rovnosti pfevracenou hodnotou pravé
strany a ukdZeme, Ze takto vznikly vyraz je roven 1. Skute¢né postupn& dostavame
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@2n+1) < n 1
S 2 () e

- _Z( " nl @+l 1

“(n=k)  nl-nl n+k+1

B (2n+1)! (n+ k)!
_Z(_l)k' (n—K)-(n+k+1)l nl Kl

S (1) ()
S0 @0

Generujici funkce mohou byt pouZity k ¥eSeni né&kterych rekurentnich formuli.
Klasickym p¥ikladem takového uZiti je ndsledujici tloha.

jak bylo pozadovano.
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Necht y1, ¥, ..., Vs, kde n je n&jaké kladné celé &islo, jsou prvky né&jaké pologrupy,
takZe je definovan jejich sou&in yq < yp + -« -« ¥n. Kolika zpiisoby je moZno tento
sou&in uzdvorkovat tak, aby postup ndsobeni tim byl jednozna&né& uréen?

Oznalme a, hledany po&et t&chto uzdvorkovani. Je jasné, ze a1 =1, a, = 1,
a3 = 2. Klademe déle ag = 0. Pro libovolné n > 1 |ze nejvice vnéjsi uzdvorkovani,
tedy volbu posledniho nasobeni provést n — 1 zpisoby:

_y]. (y2 ..... }/n)7
(CZRRNEE i) Wi e oo s Yn),
(yl """ )/nfl) * Yn-

P¥itom pro dané k lze prvnich k prvki dale uzdvorkovat a, zplsoby a poslednich
n — k prvkl a,_x zplsoby. Celkem to dava, Ze

n—1

a, = Zak~a,,_k pro v8echna n > 1.

k=1
Posloupnost hodnot {a,}5°, je tedy ¥eSenim této rekurentni formule pfi vy3e
uvedenych pocate¢nich podminkach.
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Vezmé&me generujici fadu Z:io a,x" této posloupnosti hodnot. Oekavejme, Ze
tato mocninnd ¥ada bude mit kladny polomér konvergence, a oznatme a(x) jeji
soulet. Pon&vadz ag = 0, uvedend rekurentni formule ¥ika, Ze pro n > 1 koeficient
u mocniny x" v soutinu ¥ad (3> 25 anx") - (3 oo, anx") je roven hodnot& a,.
Koeficient u x v tomto soudinu je oviem roven 0, zatimco a; = 1. Absolutni &len
je také roven 0. Celkem to dava, Ze

2

o0 oo
E anx"| =—x+ E anx".
n=0 n=0

Pro otekdvany soutet a(x) generujici ¥ady >~ a,x" tak dostdvéme rovnici
(a(x))? = —x + a(x).
Regenim této kvadratické rovnice pro a(x) jsou funkce

1++1—4x
—

Pon&vadz a(0) = 0, jeZto ap = 0, v tvahu pfipadd pouze funkce
1—+1—-4x
a(x) = —

Ale rozvoj této funkce do mocninné ¥ady konverguje pro x € (—%, %)
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Pon&vadZ tato funkce spliiuje danou kvadratickou rovnici, vyhovuji koeficienty
jejiho rozvoje stanovené rekurentni formuli Navic pocateéni koeficienty jsou
a(0)=0a? (,0) =1, nebot a'(x) = \/ﬁ Je tedy posloupnost koeficienti
rozvoje nalezené funkce a(x) skuteZn& ¥esenim {a,}>2, nasi dlohy.

Jsme schopni tyto koeficienty rozvoje funkce a(x) do mocninné ¥ady vypotitat
pomoci prvniho z pfedchazejicich dvou tvrzeni:

s = LAt 1o E5 (5) (4" ;5_03()

2 2
:i( 1)n 1[1]n 22n 1 X"
pt n!

odkud upravou vychazi

an = (~1)"" 1[1} n 52n—1 (71),771%'(_%)'(_%)"'(332n) 92n—1
i n!

n!
72,1711'3"'(2”—1) B (2n)! ~ (2n-2)!
B (2n—1)n"  22n—1)(n")2  n((n—1)1)?’

takZe dostdvame

1 /2n-2
an =7 ( n—1 )

pro v8echna kladna cela &isla n. Tato &isla a, byvaji pojmenovavana jako

Catalanova &isla.
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