
Generuj́ıćı řady

Bud’ R těleso všech reálných č́ısel. Označme symbolem R[[x ]] algebru formálńıch
mocninných řad nad tělesem R v proměnné x . Prvky této algebry jsou všechny
posloupnosti {an}∞n=0 reálných č́ısel, které však budeme zapisovat formálně jako
mocninné řady

∑∞
n=0 anxn. Algebra R[[x ]] tedy v sobě obsahuje okruh polynomů

R[x ]. Obvyklé operace sč́ıtáńı polynomů, násobeńı polynomů reálnými č́ısly
a násobeńı polynomů mezi sebou p̌reneseme p̌ŕımočǎre na celý obor R[[x ]]. Pro
libovolné mocninné řady

∑∞
n=0 anxn,

∑∞
n=0 bnxn a pro libovolné reálné č́ıslo r tak

klademe ( ∞∑
n=0

anxn

)
+

( ∞∑
n=0

bnxn

)
=
∞∑
n=0

(an + bn)xn,

r ·

( ∞∑
n=0

anxn

)
=
∞∑
n=0

(ran)xn,( ∞∑
n=0

anxn

)
·

( ∞∑
n=0

bnxn

)
=
∞∑
n=0

cnxn, kde pro každé n je cn =
n∑

i=0

aibn−i .

T́ım se z oboru R[[x ]] stává vektorový prostor nad tělesem R a současně
komutativńı okruh s jednotkovým prvkem 1. Je vidět, že celkem je R[[x ]] algebrou
nad tělesem R.
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Pro mocninnou řadu
∑∞

n=0 anxn dále definujeme formálně jej́ı derivaci p̌redpisem( ∞∑
n=0

anxn

)′
=
∞∑
n=1

nanxn−1 =
∞∑
n=0

(n + 1)an+1xn.

Pro takto definovanou derivaci aplikovanou na součet či součin mocninných řad
pak plat́ı obvyklá pravidla známá z kurzu matematické analýzy.

Na mocninnou řadu
∑∞

n=0 anxn lze ovšem pohĺıžet také jako na řadu reálných
funkćı. Z kurzu matematické analýzy v́ıme, že jej́ı poloměr konvergence je
r = 1/u, kde u = lim supn→∞

n
√
|an|. Je-li r > 0, pak na intervalu (−r , r) je tato

řada absolutně konvergentńı, takže zde můžeme uvažovat jej́ı součet a(x). Pak
ṕı̌seme a(x) =

∑∞
n=0 anxn. V tom p̌ŕıpadě je součet a(x) funkćı, která má na

intervalu (−r , r) všechny derivace. Také v́ıme, že máme-li konvergentńı mocninné
řady a jejich součty a(x) =

∑∞
n=0 anxn a b(x) =

∑∞
n=0 bnxn, pak uvniťr

konvergenčńıch interval̊u těchto mocninných řad plat́ı vztahy( ∞∑
n=0

anxn

)
+

( ∞∑
n=0

bnxn

)
= a(x) + b(x),( ∞∑

n=0

anxn

)
·

( ∞∑
n=0

bnxn

)
= a(x) · b(x),
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( ∞∑
n=0

anxn

)′
= a′(x),

kde nalevo vystupuj́ı výše definované formálńı operace na mocninných řadách,
zat́ımco napravo jsou obvyklé operace sč́ıtáńı, násobeńı a derivace p̌ŕıslušných
reálných funkćı. Derivovaná řada má p̌ritom tentýž poloměr konvergence jako řada
původńı.

Pro libovolnou mocninnou řadu
∑∞

k=0 akxk dále definujeme jej́ı mocninu(∑∞
k=0 akxk

)n
indukćı vzhledem k exponentu n následovně. Klademe( ∞∑

k=0

akxk

)0

= 1

a pro každé nezáporné celé č́ıslo n dále klademe( ∞∑
k=0

akxk

)n+1

=

( ∞∑
k=0

akxk

)n

·

( ∞∑
k=0

akxk

)
.

Nyńı můžeme pro každou mocninnou řadu
∑∞

n=0 anxn a pro každou mocninnou
řadu

∑∞
k=0 bkxk , ve které je b0 = 0, definovat složeńı těchto mocninných řad jako

mocninnou řadu
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∞∑
n=0

an

( ∞∑
k=0

bkxk

)n

.

Podḿınka b0 = 0 zde zaručuje, že v takto definované mocninné řadě u každé
mocniny proměnné x se sč́ıtá jenom konečný počet nenulových keoficient̊u. Jsou-li
nav́ıc mocninné řady

∑∞
n=0 anxn a

∑∞
k=0 bkxk konvergentńı a jsou-li a(x) a b(x)

jejich součty, pak také jejich složeńı je konvergentńı mocninnou řadou a plat́ı
rovnost

∞∑
n=0

an

( ∞∑
k=0

bkxk

)n

= a(b(x)).

Z kurzu matematické analýzy v́ıme nap̌ŕıklad, že plat́ı

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
pro všechna x ∈ R,

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
pro všechna x ∈ (−1, 1].

Někdy ḿısto ex ṕı̌seme také exp(x). Odtud a z poznámek v p̌redchoźım odstavci
je patrno, že pro libovolnou mocninnou řadu

∑∞
n=0 anxn, v ńıž je a0 = 0, máme

definovány mocninné řady exp (
∑∞

n=0 anxn) a ln (1 +
∑∞

n=0 anxn).
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Je-li mocninná řada
∑∞

n=0 anxn konvergentńı a je-li a(x) jej́ı součet, pak
konverguj́ı také posledně definované mocninné řady a plat́ı rovnosti

exp

( ∞∑
n=0

anxn

)
= ea(x),

ln

(
1 +

∞∑
n=0

anxn

)
= ln(1 + a(x)).

Poznamenejme už jen, že pro derivace těchto mocninných řad plat́ı obvyklé vztahy
známé z kurzu matematické analýzy. Je ťreba si ovšem všimnout faktu, že
k mocninné řadě 1 +

∑∞
n=0 anxn, kde a0 = 0, existuje v algeb̌re R[[x ]] inverzńı

prvek, to jest mocninná řada
∑∞

n=0 bnxn taková, že(
1 +

∞∑
n=0

anxn

)
·

( ∞∑
n=0

bnxn

)
= 1.

Je-li
∑∞

n=0 anxn mocninná řada maj́ıćı poloměr konvergence r > 0, pak má tato
řada na intervalu (−r , r) sv̊uj součet a(x), což je nějaká reálná funkce určená
dotyčnou mocninnou řadou. Naopak zase ale tato reálná funkce a(x) plně určuje

výchoźı mocninnou řadu
∑∞

n=0 anxn, nebot’ pak očividně plat́ı an = a(n)(0)
n! pro

všechna nezáporná celá č́ısla n.
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Z kurzu matematické analýzy známe rovněž následuj́ıćı fakt.

Tvrzeńı.

Pro libovolné reálné č́ıslo r a pro libovolná x ∈ (−1, 1) plat́ı

(1 + x)r =
∞∑
n=0

(
r
n

)
xn =

∞∑
n=0

[r ]n
n!

xn.

Generuj́ıćı řadou posloupnosti {an}∞n=0 reálných č́ısel rozuḿıme formálńı
mocninnou řadu

∑∞
n=0 anxn. Generuj́ıćı funkćı posloupnosti {an}∞n=0 reálných č́ısel

rozuḿıme součet a(x) mocninné řady
∑∞

n=0 anxn, má-li tato mocninná řada
kladný poloměr konvergence.

Exponenciálńı generuj́ıćı řadou posloupnosti {an}∞n=0 reálných č́ısel rozuḿıme
generuj́ıćı řadu posloupnosti

{
an
n!

}∞
n=0

, to jest formálńı mocninnou řadu∑∞
n=0

an
n! x

n. Exponenciálńı generuj́ıćı funkćı posloupnosti {an}∞n=0 reálných č́ısel
rozuḿıme součet a(x) mocninné řady

∑∞
n=0

an
n! x

n, má-li tato posledńı mocninná
řada kladný poloměr konvergence.

Jako p̌ŕıklad uved’me, že jsme v p̌redchoźım tvrzeńı viděli, že pro libovolné reálné
č́ıslo r je funkce (1 + x)r generuj́ıćı funkćı posloupnosti {( r

n )}∞n=0 a současně je
exponenciálńı generuj́ıćı funkćı posloupnosti {[r ]n}∞n=0.
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Všimněme si, že je-li a(x) =
∑∞

n=0
an
n! x

n exponenciálńı generuj́ıćı funkćı

posloupnosti {an}∞n=0 reálných č́ısel, pak plat́ı, že an = a(n)(0) pro všechna
nezáporná celá č́ısla n. Všimněme si v této souvislosti také toho, že jsou-li∑∞

n=0
an
n! x

n a
∑∞

n=0
bn
n! xn dvě exponenciálńı generuj́ıćı řady, pak plat́ı( ∞∑

n=0

an
n!

xn

)
·

( ∞∑
n=0

bn

n!
xn

)
=
∞∑
n=0

cn
n!

xn,

kde pro každé n je cn =
n∑

i=0

(
n
i

)
aibn−i ,( ∞∑

n=0

an
n!

xn

)′
=
∞∑
n=1

an
(n − 1)!

xn−1 =
∞∑
n=0

an+1

n!
xn.

Pomoćı generuj́ıćıch funkćı lze dokázat nap̌ŕıklad tzv. Vandermondovu konvolučńı
formuli.

Tvrzeńı.
Pro libovolná reálná č́ısla p, q a pro libovolné nezáporné celé č́ıslo m plat́ı(

p + q
m

)
=

m∑
k=0

(
p
k

)(
q

m − k

)
.
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Důkaz.
Ve vztahu

(1 + x)p+q = (1 + x)p(1 + x)q

nejprve rozvineme všechny ťri závorky podle p̌redcházej́ıćıho tvrzeńı do
mocninných řad. Tak dostaneme

(1 + x)p+q =
∞∑

m=0

(
p + q

m

)
xm,

(1 + x)p =
∞∑
i=0

(
p
i

)
x i ,

(1 + x)q =
∞∑
j=0

(
q
j

)
x j .

Pak posledńı dvě závorky a jim p̌ŕıslušné mocninné řady vynásob́ıme. Tak obdrž́ıme

(1 + x)p(1 + x)q =

( ∞∑
i=0

(
p
i

)
x i

)
·

 ∞∑
j=0

(
q
j

)
x j

 ,

8 / 13



takže po vynásobeńı mocninných řad vyjde

(1 + x)p(1 + x)q =
∞∑

m=0

(
m∑

k=0

(
p
k

)(
q

m − k

))
xm.

Zbývá pak už jen porovnat koeficienty u xm ve výše uvedeném rozvoji závorky
(1 + x)p+q a v posledně źıskaném rozvoji součinu závorek (1 + x)p(1 + x)q.

Vandermondova konvolučńı formule se hod́ı k dokazováńı některých
kombinatorických identit.

Jako p̌ŕıklad ukážeme, že pro každé nezáporné celé č́ıslo n plat́ı rovnost

n∑
k=0

(−1)k ·
(

n
k

)
· 1

n + k + 1
=

(n!)2

(2n + 1)!
.

K tomu účelu vynásob́ıme levou stranu této rovnosti p̌revrácenou hodnotou pravé
strany a ukážeme, že takto vzniklý výraz je roven 1. Skutečně postupně dostáváme

9 / 13



(2n + 1)!

(n!)2
·

n∑
k=0

(−1)k ·
(

n
k

)
· 1

n + k + 1

=
n∑

k=0

(−1)k · n!

k! · (n − k)!
· (2n + 1)!

n! · n!
· 1

n + k + 1

=
n∑

k=0

(−1)k · (2n + 1)!

(n − k)! · (n + k + 1)!
· (n + k)!

n! · k!

=
n∑

k=0

(−1)k ·
(

n + k
k

)
·
(

2n + 1
n − k

)

=
n∑

k=0

(
−n − 1

k

)
·
(

2n + 1
n − k

)
=

(
n
n

)
= 1,

jak bylo požadováno.

Generuj́ıćı funkce mohou být použity k řešeńı některých rekurentńıch formuĺı.
Klasickým p̌ŕıkladem takového užit́ı je následuj́ıćı úloha.
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Necht’ y1, y2, . . . , yn, kde n je nějaké kladné celé č́ıslo, jsou prvky nějaké pologrupy,
takže je definován jejich součin y1 · y2 · · · · · yn. Kolika způsoby je možno tento
součin uzávorkovat tak, aby postup násobeńı t́ım byl jednoznačně určen?

Označme an hledaný počet těchto uzávorkováńı. Je jasné, že a1 = 1, a2 = 1,
a3 = 2. Klademe dále a0 = 0. Pro libovolné n > 1 lze nejv́ıce vněǰśı uzávorkováńı,
tedy volbu posledńıho násobeńı provést n − 1 způsoby:

y1 · (y2 · · · · · yn),
...

(y1 · · · · · yk) · (yk+1 · · · · · yn),
...

(y1 · · · · · yn−1) · yn.

Přitom pro dané k lze prvńıch k prvk̊u dále uzávorkovat ak způsoby a posledńıch
n − k prvk̊u an−k způsoby. Celkem to dává, že

an =
n−1∑
k=1

ak ·an−k pro všechna n > 1.

Posloupnost hodnot {an}∞n=0 je tedy řešeńım této rekurentńı formule p̌ri výše
uvedených počátečńıch podḿınkách.
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Vezměme generuj́ıćı řadu
∑∞

n=0 anxn této posloupnosti hodnot. Očekávejme, že
tato mocninná řada bude ḿıt kladný poloměr konvergence, a označme a(x) jej́ı
součet. Poněvadž a0 = 0, uvedená rekurentńı formule ř́ıká, že pro n > 1 koeficient
u mocniny xn v součinu řad (

∑∞
n=0 anxn) · (

∑∞
n=0 anxn) je roven hodnotě an.

Koeficient u x v tomto součinu je ovšem roven 0, zat́ımco a1 = 1. Absolutńı člen
je také roven 0. Celkem to dává, že( ∞∑

n=0

anxn

)2

= −x +
∞∑
n=0

anxn.

Pro očekávaný součet a(x) generuj́ıćı řady
∑∞

n=0 anxn tak dostáváme rovnici

(a(x))2 = −x + a(x).

Řešeńım této kvadratické rovnice pro a(x) jsou funkce

1±
√

1− 4x

2
.

Poněvadž a(0) = 0, ježto a0 = 0, v úvahu p̌ripadá pouze funkce

a(x) =
1−
√

1− 4x

2
.

Ale rozvoj této funkce do mocninné řady konverguje pro x ∈
(
− 1

4 ,
1
4

)
.
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Poněvadž tato funkce splňuje danou kvadratickou rovnici, vyhovuj́ı koeficienty
jej́ıho rozvoje stanovené rekurentńı formuli. Nav́ıc počátečńı koeficienty jsou

a(0) = 0 a a′(0)
1! = 1, nebot’ a′(x) = 1√

1−4x . Je tedy posloupnost koeficient̊u

rozvoje nalezené funkce a(x) skutečně řešeńım {an}∞n=0 naš́ı úlohy.

Jsme schopni tyto koeficienty rozvoje funkce a(x) do mocninné řady vypoč́ıtat
pomoćı prvńıho z p̌redcházej́ıćıch dvou tvrzeńı:

a(x) =
1− (1− 4x)

1
2

2
=

1−
∑∞

n=0

( 1
2
n

)
(−4x)n

2
= −1

2

∞∑
n=1

(
1
2
n

)
(−4x)n

=
∞∑
n=1

(−1)n−1
[
1
2

]
n

n!
22n−1xn,

odkud úpravou vycháźı

an = (−1)n−1
[
1
2

]
n

n!
22n−1 = (−1)n−1

1
2 ·
(
− 1

2

)
·
(
− 3

2

)
· · ·
(
3−2n
2

)
n!

22n−1

= 2n−1 1·3 · · · (2n − 1)

(2n − 1)n!
=

(2n)!

2(2n − 1)(n!)2
=

(2n − 2)!

n((n − 1)!)2
,

takže dostáváme

an =
1

n

(
2n − 2
n − 1

)
pro všechna kladná celá č́ısla n. Tato č́ısla an bývaj́ı pojmenovávána jako
Catalanova č́ısla.
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