Bellova ¢&isla

Bud M kone&nad mno¥ina najici n prvkil pro n&jaké nezaporné celé &islo n.
Oznatme B, pocet viech rozkladii mnoziny M. Takto definovana &isla B, se
nazyvaji Bellova &isla. Plati ovdem rovnost B, = Y, Sn«, kde S, x jsou
Stirlingova ¢&isla 2. druhu.

Je jasné, Ze By = 1. K vypoctu Bellovych ¢&isel B, pro n > 0 Ize pouzit nasledujici
rekurentni formuli.

Tvrzeni.
Pro kaZdé nezaporné celé &islo n plati rovnost

Boi1=Y. (Z) By.

k=0

Diikaz.

Bud M mnoZina majici n prvkid a bud b ¢ M dal$i prvek. P¥edstavme si viechny
rozklady mnoZiny M U {b}. Polet téchto rozkladi je dan &islem B,y1. V kazdém
z téchto rozkladi lezi prvek b v n&které tfidé T. Ostatni t¥idy takového rozkladu
pak vytvofi rozklad mnoziny M — T. MnoZina M — T je podmnoZinou mnoziny M

a miZe mit k prvk( pro kterékoliv k =0,1,2,...,n.
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Pro dané k je tedy tuto podmnozinu M — T moZno vybrat () zplsoby. Je-li tato
podmnoZina uZ vybrana, pak je tfeba uvazit kterykoliv z jejich rozklad(. Polet
téchto rozkladli je dan &islem By. Tim je ovéfena vySe uvedend rekurentni
formule. O

V nésledujici v&té nalezneme exponencidlni generujici funkci posloupnosti {B,}52,
Bellovych &isel.

Véta.
Pro vSechna x € R plati rovnost

Diikaz.

Ové&Fme nejprve, Ze pro kazdé nezdporné celé &islo n plati nerovnost B, < n
Je By =1 =0!. Déle postupujeme indukci s vyuZitim rekurentni formule
z pfedchoziho tvrzeni. Tak dostdvame

Bn+1:i<Z>Bk<i<Z)k! Z[n]k an (n+1)n! = (n+ 1)L

k=0 k=0 =

2/5



Tim je ov&Fena vySe zminénd nerovnost. Odtud plyne, Ze vySe uvedend mocninnd
fada m3 polomé&r konvergence alespoii 1. Ozna&me y(x) soucet této mocninné

Fady. Podle d¥ivéjsich pozndmek o sou&inu a derivaci exponencidlnich generujicich
¥ad s pouZzitim rekurentni formule z p¥edchoziho tvrzeni pak postupn& dostdvame

X > B” n > 1l n - ZZ:O(Z)Bk n
yxet = (Do i Do x| =D S
n=0 n=0 n=0
’
_ - Bn+1 n__ - Bn n o
_ZO o x" = Zoﬁx = y'(x),

&ili

y(x)-€ = y'(x),
coZ je homogenni linedrni diferencidlni rovnice 1. ¥4du pro nezndmou funkci y(x).
Z kurzu matematické analyzy vime, Ze jeji obecné ¥eSeni je tvaru

Xd X

C-el & = C.e® ,
kde C € R je libovolnad konstanta. V nasem pfipadé oviem navic mame
y(0) = By = 1, takZe musi byt C = e~. Odtud kone&n& vychazi

y(x) = &1,
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P¥itom rozvoj této funkce do mocninné ¥ady v bod& 0 konverguje pro viechna
x € R, nebot se jednd o kompozici g(f(x)) dvou funkci f(x) =eX—1a
g(x) = €~ spliiujicich £(0) = 0, které ob& tuto vlastnost maji. O

Na zakladé pravé ziskaného poznatku nyni nalezneme explicitni formuli pro Bellova

&isla. Vime tedy, Ze exponencialni generujici funkci pro Belova &isla B, je funkce
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Uvedené prehozeni sum je korektni, nebot p¥islugné mocninné ¥ady jsou absolutng

konvergentni. Porovnanim tohoto vyjidfeni funkce é - e® s predchozim vyjad¥enim
dostdvdme rovnost

o0

k=0

platnou pro viechna nezaporna cela &isla n.

n

rn\'—‘
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