
Bellova č́ısla

Bud’ M konečná množina naj́ıćı n prvk̊u pro nějaké nezáporné celé č́ıslo n.
Označme Bn počet všech rozkladů množiny M. Takto definovaná č́ısla Bn se
nazývaj́ı Bellova č́ısla. Plat́ı ovšem rovnost Bn =

∑n
k=0 Sn,k , kde Sn,k jsou

Stirlingova č́ısla 2. druhu.

Je jasné, že B0 = 1. K výpočtu Bellových č́ısel Bn pro n > 0 lze použ́ıt následuj́ıćı
rekurentńı formuli.

Tvrzeńı.
Pro každé nezáporné celé č́ıslo n plat́ı rovnost

Bn+1 =
n∑

k=0

(
n
k

)
Bk .

Důkaz.

Bud’ M množina maj́ıćı n prvk̊u a bud’ b /∈ M daľśı prvek. Představme si všechny
rozklady množiny M ∪ {b}. Počet těchto rozkladů je dán č́ıslem Bn+1. V každém
z těchto rozkladů lež́ı prvek b v některé ťŕıdě T . Ostatńı ťŕıdy takového rozkladu
pak vytvǒŕı rozklad množiny M −T . Množina M −T je podmnožinou množiny M
a může ḿıt k prvk̊u pro kterékoliv k = 0, 1, 2, . . . , n.
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Pro dané k je tedy tuto podmnožinu M − T možno vybrat ( n
k ) způsoby. Je-li tato

podmnožina už vybrána, pak je ťreba uvážit kterýkoliv z jej́ıch rozkladů. Počet
těchto rozkladů je dán č́ıslem Bk . T́ım je ově̌rena výše uvedená rekurentńı
formule.

V následuj́ıćı větě nalezneme exponenciálńı generuj́ıćı funkci posloupnosti {Bn}∞n=0

Bellových č́ısel.

Věta.
Pro všechna x ∈ R plat́ı rovnost

∞∑
n=0

Bn

n!
xn = e(ex−1).

Důkaz.
Ově̌rme nejprve, že pro každé nezáporné celé č́ıslo n plat́ı nerovnost Bn 6 n!.
Je B0 = 1 = 0!. Dále postupujeme indukćı s využit́ım rekurentńı formule
z p̌redchoźıho tvrzeńı. Tak dostáváme

Bn+1 =
n∑

k=0

(
n
k

)
Bk 6

n∑
k=0

(
n
k

)
k! =

n∑
k=0

[n]k 6
n∑

k=0

n! = (n + 1)n! = (n + 1)!.
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T́ım je ově̌rena výše zḿıněná nerovnost. Odtud plyne, že výše uvedená mocninná
řada má poloměr konvergence alespoň 1. Označme y(x) součet této mocninné
řady. Podle ďŕıvěǰśıch poznámek o součinu a derivaci exponenciálńıch generuj́ıćıch
řad s použit́ım rekurentńı formule z p̌redchoźıho tvrzeńı pak postupně dostáváme

y(x)·ex =

( ∞∑
n=0

Bn

n!
xn

)
·

( ∞∑
n=0

1

n!
xn

)
=
∞∑
n=0

∑n
k=0 ( n

k ) Bk

n!
xn

=
∞∑
n=0

Bn+1

n!
xn =

( ∞∑
n=0

Bn

n!
xn

)′
= y ′(x),

čili
y(x)·ex = y ′(x),

což je homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu pro neznámou funkci y(x).
Z kurzu matematické analýzy v́ıme, že jej́ı obecné řešeńı je tvaru

C ·e
∫
exdx = C ·eex ,

kde C ∈ R je libovolná konstanta. V našem p̌ŕıpadě ovšem nav́ıc máme
y(0) = B0 = 1, takže muśı být C = e−1. Odtud konečně vycháźı

y(x) = e(ex−1).
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Přitom rozvoj této funkce do mocninné řady v bodě 0 konverguje pro všechna
x ∈ R, nebot’ se jedná o kompozici g(f (x)) dvou funkćı f (x) = ex − 1 a
g(x) = ex splňuj́ıćıch f (0) = 0, které obě tuto vlastnost maj́ı.

Na základě právě źıskaného poznatku nyńı nalezneme explicitńı formuli pro Bellova
č́ısla. V́ıme tedy, že exponenciálńı generuj́ıćı funkćı pro Belova č́ısla Bn je funkce

∞∑
n=0

Bn

n!
xn = e(ex−1) =

1

e
· eex .

Poněvadž pro každé reálné č́ıslo t je

et =
∞∑
k=0

tk

k!
,

dostáváme dále

1

e
· eex =

1

e
·
∞∑
k=0

ekx

k!
=

1

e
·
∞∑
k=0

1

k!
·

( ∞∑
n=0

(kx)n

n!

)

=
1

e
·
∞∑
k=0

∞∑
n=0

kn

k!·n!
xn =

1

e
·
∞∑
n=0

∞∑
k=0

kn

k!·n!
xn

=
1

e
·
∞∑
n=0

1

n!
·

( ∞∑
k=0

kn

k!

)
xn.
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Uvedené p̌rehozeńı sum je korektńı, nebot’ p̌ŕıslušné mocninné řady jsou absolutně
konvergentńı. Porovnáńım tohoto vyjáďreńı funkce 1

e · e
ex s p̌redchoźım vyjáďreńım

dostáváme rovnost

Bn =
1

e
·
∞∑
k=0

kn

k!

platnou pro všechna nezáporná celá č́ısla n.
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