Permutace s lichym po¢tem pevnych bodi

Rekneme, e &islo i € {1,2,...,n} je pevnym bodem permutace o mnoZiny &isel
{1,2,...,n}, jestlize o(i) = i. Bude nds zajimat, kolik existuje permutacf
n-prvkové mnoziny {1,2, ..., n} majicich lichy potet pevnych bodu.

Pro kazdé neziporné celé &islo n oznaéme symbolem ¢, hledany poet permutaci
mnoziny {1,2,..., n} majicich lichy potet pevnych bodii a oznaZme déle
symbolem d,, potet permutaci mnoziny {1,2,...,n} majicich sudy potet pevnych
bodi. Pak ovsem plati ¢, + d, = n!.

Najdeme nejprve rekurentni formuli pro &isla ¢,. Zfejmé cg =0a ¢ = 1. Pro

n > 2 uvazujme nasledujicim zplisobem. Mé&jme libovolnou permutaci ¢ mnoZiny
{1,2,...,n} majici lichy poZet pevnych bodl. Potet takovych permutaci je dén
islem c,. Rozlisime dale tfi moZnosti. MiZe se stat, Ze &islo n bude pevnym
bodem permutace 0. Pak permutace o permutuje mezi sebou ¢&isla 1,2,...,n— 1.
Tak vznikd permutace mnoziny {1,2,...,n — 1} majici sudy po&et pevnych bodi.
Pocet takovych permutaci je dan &islem d,_;. Déle se miiZe stat, Ze permutace o
bude mezi sebou prohazovat &islo n a n&které jiné &islo i. Pak j € {1,2,...,n—1}
a permutace ¢ dale permutuje mezi sebou &isla 1,2, ....i—1,i4+1,...,n—1.
Tak vznikd permutace mnoziny {1,2,...,n— 1} — {i} majici lichy potet pevnych

bodi. Polet takovych permutaci je dan &islem c,_».
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A kone¢né se miZe stat, Ze budou existovat vzajemné rlizna &isla i, j takova, Ze

o(i)=nao(n)=j. Paki,je{1,2,...,n—1}. Zm&ime permutaci o tak, Ze
vypustime &islo n a budeme Zadat, aby se &islo i zobrazilo na ¢&islo j. Tak vznika
permutace mnoZiny {1,2,...,n— 1} majici lichy potet pevnych bodd takova, Ze

&islo i neni jejim pevnym bodem. P¥ipomerime, Ze i je &islo, které se plvodnf{
permutaci o zobrazovalo na ¢&islo n. Jinak je i libovolné &islo z mnoZiny

{1,2,...,n—1}. Pro dané &islo i pak ved me nésledujici dvahu. PoZet vech
permutaci mnoZiny {1,2,...,n— 1} majicich lichy potet pevnych bodi je dén
&islem c,_1. Musime ale tento pocet umensit o poet permutaci mnoZiny
{1,2,...,n— 1} majicich lichy potet pevnych bodd, v nichZ je &islo i pevnym
bodem. Takova permutace pak permutuje mezi sebou &isla 1,2,...,7 —1,
i+1,...,n—1 atoto ziZeni doty¢né permutace ma sudy polet pevnych bodd.

Potet takovych permutaci je oviem dan &islem d,_. Shrneme-li vSechny doposud
provedené lvahy, dospéjeme k zav&ru, Ze pro kazdé n > 2 plati rovnost

Ch = dp—1+ (n - 1)Cn—2 + (n - 1)(Cn—1 - dn—2)~

P¥ipomeiime, Ze pro kazdé n plati ¢, + d, = n!, takZe d, = n! — ¢,. VyuZitim
tohoto faktu v pfedchozi rovnosti dojdeme k rovnosti

cn=(n—1)1—cro1+(n—=1)cp2+ (n—1)(cae1 — (n = 2)1 + ca2).
Kone¢né jednoduchou tpravou dospéjeme k zjisténi, Ze plati rovnost

cn=(n—2)cp—1+2(n—1)ch—2
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pro v8echna n > 2. To je hledany rekurentni vztah pro &isla ¢,.

Mi¥ime nyni k vyuZiti exponencialni generujici funkce pro posloupnost &isel
{cn}524. To jest uvaZujeme mocninnou Yadu

o0
C
e(x) = Z n—';x”.
n=0
K ni vezmeme jesté jeji derivaci
/ - Cn n—1
C (X) = Z mx .
n=1 :
Z vy3e uvedené rekurentni formule pak plyne
oo o0
Cn ne1 (n—2)cp—1 -1 n—1)cp_2 -1
_m — 4/l +2.
n:2(n—1)!X nz—:z (n—1)! Z (n—=1)!
(n—1)! (n -
n= n=2
oo oo
Cn n Cn n
Z DD Z R
n=1 =0

S vyuZitim po&ategnich hodnot ¢ = 0 a ¢; = 1 odtud vyplyva



neboli

anebo jinak
(1 —x)-€'(x) = (2x — 1)-€¢(x) + 1,
takze

2x —1 1

To je ale linedrni diferencidlni rovnice 1. ¥adu pro nezndmou funkci €(x), p¥item#
¢(0) =0.

P¥ipometime z kurzu matematické analyzy, Ze obecnym ¥eSenim linearni
diferencidlni rovnice 1. ¥adu

¢(x) =

1—x

y'(x) = f(x)y(x) + g(x)

je mnoZina funkci

y(x) = e f(x)dx [C + /g(x)e‘ff(x)dxdx]

pro vSechny redlné konstanty C.
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Obecnym Fedenim vyse uvedené diferencidlni rovnice pro €(x) je tedy mnoZzina

funkei
ef zlx—;xldx |:C+/ 1 e_lex:xldxdx
1—x

pro véechny redlné konstanty C. P¥itom

x-1_ ., 1

1—x 1—x’
takZe ) ) )

 —
/1,XdX__2/dX+/1,XdX__2X_In(1_X)’

odkud plyne

Setee_ 11

€ 1—x e’

TakZe obecnym ¥eSenim shora uvedené diferencidlni rovnice pro €(x) je mnoZina

funkei
1 1 1 el 11 .
1_X-§[C+/7_X~(l—x)e dx| = 1_X-62X[c+/e dx]

pro vSechny redlné konstanty C.



PonévadZ nage YeSeni €(x) uvedené diferencidlni rovnice md spliiovat podminku

€(0) = 0, plyne odtud, Ze €(x) je tim FeSenim doty&né diferencidlni rovnice, které

je ddno hodnotou C = —1. Vychézi tak, Ze
11 /1, 1
)= (¥ -3)

Rozndsobenim zavorky a vykracenim vyjde

1 1 11 1

=i e

27 e2x1-x"

Rozvineme tuto exponencialni generujici funkci posloupnosti &isel {c,}52, do

mocninné fady. Tak dostaneme

n=0 i=0 Jj=0

lom o looyne (22K,

D) ZX ) Z( Kl )X
n=0 n=0 k=0
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Ponévadz
oo

¢(x) = Z %x”,

n=0
vychazi porovnanim koeficient u viech mocnin prom&nné x v poslednich dvou
mocninnych ¥addch, Ze plati

1 1 (—2)
Ch = §n| —§n|z k|

k=0

pro v8echna celd ¢&isla n > 0.

MiZeme si nyni poloZit otazku, jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné& zvolend
permutace o mnoziny {1,2,...,n} bude mit lichy polet pevnych bodi. Pon&vadz
vdech permutaci mnoZiny {1,2,...,n} je celkem n!, bude tato pravdé&podobnost
rovna hodnot& ¢,/n!. Odtud a z p¥edchoziho poznatku pak vyplyvd, Ze tato
pravdépodobnost je rovna hodnoté

n 72,(
'Z(k!)'

k=0

N~
N~

MiiZeme si déle klast otazku, k jaké hodnoté se bude tato pravdépodobnost bliZit
pro n — oo.
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Je jasné, Ze pljde o hodnotu

e k
1 EZ —2) 1_16—2:1. oLy
272 Kl 2 2 &

k=0

Pro velké hodnoty ¢&isla n bude tedy zminéna pravdépodobnost p¥iblizné rovna
hodnoté 0,432332358.
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