Obyvatelé n-poschod ového domu

V domé& majicim n poschodi bydli lidé. Pro kazdé i =1,2,...,n v i-tém poschodi
bydli i manZelskych par. Ukolem je zjistit, kolika zplsoby Ize z téchto obyvatel
domu vybrat skupinu dvojic sloZzenych z jednoho muZe a jedné Zeny, maji-li byt
spInény nasledujici podminky. Kazda takova dvojice je tvofena obyvateli stejného
poschodi, ale nesmi to byt manzelé. Zdné dv& riizné dvojice p¥itom nepochazi

z téhoZ poschodi ani ze dvou poschodi leZicich bezprostfedné pod sebou.

Necht b, je hledany poget zpiisobl, jak takovou skupinu dvojic sloZenou
z obyvatel domu sestavit. Najdeme nejprve rekurentni formuli pro &isla b,. Zfejmé
bp=1a by =1. Pro n > 2 z podminek dlohy rozlienim moZnosti, zda v dané
skupiné je &i neni p¥itomna nékterad dvojice pochazejici z n-tého poschodi, snadno
plyne rekurentni vztah

by = bp—1 4+ n(n—1)b,_o.
Sméfujeme nyni k vyuZiti exponencialni generujici funkce pro posloupnost &isel
{bn}2- To jest uvaZujeme mocninnou Yadu
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UvaZujme k tomu navic jeSt& mocninnou ¥fadu
o0
by
7Xn+1.

S(x) =
~ (n+1)!
Pak oviem mocninnd ¥ada R(x) je derivaci mocninné ¥ady $(x), &ili mdme

rovnost R(x) = J’'(x). Z uvedené rekurentni formule pak plyne

- P — — Db, ,
Zﬁx :Z;TIX +2;n(nn!)2x

n=2
0

o0
bn—1 , bn— o
= —Xx
2 o
—~ nl 2)
o0 b oo
— 7’7 n+1 l n
Z (n + ]_ z; [
Z toho vyuZitim po&ateénich podmlnek vyplyva

00 bn 00 bn o0 )
ZHX”:]-—’_ZOMX”-H Zofl ,

n=0

neboli
R(x) =1+ I(x) + x*-R(x),
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anebo jinak
(1 2)R(x) = () + 1,
takze 1 1
%(X) = md(x) + 1_ X2 .
Ponévadz R(x) = I’(x), dostavame tak linedrni diferencidlni rovnici 1. ¥adu
1

1—x

1
! _ x
S(X) = ——5(x) +
() = 7= 30 + =
pro neznamou funkci J(x), pficemz ¥(0) = 0.
P¥ipomeiime z kurzu matematické analyzy, Ze obecnym ¥eSenim linearni
diferencidlni rovnice 1. ¥adu

y'(x) = f(x)y(x) + g(x)
je mnoZina funkcf

y(x) = el F(x)dx [C + /g(x)e_ff(x)dxdx}

pro viechny redlné konstanty C.

Obecnym Feenim vyse uvedené diferencidlni rovnice pro 3(x) je tedy mnoZina

funkei ) 1 .
S adx = Zadx
e’ ! [C +/ 1 X2e 1 dx}

pro vSechny redlné konstanty C.
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P¥itom

1 1 1
_ 2 4 2
1-x2 14x 1-x’
takze
1 1 1
——dx = 2 _d 2 _gy— i1 — ZIn(1 -
/1—x2X /1+x X+/1—x 5N +x) 2"( x)
1, 1+x 1+ x
=—In =In ,
2 1-—x 1—x
odkud plyne
e'[ Tt 1+X.
1—x
TakZe obecnym ¥edenim shora uvedené diferencidlni rovnice pro J(x) je mnoZina
funkci
14 x 1 1—x
C ——/—d
1—x +/1—x2 1+XX’
to jest mnoZina funkci
V1+x /
V1—x V(14 x) vl—x

pro vSechny redlné konstanty C.
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Integral

1
/ dx
V(1 +x)3V1—x

vystupujici v posledni formuli je primitivni funkci F(x) k zlomku uvedenému

v tomto integrdlu. Tato primitivni funkce F(x) je urena jednozna&n& aZ na
aditivni konstantu. Zvolme tuto konstantu tak, aby primitivni funkce F(x)
spliiovala podminku F(0) = 0. Potom vzhledem k tomu, Ze na3e Ye¥eni (x)
uvedené diferencidlni rovnice ma spliiovat podminku (0) = 0, plyne odtud, Ze
$(x) je tim Felenim Yetené diferencidlni rovnice, které je ddno hodnotou C = 0.

Vychazi tak, Ze
VvV1+x

S0 = =

F(x),
kde

dx spliiuje F(0) =0.

1
F(x) = /
9 V(1 +x)3/1—x
Vratme se k tkolu vypotist &isla b, pro viechna n > 0. Z definice mocninné ¥ady
b
x _ n n+1
I(x) ,,2:% ]l 1)!X

plyne, e pro jeji derivaci 3("*1)(x) vzatou v nule vychazi
(1 (0) = b,
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Abychom tedy vypocetli &isla b, je tfeba nejprve najit vechny kladné derivace
nalezeného ¥eSeni (x) nadi diferencidlni rovnice. Toto Fedeni Ize pFepsat do tvaru

1

3(x) = (L +2)%(1 = x)7HF(x).
kde
F(x) = /(1 - X)*%-(l +X)7%dX spliiuje  F(0) = 0.
To znamen3, Ze X ,
F'(x)=(1-x)"2-(1+x)"2.

Odtud vzhledem k zndmym vztahlim o derivacich sou&ini funkci plyne, Ze

n+1
S0 = 3 R [(EESRI
k=0

=3 (") [0t 0 LR
k=0

+H[(1+%)2(1 = %) 72 F(x).

Pon&vad? F(0) = 0 a my potFebujeme vypotist 3("1)(0), stati potitat pouze
sumu v prvnim s&itanci za posledni rovnosti. Vzhledem k vy%e uvedenému
vyjad¥eni derivace F’(x) lze tuto sumu pFepsat ve tvaru
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2. ("Zl) (14351 =) 73O =)@+ )Y,
k=0
Vypottem naznalenych derivaci sou&int funkci nabyvd posléze tato suma tvaru

i (n j/: 1) i (Z) [(1+ x)2]O-[(1 = x)~2]¢*0

k=0 =0
n—k
5o r)

g=0

Postupnymi Gpravami pfejde nakonec tato suma do tvaru

iiHZk n rlL 1 (n> (2) (n; k) [(1+x)2]D-[(1 — x)~2]k0.

k=0 ¢=0 g=0 1 3
[(1— x)"2]®).[(1 + x)~2]("—k—&)

n k n—k n+1 N . L
1—|—X ) 2 (k E).
0§§n+1_k(g,k_g,g,,,_k_g)[( PO - %))
[(1—x)"2]@).[(1 + x)~3]("—k—e)
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n+1 n N7 1.
B Z nt1—(—i (z,ngJ)KHX)Z]()'[(l_x) 1
0,i,g,j=>0

C+itgtj=n [(1—x)2]@-[(1+x) 73]

P¥ipomeiime, Ze zndme rozvoje funkci

(1+x)? = i (é) xP,

p=0

(1-x) = g(l)q (f) ,
NN

(14+x)"2 :2( r2)x.

Hodnoty derivaci téchto funkci naznacenych v posledni shora vy&islené sumé

v nule pak vychdzeji
1
11(0) =
[(1—|—x)2]x:0 (2) 128

= =0 ()
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[(1+x)3Y = (.3>j!.

J

Vime uz, ze b, = 3{"1)(0) a Ze toto &islo je rovno hodnot# jiz zmingné shora
vyl&islené sumy v nule. S vyuZitim p¥edchozich vztahi tedy dostdvame

St = Y (L1t n+1 ( n )

08 >0 n+1—0—i g7lag71
1

e (2) 0 (‘})i! (_gé> g! (—JS) j!
oo 5 )

L+i+g+j=n

Ponévad? jesté n+1—¢—i={(+i+g+j+1—{¢—i=g+j+1, nakonec tedy
vychazi
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s=wene S () () () ()

L+it+g+j=n

pro v8echna n > 0.
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