
Obyvatelé n-poschod’ového domu

V domě maj́ıćım n poschod́ı bydĺı lidé. Pro každé i = 1, 2, . . . , n v i-tém poschod́ı
bydĺı i manželských pár̊u. Úkolem je zjistit, kolika způsoby lze z těchto obyvatel
domu vybrat skupinu dvojic složených z jednoho muže a jedné ženy, maj́ı-li být
splněny následuj́ıćı podḿınky. Každá taková dvojice je tvǒrena obyvateli stejného
poschod́ı, ale nesḿı to být manželé. Žádné dvě r̊uzné dvojice p̌ritom nepocháźı
z téhož poschod́ı ani ze dvou poschod́ı lež́ıćıch bezprosťredně pod sebou.

Necht’ bn je hledaný počet způsobů, jak takovou skupinu dvojic složenou
z obyvatel domu sestavit. Najdeme nejprve rekurentńı formuli pro č́ısla bn. Zřejmě
b0 = 1 a b1 = 1. Pro n > 2 z podḿınek úlohy rozlǐseńım možnost́ı, zda v dané
skupině je či neńı p̌ŕıtomna některá dvojice pocházej́ıćı z n-tého poschod́ı, snadno
plyne rekurentńı vztah

bn = bn−1 + n(n − 1)bn−2.

Smě̌rujeme nyńı k využit́ı exponenciálńı generuj́ıćı funkce pro posloupnost č́ısel
{bn}∞n=0. To jest uvažujeme mocninnou řadu

<(x) =
∞∑
n=0

bn
n!

xn.

1 / 10



Uvažujme k tomu nav́ıc ještě mocninnou řadu

=(x) =
∞∑
n=0

bn
(n + 1)!

xn+1.

Pak ovšem mocninná řada <(x) je derivaćı mocninné řady =(x), čili máme
rovnost <(x) = = ′(x). Z uvedené rekurentńı formule pak plyne

∞∑
n=2

bn
n!

xn =
∞∑
n=2

bn−1
n!

xn +
∞∑
n=2

n(n − 1)bn−2
n!

xn

=
∞∑
n=2

bn−1
n!

xn +
∞∑
n=2

bn−2
(n − 2)!

xn

=
∞∑
n=1

bn
(n + 1)!

xn+1 + x2·
∞∑
n=0

bn
n!

xn.

Z toho využit́ım počátečńıch podḿınek vyplývá

∞∑
n=0

bn
n!

xn = 1 +
∞∑
n=0

bn
(n + 1)!

xn+1 + x2·
∞∑
n=0

bn
n!

xn,

neboli
<(x) = 1 + =(x) + x2·<(x),
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anebo jinak
(1− x2)·<(x) = =(x) + 1,

takže

<(x) =
1

1− x2
·=(x) +

1

1− x2
.

Poněvadž <(x) = = ′(x), dostáváme tak lineárńı diferenciálńı rovnici 1. řádu

= ′(x) =
1

1− x2
·=(x) +

1

1− x2

pro neznámou funkci =(x), p̌ričemž =(0) = 0.

Připomeňme z kurzu matematické analýzy, že obecným řešeńım lineárńı
diferenciálńı rovnice 1. řádu

y ′(x) = f (x)y(x) + g(x)

je množina funkćı

y(x) = e
∫
f (x)dx

[
C +

∫
g(x)e−

∫
f (x)dxdx

]
pro všechny reálné konstanty C .

Obecným řešeńım výše uvedené diferenciálńı rovnice pro =(x) je tedy množina
funkćı

e
∫

1
1−x2

dx
[
C +

∫
1

1− x2
e
−

∫
1

1−x2
dx
dx
]

pro všechny reálné konstanty C .
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Přitom
1

1− x2
=

1
2

1 + x
+

1
2

1− x
,

takže ∫
1

1− x2
dx =

∫ 1
2

1 + x
dx +

∫ 1
2

1− x
dx =

1

2
ln(1 + x)− 1

2
ln(1− x)

=
1

2
ln

1 + x

1− x
= ln

√
1 + x

1− x
,

odkud plyne

e
∫

1
1−x2

dx
=

√
1 + x

1− x
.

Takže obecným řešeńım shora uvedené diferenciálńı rovnice pro =(x) je množina
funkćı √

1 + x

1− x

[
C +

∫
1

1− x2

√
1− x

1 + x
dx

]
,

to jest množina funkćı
√

1 + x√
1− x

[
C +

∫
1√

(1 + x)3
√

1− x
dx

]
pro všechny reálné konstanty C .
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Integrál ∫
1√

(1 + x)3
√

1− x
dx

vystupuj́ıćı v posledńı formuli je primitivńı funkćı F (x) k zlomku uvedenému
v tomto integrálu. Tato primitivńı funkce F (x) je určena jednoznačně až na
aditivńı konstantu. Zvolme tuto konstantu tak, aby primitivńı funkce F (x)
splňovala podḿınku F (0) = 0. Potom vzhledem k tomu, že naše řešeńı =(x)
uvedené diferenciálńı rovnice má splňovat podḿınku =(0) = 0, plyne odtud, že
=(x) je t́ım řešeńım řečené diferenciálńı rovnice, které je dáno hodnotou C = 0.
Vycháźı tak, že

=(x) =

√
1 + x√
1− x

F (x),

kde
F (x) =

∫
1√

(1 + x)3
√

1− x
dx splňuje F (0) = 0.

Vrat’me se k úkolu vypoč́ıst č́ısla bn pro všechna n > 0. Z definice mocninné řady

=(x) =
∞∑
n=0

bn
(n + 1)!

xn+1

plyne, že pro jej́ı derivaci =(n+1)(x) vzatou v nule vycháźı

=(n+1)(0) = bn.
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Abychom tedy vypočetli č́ısla bn, je ťreba nejprve naj́ıt všechny kladné derivace
nalezeného řešeńı =(x) naš́ı diferenciálńı rovnice. Toto řešeńı lze p̌repsat do tvaru

=(x) = (1 + x)
1
2 ·(1− x)−

1
2 ·F (x),

kde

F (x) =

∫
(1− x)−

1
2 ·(1 + x)−

3
2 dx splňuje F (0) = 0.

To znamená, že
F ′(x) = (1− x)−

1
2 ·(1 + x)−

3
2 .

Odtud vzhledem k známým vztahům o derivaćıch součinů funkćı plyne, že

=(n+1)(x) =
n+1∑
k=0

(
n + 1
k

)
[(1 + x)

1
2 ·(1− x)−

1
2 ](k)·F (n+1−k)(x)

=
n∑

k=0

(
n + 1
k

)
[(1 + x)

1
2 ·(1− x)−

1
2 ](k)·F (n+1−k)(x)

+ [(1 + x)
1
2 ·(1− x)−

1
2 ](n+1)·F (x).

Poněvadž F (0) = 0 a my poťrebujeme vypoč́ıst =(n+1)(0), stač́ı poč́ıtat pouze
sumu v prvńım sč́ıtanci za posledńı rovnost́ı. Vzhledem k výše uvedenému
vyjáďreńı derivace F ′(x) lze tuto sumu p̌repsat ve tvaru
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n∑
k=0

(
n + 1
k

)
[(1 + x)

1
2 ·(1− x)−

1
2 ](k)·[(1− x)−

1
2 ·(1 + x)−

3
2 ](n−k).

Výpočtem naznačených derivaćı součinů funkćı nabývá posléze tato suma tvaru

n∑
k=0

(
n + 1
k

)[ k∑
`=0

(
k
`

)
[(1 + x)

1
2 ](`)·[(1− x)−

1
2 ](k−`)

]
·[

n−k∑
g=0

(
n − k
g

)
[(1− x)−

1
2 ](g)·[(1 + x)−

3
2 ](n−k−g)

]
.

Postupnými úpravami p̌rejde nakonec tato suma do tvaru

n∑
k=0

k∑
`=0

n−k∑
g=0

n + 1

n + 1− k

(
n
k

)(
k
`

)(
n − k
g

)
[(1 + x)

1
2 ](`)·[(1− x)−

1
2 ](k−`)·

[(1− x)−
1
2 ](g)·[(1 + x)−

3
2 ](n−k−g)

=
n∑

k=0

k∑
`=0

n−k∑
g=0

n + 1

n + 1− k

(
n

`, k − `, g , n − k − g

)
[(1 + x)

1
2 ](`)·[(1− x)−

1
2 ](k−`)·

[(1−x)−
1
2 ](g)·[(1 + x)−

3
2 ](n−k−g)
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=
∑

`,i,g ,j>0
`+i+g+j=n

n + 1

n + 1− `− i

(
n

`, i , g , j

)
[(1 + x)

1
2 ](`)·[(1− x)−

1
2 ](i)·

[(1− x)−
1
2 ](g)·[(1 + x)−

3
2 ](j).

Připomeňme, že známe rozvoje funkćı

(1 + x)
1
2 =

∞∑
p=0

(
1
2
p

)
xp,

(1− x)−
1
2 =

∞∑
q=0

(−1)q
(
− 1

2
q

)
xq,

(1 + x)−
3
2 =

∞∑
r=0

(
− 3

2
r

)
x r .

Hodnoty derivaćı těchto funkćı naznačených v posledńı shora vyč́ıslené sumě
v nule pak vycházej́ı [

(1 + x)
1
2

](`)
x=0

=

(
1
2
`

)
`!,[

(1− x)−
1
2

](i)
x=0

= (−1)i
(
− 1

2
i

)
i !,

8 / 10



[
(1− x)−

1
2

](g)
x=0

= (−1)g
(
− 1

2
g

)
g !,

[
(1 + x)−

3
2

](j)
x=0

=

(
− 3

2
j

)
j!.

V́ıme už, že bn = =(n+1)(0) a že toto č́ıslo je rovno hodnotě již zḿıněné shora
vyč́ıslené sumy v nule. S využit́ım p̌redchoźıch vztahů tedy dostáváme

=(n+1)(0) =
∑

`,i,g ,j>0
`+i+g+j=n

(−1)i+g n + 1

n + 1− `− i

(
n

`, i , g , j

)
·(

1
2
`

)
`!

(
− 1

2
i

)
i !

(
− 1

2
g

)
g !

(
− 3

2
j

)
j!

= (n + 1)! ·
∑

`,i,g ,j>0
`+i+g+j=n

(−1)i+g

n + 1− `− i

(
1
2
`

)(
− 1

2
i

)(
− 1

2
g

)(
− 3

2
j

)
.

Poněvadž ještě n + 1− `− i = ` + i + g + j + 1− `− i = g + j + 1, nakonec tedy
vycháźı
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bn = (n + 1)! ·
∑

`,i,g ,j>0
`+i+g+j=n

(−1)i+g

g + j + 1

(
1
2
`

)(
− 1

2
i

)(
− 1

2
g

)(
− 3

2
j

)

pro všechna n > 0.
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