
Diferenčńı počet

Bud’ K těleso charakteristiky 0. Bud’ f funkce definovaná na množině všech
nezáporných celých č́ısel s hodnotami v tělese K . Definujeme novou funkci ∆f ,
zvanou prvńı diference funkce f , formuĺı

∆f (n) = f (n + 1)− f (n)

pro všechna nezáporná celá č́ısla n. Operátor ∆ definovaný takto na množině
všech řečených funkćı f , zvaný operátor diference, lze aplikovat opakovaně.
Dostáváme tak pro každé kladné celé č́ıslo k operátor ∆k definovaný indukćı
prosťrednictv́ım formule

∆k+1f = ∆(∆k f ).

Funkci ∆k f nazýváme k-tou diferenćı funkce f .

Definujme jiný operátor E, zvaný operátor posunut́ı, na množině všech zḿıněných
funkćı f formuĺı

Ef (n) = f (n + 1)

pro všechna nezáporná celá č́ısla n. Pak máme ∆ = E− I, kde I je operátor
identity. Pak pro každé nezáporné celé č́ıslo n a pro každé kladné celé č́ıslo k
dostáváme
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∆k f (n) = (E− I)k f (n) =
k∑

i=0
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)
Ei f (n)
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(−1)k−i
(
k
i

)
f (n + i),

což dává explicitńı formuli pro hodnotu ∆k f (n) vyjáďrenou pomoćı hodnot
f (n), f (n + 1), . . . , f (n + k). Podobně máme E = ∆ + I, odkud pro každé
nezáporné celé č́ıslo n a pro každé kladné celé č́ıslo k dostáváme

f (n + k) = Ek f (n) = (∆ + I)k f (n) =
k∑

i=0

(
k
i

)
∆i f (n)

=
k∑

i=0

∆i f (n)

i !
[k]i ,

kde ∆0f je rovno funkci f . Tuto formuli lze chápat jako rozvoj funkce f se
sťredem v bodě n prosťrednictv́ım diferenćı f , ∆f , ∆2f , . . . , ∆k f .
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Bud’ nyńı k libovolné kladné celé č́ıslo a bud’ g libovolná funkce k + 2
proměnných nabývaj́ıćıch hodnot v tělese K . Potom vztah

g(n, y(n),∆y(n),∆2y(n), . . . ,∆ky(n)) = 0

mezi proměnnou n nabývaj́ıćı nezáporných celoč́ıselných hodnot, neznámou
funkćı y(n) nabývaj́ıćı hodnot v tělese K a mezi diferencemi ∆y(n), ∆2y(n), . . . ,
∆ky(n) této neznámé funkce se nazývá obyčejná diferenčńı rovnice. Vzhledem
k p̌redchoźımu vyjáďreńı diferenćı ∆y(n), ∆2y(n), . . . , ∆ky(n) naš́ı nyńı
neznámé funkce y(n) pomoćı hodnot y(n), y(n + 1), . . . , y(n + k) lze tuto
obyčejnou diferenčńı rovnici zapsat také ve tvaru

h(n, y(n), y(n + 1), y(n + 2), . . . , y(n + k)) = 0

pro jistou funkci h téhož počtu proměnných nabývaj́ıćıch hodnot v tělese K .
Jestliže v této rovnici vystupuj́ı skutečně funkce y(n) i ∆ky(n), anebo funkce
y(n) i y(n + k), ř́ıkáme, že tato diferenčńı rovnice je řádu k .

Řekneme, že naše diferenčńı rovnice je lineárńı, je-li lineárńı v neznámé funkci
y(n) a v jej́ıch diferenćıch ∆y(n), ∆2y(n), . . . , ∆ky(n), anebo též, je-li lineárńı
ve funkci y(n) a také ve funkćıch y(n + 1), y(n + 2), . . . , y(n + k).
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Obecný tvar lineárńı diferenčńı rovnice k-tého řádu je potom

y(n + k) + q1(n)y(n + k − 1) + q2(n)y(n + k − 2) + · · ·+ qk(n)y(n) = ψ(n),

kde q1(n), q2(n), . . . , qk(n) a ψ(n) jsou nějaké funkce jedné proměnné n nabývaj́ıćı
nezáporných celoč́ıselných hodnot; tyto funkce pak samy nabývaj́ı hodnot
v tělese K . Je-li p̌ritom funkce ψ(n) identicky rovna nule, mluv́ıme o homogenńı
lineárńı diferenčńı rovnici; v opačném p̌ŕıpadě mluv́ıme o nehomogenńı lineárńı
diferenčńı rovnici.

Takovou lineárńı diferenčńı rovnici lze potom zapsat také ve tvaru

y(n + k) = −q1(n)y(n + k − 1)− q2(n)y(n + k − 2)− . . .− qk(n)y(n) + ψ(n).

Tato formule má platit pro všechna nezáporná celá č́ısla n. Dostáváme tak
fakticky rekurentńı formuli pro posloupnost hodnot {y(n)}∞n=0. Mluv́ıme pak
o lineárńı rekurentńı formuli. Je-li zde funkce ψ(n) identicky rovna nule, je řeč
o homogenńı lineárńı rekurentńı formuli; v opačném p̌ŕıpadě je řeč o nehomogenńı
lineárńı rekurentńı formuli.
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Ve speciálńım p̌ŕıpadě, jsou-li v p̌redchoźı lineárńı diferenčńı rovnici všechny
funkce q1(n), q2(n), . . . , qk(n) konstantńı na množině všech nezáporných celých
č́ısel, to jest plat́ı-li rovnosti q1(n) = a1, q2(n) = a2, . . . , qk(n) = ak pro všechna
nezáporná celá č́ısla n, kde a1, a2, . . . , ak jsou nějaké prvky tělesa K , pak je řeč
o lineárńı diferenčńı rovnici s konstantńımi koeficienty. Obecný tvar takové rovnice
tedy je

y(n + k) + a1y(n + k − 1) + a2y(n + k − 2) + · · ·+ aky(n) = ψ(n),

kde a1, a2, . . . , ak jsou zḿıněné prvky tělesa K a ψ(n) je nějaká funkce
proměnné n.

Můžeme k této posledńı lineárńı diferenčńı rovnici opět pǒŕıdit p̌ŕıslušnou lineárńı
rekurentńı formuli, která bude nyńı ḿıt tvar

y(n + k) = −a1y(n + k − 1)− a2y(n + k − 2)− . . .− aky(n) + ψ(n)

a má platit pro všechna nezáporná celá č́ısla n. V tomto p̌ŕıpadě mluv́ıme
o lineárńı rekurentńı formuli s konstantńımi koeficienty. Je-li zde nav́ıc ak 6= 0,
jde o rekurentńı formuli řádu k .
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