Diferenéni pocet

Bud K téleso charakteristiky 0. Bud' f funkce definovand na mnoZin& viech
nezapornych celych &isel s hodnotami v télese K. Definujeme novou funkci Af,
zvanou prvni diference funkce f, formuli

Af(n)=f(n+1)—f(n)

pro viechna nezdporna celd &isla n. Operator A definovany takto na mnozing
v8ech Felenych funkci f, zvany operator diference, Ize aplikovat opakované.
Dostavame tak pro kazdé kladné celé &islo k operdtor A* definovany indukci

prostfednictvim formule
AR = A(AKF).

Funkci AKf nazyvdme k-tou diferenci funkce f.

Definujme jiny operator E, zvany operator posunuti, na mnoZiné viech zminénych
funkei f formuli
Ef(n)=f(n+1)

pro véechna nezdporna celd &isla n. Pak mame A = E — 1, kde I je operétor
identity. Pak pro kaZdé nezdporné celé &islo n a pro kazdé kladné celé &islo k

dostavame
1/5



AFF(n) = (- DF(m) = (-1 (’f) E/f(n)

= (§) e

coz dava explicitni formuli pro hodnotu A*f(n) vyjadfenou pomoci hodnot
f(n),f(n+1),...,f(n+ k). Podobn& madme E = A +1, odkud pro kazdé
nezdporné celé &islo n a pro kazdé kladné celé &islo k dostavame

k

f(n+ k) =E¥f(n) = (A +D)*F(n) =) <’f) A'f(n)
i=0
n)

M»

[k]’7

kde A°f je rovno funkci f. Tuto formuli Ize chapat jako rozvoj funkce f se
sttedem v bod& n prostfednictvim diferenci f, Af, A%f, ..., AKf.
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Bud' nyni k libovolné kladné celé &islo a bud g libovolna funkce k -+ 2
proménnych nabyvajicich hodnot v té&lese K. Potom vztah

g(n,y(n), Ay(n), A%y(n), ..., Afy(n)) =0

mezi promé&nnou n nabyvajici nezdpornych celo&iselnych hodnot, nezndmou
funkci y(n) nabyvajici hodnot v télese K a mezi diferencemi Ay(n), A2y(n), ...
A¥y(n) této nezndmé funkce se nazyva obycejnd diferentni rovnice. Vzhledem

k predchozimu vyjad¥eni diferenci Ay(n), A%y(n), ..., Aky(n) nadi nyni
nezndmé funkce y(n) pomoci hodnot y(n),y(n+1),...,y(n+ k) lze tuto
oby&ejnou diferencni rovnici zapsat také ve tvaru

h(n,y(n),y(n+1),y(n+2),...,y(n+k)) =0

pro jistou funkci h téhoZz po&tu promé&nnych nabyvajicich hodnot v télese K.
JestliZe v této rovnici vystupuji skutetné funkce y(n) i AKy(n), anebo funkce
y(n) i y(n+ k), ¥ikdme, Ze tato diferen¢ni rovnice je ¥adu k.

§ekneme, Ze nase diferenéni rovnice je linedrni, je-li linedrni v neznamé funkci
y(n) a v jejich diferencich Ay(n), A%y(n), ..., AKy(n), anebo téz, je-li linedrni
ve funkci y(n) a také ve funkcich y(n+ 1), y(n+2), ..., y(n+ k).
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Obecny tvar linearni diferenéni rovnice k-tého ¥adu je potom

y(n+ k) +a(n)y(n+k—1)+ q(n)y(n+k=2) + -+ a(n)y(n) = ¥(n),

kde g1(n), g2(n), ..., gx(n) a ¥(n) jsou n&jaké funkce jedné promé&nné n nabyvajici
nezdpornych celodiselnych hodnot; tyto funkce pak samy nabyvaji hodnot

v télese K. Je-li p¥itom funkce % (n) identicky rovna nule, mluvime o homogennf
linedrni diferenni rovnici; v opa&ném pfipadé mluvime o nehomogenni linedrni
diferenéni rovnici.

Takovou linedrni diferenéni rovnici lze potom zapsat také ve tvaru

y(n+k)=—a(n)y(n+k —1) = qa(n)y(n+ k = 2) — ... = qk(n)y(n) + ¢(n).

Tato formule ma platit pro viechna nezdpornd celd &isla n. Dostavame tak
fakticky rekurentni formuli pro posloupnost hodnot {y(n)}22,. Mluvime pak

o linedrni rekurentni formuli. Je-li zde funkce ¥(n) identicky rovna nule, je ¥e

o homogenni linearni rekurentni formuli; v opa&ném p¥ipadé& je fe¢ o nehomogenni
linearni rekurentni formuli.
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Ve speciadlnim p¥ipadég, jsou-li v pfedchozi linedrni diferen&ni rovnici viechny

funkce g1(n), g2(n), . .., gk(n) konstantni na mnoZing viech nezdpornych celych
&isel, to jest plati-li rovnosti g1(n) = a1, go2(n) = a, ..., gk(n) = ax pro vechna
nezdpornd cela &isla n, kde a1, as, ..., ax jsou néjaké prvky télesa K, pak je fel

o linedrni diferen¢ni rovnici s konstantnimi koeficienty. Obecny tvar takové rovnice
tedy je

y(n+k)+ay(n+ k—1)+ ay(n+k—2)+---+ agy(n) = ¥(n),

kde ay, ap, ..., ak jsou zminéné prvky télesa K a ¢(n) je n&jaka funkce
promé&nné n.

Mizeme k této posledni linedrni diferen&ni rovnici opét pofidit p¥islusnou linedrni
rekurentni formuli, kterd bude nyni mit tvar

y(n+k)=—aiy(n+ k—1)—ay(n+ k—2)—...—ary(n) + ¢¥(n)

a ma platit pro v8echna nezdporna celad &isla n. V tomto p¥ipadé mluvime
o linedrni rekurentni formuli s konstantnimi koeficienty. Je-li zde navic a, # 0,
jde o rekurentni formuli ¥adu k.
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