Reseni homogennich linedrnich rekurentnich formulf
s konstantnimi koeficienty

Budeme muset nejprve p¥ipomenout nékteré znamé poznatky o rozkladech
raciondlnich lomenych funkci na parcidlni zlomky.

Bud R[x] algebra formélnich mocninnych ¥ad nad t&lesem R viech redlnych &isel.
UkaZeme, Ze pro kazdou mocninnou ¥adu Y a,x" z R[x] takovou, Ze ag # 0,
existuje v R[x] mocninnd Yada > ) b,x" takovd, Ze je spln&no

Jinak Feceno, kaZzda mocninnd ¥ada Z;’io anx", v niz ag # 0, je jednotkou okruhu
R[x]. Skutetn&, podle definice ndsobeni mocninnych ¥ad vy%e uvedend podminka
zada, aby platilo

aobo = ].7

n
aob, + Z ajb,_; =0 pro viechna kladna celd ¢&isla n.
i=1
Tyto poZadavky je ale mozno splnit. Pon&vadz ag # 0, pot¥ebné koeficienty
by, b1, by, ..., by, ... je odtud moZno jeden po druhém postupné vypocitat.
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Pravé zjistény fakt zejména znamend, Ze k libovolnému polynomu g z R[x]

s nenulovym absolutnim &lenem existuje v R[x] mocninng ¥ada, kterd je k nému
inverznim prvkem. Tuto mocninnou ¥adu pak miZeme zapsat jako é. S vyuZitim
tohoto potitani inveznich prvki v algeb¥e R[x] je pak moZno obecnéji raciondlni
lomené funkce, tedy zlomky tvaru g, kde f, g jsou polynomy z R[x] a g je
polynom s nenulovym absolutnim &lenem, pfevadé&t na formalni mocninné ¥ady.

Jsou zndmy nasledujici fakty o rozkladech raciondlnich lomenych funkci na

parcidlni zlomky. Necht f je polynom z R[x] a necht g je nenulovy normovany

polynom z R[x]. Necht g = hy - -+ hm, kde m je kladné celé &islo a hy, ..., hy,

jsou vzdjemné nesoud&Iné normované polynomy z R[x]. Pak existuji polynomy

c,di,...,dn v R[x] spliiujici st dy < st hy, ..., stdn < sth, takové, Ze plati
di d

f m
—=c+ —4 -4+ —.
g hl hm

Tyto polynomy ¢, di, ..., dn jsou uréeny jednoznalné. Je-li st f < st g, pak ¢ = 0.

Uvedeny fakt je zobecnénim Bezoutovy véty a Ize ho pomoci ni dokazat indukcf
vzhledem k &islu m.

Jsou-li v8echny ¢&initele v predchozim rozkladu g = hy - -+ - - hm mocninami
normovanych linedrnich polynomii, to jest jsou-li tvaru (x — r)¥ pro n&jaké redlné
&islo r a n&jaké kladné celé &islo k, je moZno jit jest& déle. (Takovy rozklad
polynomu g je vZidy mozny, jestlize pracujeme nad t&lesem C vSech komplexnich
¢isel misto t&lesa R viech redlnych &isel.)
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Pak pro libovolny polynom d z R[x] spliiujici st d < k existuji jednozna&n& uréend
redlnd &isla s1, s, ..., sk takova, Ze plati

d s S Sk

(x —r)k xfr+(xfr)2+'”+m'

Abychom se o tom p¥esvéd(ili, stadi provést rozvoj polynomu d se stfedem
v hodnoté r.

Vratme se ted k Yedeni na%i homogenni linedrni rekurentni formule k-tého ¥adu

s konstantnimi koeficienty pro nezndmou funkci y(n). Tato funkce y(n) bude
zaviset na jedné nezaporné celociselné prom&nné n a jejimi hodnotami budou nyni
n&jakd redlnd &isla. P¥ipomefime, Ze tato rekurentni formule je podminkou tvaru

Y(n+ k) + auy(n+ k= 1)+ axy(n+k—2) + -+ + axy(n) = 0,

kterd ale ma byt splnéna pro v3echna nezdpornd celd &isla n. Konstantami

ai, as, ..., ax budou nyni néjaka redlna &isla. Hleddme v3echna Yedeni této
rekurentni formule, to jest viechny funkce y(n) vyhovujici uvedené podmince, &i
spiSe uvedené soustavé podminek. MnoZina viech téchto ¥edeni je nekoneénd, tvofi
totiz vektorovy prostor dimenze k nad t&lesem R vZech redlnych &isel. (Pfedesilame
u? ted, Ze budeme muset pozdgji prejit nad t&leso C viech komplexnich &isel.)
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Libovolna linedrni kombinace funkci, které jsou ¥eSenimi takové rekurentni
formule, je totiz sama rovnéz ¥eSenim této rekurentni formule. Navic na prvnich

k hodnot y(0), y(1),y(2),...,y(k — 1) libovolného YeZeni y(n) této rekurentni
formule se nekladou 74dnd omezeni, takZe je Ize volit libovoln&. Odtud vyplyva, Ze
k je dimenze vektorového prostoru viech ¥efeni nadi rekurentni formule. Jestlize
vdak tyto potateni hodnoty y(0), y(1),¥(2),...,y(k — 1) jsou pfedem pevn&
stanoveny, to jest maji-li byt navic splnény takzvané po&ate¢ni podminky

y(0) = Vo, y(1) =1, y(2) = V2, ..., y(k —1) = Iy,

kde 9o, V1,32, ..., 9k—1 jsou dané redlné hodnoty, pak je tim ¥eSeni y(n) urteno
jednoznaéné. Je-li zndma néjaka béaze vektorového prostoru viech YeSeni, pak toto
posledni YeSeni je n&jakou jeji linedrni kombinaci. K ur&eni koeficienti v této

linedrni kombinaci sta&i fesit soustavu linedrnich rovnic oividnym zplisobem
sestavenou na zakladé danych po&ateénich podminek.

Pot¥ebujeme tedy najit néjakou bazi vektorového prostoru vSech ¥eSeni nasi
homogenni linedrni rekurentni formule s konstantnimi koeficienty. K tomu d&elu
definujeme takzvany charakteristicky polynom této rekurentni formule

h(x) = XKt ax b Xk gy

4/9



Tento polynom lze nad télesem C v3ech komplexnich &isel rozloZit na sou&in
linedrnich polynoma ve tvaru

h(x) =(x—n)% .- (x —r)%,
kde t je kladné celé &islo, exponenty e1, ..., e jsou kladnd celd &isla spliujici
) )
ee+---+e=kan,..., r jsou vzidjemné rliznd komplexni &isla, kterd spliiuji
e re # 0, nebot a, # 0, jeZto nade rekurentni formule je ¥ddu k. PoloZme

g(x):xk-h(%) =1+ aix+ax®+ -+ aex”.

Pak vyZe uvedeny rozklad polynomu h(x) p¥ejde na rozklad polynomu g(x) ve
tvaru

g(X) = (1 — rlx)e1 ..... (1 _ rtx)e',

Ozname nyni symbolem w(x) generujici ¥adu Y -, y(n)x" posloupnosti
{y(n)}22, hodnot hledaného YeSeni y(n) nasi rekurentni formule. Pak tato
rekurentni formule ¥ika pFesné to, Ze v soudinu w(x) - g(x) jsou koeficienty

u mocnin x"T% pro vechna nezaporna celd &isla n rovny nule. Podle definice
nasobeni mocninnych ¥ad je toti? koeficient u mocniny x"<
roven y(n+ k) +ary(n+ k — 1)+ apy(n+ k —2) +--- 4+ axy(n) = 0.

v soutinu w(x) - g(x)
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To ale znamend, Ze existuje polynom
F(x) = pr-1xX* " 4 pr2xX* 2+ + po,

kde px_1, pk—2,. .., po jsou n&jakd redlna &isla, takovy, Ze plati

cili

nebot g(x) je polynom s absolutnim &lenem rovnym 1, takZe jim Ize dé&lit
v okruhu formdlnich mocninnych ¥ad. UkaZeme, jak Ize zlomek vpravo Sikovnym
zplsobem rozvinout v mocninnou ¥adu.

Vzhledem k p¥edchozimu rozkladu polynomu g(x) na soutin linedrnich faktord
vime podle vysledki o rozkladech na parcidlni zlomky, Ze existuji komplexni &isla

S11y---3Sleys---5Stl, - - - , Ste, takovad, Ze plati
S11 Sie St1 Ste,
W(X):i—k--- e T L —
1-—nx (1 - nx)= 1—rx (1 — rex)e

Pocet stitancli v tomto vyjadfeni mocninné fady w(x) je roven e + - -+ + e; = k.
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Generujici ¥ada w(x) libovolného YeSeni na¥i rekurentni formule je tedy linedrni

kombinaci zlomkd tvaru 1

(1—rx)e’
kde r = r; pro n&které i =1,...,tae € {1,...,¢}. Takovy zlomek ale Ize
rozvinout do mocninné ¥ady ndsledovné:

o0 €

Q=r) e =(1-r) ™) =D ()"

n=0

Posledni mocninu uvedené mocninné ¥ady lze vypocist s odkazem na definici
kombinaci s opakovanim a na p¥islusné binomické koeficienty takto:

Nt n ) > (n+e—1 n /n+e—1 n o n
S () =Z( e )(rx)zz( tel )rx.
n=0 n=0 n=0
Po rozepsani takového binomického koeficientu nakonec celkem vyjde
1 S n_n
oy e e

n=0

(1-rmx)"¢=

Generujici ¥ady w(x) viech ¥edeni nadi rekurentni formule jsou tedy linedrnimi
kombinacemi mocninnych ¥ad tvaru
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Z [n+e—1]e_g-r"x",
n=0

kde r = r; pro n&které i =1,...,t ae € {1,...,e}. Protoze takovych
mocninnych ¥ad je celkem k a vektorovy podprostor viech ¥eSeni ma dimenzi k,
musi zde jit o viechny mozné linedrni kombinace. P¥itom funkce [n+ e — 1]e—1-r
promé&nné n pro viechna zminénd r a e tvofi bazi vektorového prostoru viech
FeSeni nasi rekurentni formule. Pon&vad? navic klesajici faktoridly [n+ e — 1]e—1
jsou polynomy v proménné n stupiit e — 1 pro v8echna vy3e uvedena e, tvofi tyto
faktoridly bazi v p¥islusném vektorovém prostoru polynomi. Lze je proto nahradit
jednodug&imi polynomy n®~! pro viechna uvedena e, které rovn&? tvo¥i bazi
doty&ného vektorového prostoru polynomii. TakZe také funkce n®~1. r” prom&nné
n pro vechna zminéna r a e tvofi bazi vektorového prostoru viech feSeni nasi
rekurentni formule. Celkem tedy generujici ¥fady w(x) viech ¥e3eni nadi rekurentni
formule jsou pravé viechny linearni kombinace mocninnych ¥ad tvaru

oo
§ nefl o X",
n=0

kde r = r; pro n&které i =1,...,taee {1,...,¢}. Redenf této rekurentni
formule jsou pak odpovidajici linedrni kombinace funkci n®~!- r". Tyto funkce
pFitom tvo¥i bazi vektorového prostoru viech ¥eeni rekurentni formule.

n
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Tyto zavéry Ize souhrnné formulovat takto:

Véta.

Necht je ddna homogenni linedrni rekurentni formule s konstantnimi koeficienty.
Necht ri, ..., r: jsou vSechny vzdjemné riizné kofeny jejiho charakteristického
polynomu v oboru komplexnich &isel, necht ey, ..., e: jsou jejich ndsobnosti. Pak
funkce jedné nezaporné celoliselné proménné n tvaru

e—1

n® -r" provsechna i=1,...,t ae=1,...,¢

tvoFi bazi vektorového prostoru vsech FeSeni této rekurentni formule nad

komplexnimi ¢&isly. ]
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