
Řešeńı homogenńıch lineárńıch rekurentńıch formuĺı
s konstantńımi koeficienty

Budeme muset nejprve p̌ripomenout některé známé poznatky o rozkladech
racionálńıch lomených funkćı na parciálńı zlomky.

Bud’ R[[x ]] algebra formálńıch mocninných řad nad tělesem R všech reálných č́ısel.
Ukážeme, že pro každou mocninnou řadu

∑∞
n=0 anxn z R[[x ]] takovou, že a0 6= 0,

existuje v R[[x ]] mocninná řada
∑∞

n=0 bnxn taková, že je splněno( ∞∑
n=0

anxn

)
·

( ∞∑
n=0

bnxn

)
= 1.

Jinak řečeno, každá mocninná řada
∑∞

n=0 anxn, v ńıž a0 6= 0, je jednotkou okruhu
R[[x ]]. Skutečně, podle definice násobeńı mocninných řad výše uvedená podḿınka
žádá, aby platilo

a0b0 = 1,

a0bn +
n∑

i=1

aibn−i = 0 pro všechna kladná celá č́ısla n.

Tyto požadavky je ale možno splnit. Poněvadž a0 6= 0, poťrebné koeficienty
b0, b1, b2, . . . , bn, . . . je odtud možno jeden po druhém postupně vypoč́ıtat.
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Právě zjǐstěný fakt zejména znamená, že k libovolnému polynomu g z R[x ]
s nenulovým absolutńım členem existuje v R[[x ]] mocninná řada, která je k němu
inverzńım prvkem. Tuto mocninnou řadu pak můžeme zapsat jako 1

g . S využit́ım

tohoto poč́ıtáńı invezńıch prvk̊u v algeb̌re R[[x ]] je pak možno obecněji racionálńı
lomené funkce, tedy zlomky tvaru f

g , kde f , g jsou polynomy z R[x ] a g je
polynom s nenulovým absolutńım členem, p̌revádět na formálńı mocninné řady.

Jsou známy následuj́ıćı fakty o rozkladech racionálńıch lomených funkćı na
parciálńı zlomky. Necht’ f je polynom z R[x ] a necht’ g je nenulový normovaný
polynom z R[x ]. Necht’ g = h1 · · · · · hm, kde m je kladné celé č́ıslo a h1, . . . , hm

jsou vzájemně nesoudělné normované polynomy z R[x ]. Pak existuj́ı polynomy
c , d1, . . . , dm v R[x ] splňuj́ıćı st d1 < st h1, . . . , st dm < st hm takové, že plat́ı

f

g
= c +

d1

h1
+ · · ·+ dm

hm
.

Tyto polynomy c , d1, . . . , dm jsou určeny jednoznačně. Je-li st f < st g , pak c = 0.
Uvedený fakt je zobecněńım Bezoutovy věty a lze ho pomoćı ńı dokázat indukćı
vzhledem k č́ıslu m.

Jsou-li všechny činitele v p̌redchoźım rozkladu g = h1 · · · · · hm mocninami
normovaných lineárńıch polynomů, to jest jsou-li tvaru (x − r)k pro nějaké reálné
č́ıslo r a nějaké kladné celé č́ıslo k , je možno j́ıt ještě dále. (Takový rozklad
polynomu g je vždy možný, jestliže pracujeme nad tělesem C všech komplexńıch
č́ısel ḿısto tělesa R všech reálných č́ısel.)

2 / 9



Pak pro libovolný polynom d z R[x ] splňuj́ıćı st d < k existuj́ı jednoznačně určená
reálná č́ısla s1, s2, . . . , sk taková, že plat́ı

d

(x − r)k
=

s1
x − r

+
s2

(x − r)2
+ · · ·+ sk

(x − r)k
.

Abychom se o tom p̌resvědčili, stač́ı provést rozvoj polynomu d se sťredem
v hodnotě r .

Vrat’me se ted’ k řešeńı naš́ı homogenńı lineárńı rekurentńı formule k-tého řádu
s konstantńımi koeficienty pro neznámou funkci y(n). Tato funkce y(n) bude
záviset na jedné nezáporné celoč́ıselné proměnné n a jej́ımi hodnotami budou nyńı
nějaká reálná č́ısla. Připomeňme, že tato rekurentńı formule je podḿınkou tvaru

y(n + k) + a1y(n + k − 1) + a2y(n + k − 2) + · · ·+ aky(n) = 0,

která ale má být splněna pro všechna nezáporná celá č́ısla n. Konstantami
a1, a2, . . . , ak budou nyńı nějaká reálná č́ısla. Hledáme všechna řešeńı této
rekurentńı formule, to jest všechny funkce y(n) vyhovuj́ıćı uvedené podḿınce, či
sṕı̌se uvedené soustavě podḿınek. Množina všech těchto řešeńı je nekonečná, tvǒŕı
totiž vektorový prostor dimenze k nad tělesem R všech reálných č́ısel. (Předeśıláme
už ted’, že budeme muset později p̌rej́ıt nad těleso C všech komplexńıch č́ısel.)
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Libovolná lineárńı kombinace funkćı, které jsou řešeńımi takové rekurentńı
formule, je totiž sama rovněž řešeńım této rekurentńı formule. Nav́ıc na prvńıch
k hodnot y(0), y(1), y(2), . . . , y(k − 1) libovolného řešeńı y(n) této rekurentńı
formule se nekladou žádná omezeńı, takže je lze volit libovolně. Odtud vyplývá, že
k je dimenze vektorového prostoru všech řešeńı naš́ı rekurentńı formule. Jestliže
však tyto počátečńı hodnoty y(0), y(1), y(2), . . . , y(k − 1) jsou p̌redem pevně
stanoveny, to jest maj́ı-li být nav́ıc splněny takzvané počátečńı podḿınky

y(0) = ϑ0, y(1) = ϑ1, y(2) = ϑ2, . . . , y(k − 1) = ϑk−1,

kde ϑ0, ϑ1, ϑ2, . . . , ϑk−1 jsou dané reálné hodnoty, pak je t́ım řešeńı y(n) určeno
jednoznačně. Je-li známa nějaká báze vektorového prostoru všech řešeńı, pak toto
posledńı řešeńı je nějakou jej́ı lineárńı kombinaćı. K určeńı koeficient̊u v této
lineárńı kombinaci stač́ı řešit soustavu lineárńıch rovnic očividným způsobem
sestavenou na základě daných počátečńıch podḿınek.

Poťrebujeme tedy naj́ıt nějakou bázi vektorového prostoru všech řešeńı naš́ı
homogenńı lineárńı rekurentńı formule s konstantńımi koeficienty. K tomu účelu
definujeme takzvaný charakteristický polynom této rekurentńı formule

h(x) = xk + a1xk−1 + a2xk−2 + · · ·+ ak .
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Tento polynom lze nad tělesem C všech komplexńıch č́ısel rozložit na součin
lineárńıch polynomů ve tvaru

h(x) = (x − r1)e1 · · · · · (x − rt)
et ,

kde t je kladné celé č́ıslo, exponenty e1, . . . , et jsou kladná celá č́ısla splňuj́ıćı
e1 + · · ·+ et = k a r1, . . . , rt jsou vzájemně r̊uzná komplexńı č́ısla, která splňuj́ı
r1 · · · · · rk 6= 0, nebot’ ak 6= 0, ježto naše rekurentńı formule je řádu k. Položme
dále

g(x) = xk · h
(
1
x

)
= 1 + a1x + a2x2 + · · ·+ akxk .

Pak výše uvedený rozklad polynomu h(x) p̌rejde na rozklad polynomu g(x) ve
tvaru

g(x) = (1− r1x)e1 · · · · · (1− rtx)et .

Označme nyńı symbolem w(x) generuj́ıćı řadu
∑∞

n=0 y(n)xn posloupnosti
{y(n)}∞n=0 hodnot hledaného řešeńı y(n) naš́ı rekurentńı formule. Pak tato
rekurentńı formule ř́ıká p̌resně to, že v součinu w(x) · g(x) jsou koeficienty
u mocnin xn+k pro všechna nezáporná celá č́ısla n rovny nule. Podle definice
násobeńı mocninných řad je totiž koeficient u mocniny xn+k v součinu w(x) · g(x)
roven y(n + k) + a1y(n + k − 1) + a2y(n + k − 2) + · · ·+ aky(n) = 0.
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To ale znamená, že existuje polynom

f (x) = pk−1xk−1 + pk−2xk−2 + · · ·+ p0,

kde pk−1, pk−2, . . . , p0 jsou nějaká reálná č́ısla, takový, že plat́ı

w(x) · g(x) = f (x),

čili

w(x) =
f (x)

g(x)
,

nebot’ g(x) je polynom s absolutńım členem rovným 1, takže j́ım lze dělit
v okruhu formálńıch mocninných řad. Ukážeme, jak lze zlomek vpravo šikovným
způsobem rozvinout v mocninnou řadu.

Vzhledem k p̌redchoźımu rozkladu polynomu g(x) na součin lineárńıch faktor̊u
v́ıme podle výsledk̊u o rozkladech na parciálńı zlomky, že existuj́ı komplexńı č́ısla
s11, . . . , s1e1 , . . . , st1, . . . , stet taková, že plat́ı

w(x) =
s11

1− r1x
+ · · ·+ s1e1

(1− r1x)e1
+ · · ·+ st1

1− rtx
+ · · ·+ stet

(1− rtx)et
.

Počet sč́ıtanc̊u v tomto vyjáďreńı mocninné řady w(x) je roven e1 + · · ·+ et = k.
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Generuj́ıćı řada w(x) libovolného řešeńı naš́ı rekurentńı formule je tedy lineárńı
kombinaćı zlomk̊u tvaru

1

(1− rx)e
,

kde r = ri pro některé i = 1, . . . , t a e ∈ {1, . . . , ei}. Takový zlomek ale lze
rozvinout do mocninné řady následovně:

(1− rx)−e = ((1− rx)−1)e =

( ∞∑
n=0

(rx)n

)e

.

Posledńı mocninu uvedené mocninné řady lze vypoč́ıst s odkazem na definici
kombinaćı s opakováńım a na p̌ŕıslušné binomické koeficienty takto:( ∞∑

n=0

(rx)n

)e

=
∞∑
n=0

(
n + e − 1

n

)
(rx)n =

∞∑
n=0

(
n + e − 1

e − 1

)
rn xn.

Po rozepsáńı takového binomického koeficientu nakonec celkem vyjde

(1− rx)−e =
1

(e − 1)!
·
∞∑
n=0

[n + e − 1]e−1· rn xn.

Generuj́ıćı řady w(x) všech řešeńı naš́ı rekurentńı formule jsou tedy lineárńımi
kombinacemi mocninných řad tvaru
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∞∑
n=0

[n + e − 1]e−1· rn xn,

kde r = ri pro některé i = 1, . . . , t a e ∈ {1, . . . , ei}. Protože takových
mocninných řad je celkem k a vektorový podprostor všech řešeńı má dimenzi k,
muśı zde j́ıt o všechny možné lineárńı kombinace. Přitom funkce [n + e − 1]e−1· rn
proměnné n pro všechna zḿıněná r a e tvǒŕı bázi vektorového prostoru všech
řešeńı naš́ı rekurentńı formule. Poněvadž nav́ıc klesaj́ıćı faktoriály [n + e − 1]e−1
jsou polynomy v proměnné n stupňů e − 1 pro všechna výše uvedená e, tvǒŕı tyto
faktoriály bázi v p̌ŕıslušném vektorovém prostoru polynomů. Lze je proto nahradit
jednoduš̌śımi polynomy ne−1 pro všechna uvedená e, které rovněž tvǒŕı bázi
dotyčného vektorového prostoru polynomů. Takže také funkce ne−1· rn proměnné
n pro všechna zḿıněná r a e tvǒŕı bázi vektorového prostoru všech řešeńı naš́ı
rekurentńı formule. Celkem tedy generuj́ıćı řady w(x) všech řešeńı naš́ı rekurentńı
formule jsou právě všechny lineárńı kombinace mocninných řad tvaru

∞∑
n=0

ne−1· rn xn,

kde r = ri pro některé i = 1, . . . , t a e ∈ {1, . . . , ei}. Řešeńı této rekurentńı
formule jsou pak odpov́ıdaj́ıćı lineárńı kombinace funkćı ne−1· rn. Tyto funkce
p̌ritom tvǒŕı bázi vektorového prostoru všech řešeńı rekurentńı formule.
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Tyto závěry lze souhrnně formulovat takto:

Věta.

Necht’ je dána homogenńı lineárńı rekurentńı formule s konstantńımi koeficienty.
Necht’ r1, . . . , rt jsou všechny vzájemně r̊uzné kǒreny jej́ıho charakteristického
polynomu v oboru komplexńıch č́ısel, necht’ e1, . . . , et jsou jejich násobnosti. Pak
funkce jedné nezáporné celoč́ıselné proměnné n tvaru

ne−1· rni pro všechna i = 1, . . . , t a e = 1, . . . , ei

tvǒŕı bázi vektorového prostoru všech řešeńı této rekurentńı formule nad
komplexńımi č́ısly.
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