Uloha o pokryvani

Pro kazdé nezdporné celé &islo n uvazujme &dstené uspofadanou mnozinu A,
s diagramem

n pater, takZe Ag je e.

%
é

Nasgim dkolem je zjistit, kolik existuje podmnoZin mnoZiny A, neobsahujicich
Zadné dva prvky, z nichZ jeden pokryva druhy v A,,.
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K tomu Géelu uvazme pro kazdé nezdporné celé &islo n jesté castetn&
usporadanou mnoZinu B, s diagramem

©
o

Pro kazdé nezdporné celé &islo n ozna¢me symbolem a(n) polet viech podmnoZin
v A, neobsahujicich Zaddné dva vzdjemné se pokryvajici prvky. Podobné& oznatme
symbolem b(n) potet viech podmnoZin v B, neobsahujicich z4dné dva vzdjemng
se pokryvajici prvky.

n pater, takze By je v

B

2/5



UvaZme nyni libovolnou podmnoZinu K v A1 spliiujici stanovenou podminku.
Obsahuje-li K nejvé&tsi prvek v A,.1, pak ostatni prvky v K tvo¥i podmnoZinu
v A, spliiujici danou podminku. Neobsahuje-li viak K tento nejv&tsi prvek, je K
podmnoZinou v B, spliiujici tuto podminku. Podobné& uvaZzme libovolnou
podmnoZinu L v B, spliiujici stanovenou podminku. Obsahuje-li L n&ktery ze
dvou maximalnich prvkd v B,11, pfipadné obsahuje-li L oba tyto maximalni prvky,
pak zbyvajici prvky v L tvofi podmnoZinu v B,, spliiujici danou podminku.
Neobsahuje-li viak L Zadny z obou maximdlnich prvkd v B,11, je L podmnoZinou
v A1 spliiujici poZzadovanou podminku. Z t&chto tvah pak plynou rekurentni
vztahy

a(n+1) = a(n) + b(n),

b(n+1) =3b(n) + a(n+ 1),
které plati pro v8echna nezdporna cela &isla n. Upravou téchto vztahl dostavame

b(n) = a(n+ 1) — a(n),
a(n+1) = b(n+1) — 3b(n),

opét pro viechna nezaporna celd &isla n. Odtud dosazenim do druhého vztahu za
b(n+ 1) a za b(n) z prvniho vztahu vychazi

a(n+1)=a(n+2)—a(n+1)—3(a(n+1) —a(n))
=a(n+2)—4a(n+ 1)+ 3a(n),
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takZe zjistujeme, Ye
a(n+2)—5a(n+1)+3a(n) =0
pro v8echna nezdporna cela &isla n. To je ale homogenni linedrni rekurentn{

formule s konstantnimi koeficienty pro posloupnost dosud nezndmych hodnot
{a(n)}52,. Potatedni hodnoty p¥itom jsou

a(0) =2, a(l)=T7.

Re¥ime tedy dale standardnim zpiisobem tuto linedrni rekurentni formuli.
Charakteristicky polynom této formule je

x? —5x +3,
tento polynom ma dva rlizné jednoduché redlné kofeny

5++13 , 5— /13
2 2

5413 5-v13)
2 2 2

nezdporné celoliselné prom&nné n tvofi bazi vektorového prostoru vsech ¥eseni
této rekurentni formule. Posloupnost hodnot {a(n)}>2, neboli hledana funkce
a(n) prom&nné n je linedrni kombinaci poslednich dvou funkci.

takZe funkce
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Jde o linedrni kombinaci s jistymi koeficienty ¢, d, pro néz z pocatecnich
podminek plynou rovnice
c + d =2,

5+ V13 5—-+13
¢ +d- >

Resenim této soustavy linedrnich rovnic vychazi

c + d =2
c-V/13 — d-V/13 = 4,

takze

__ VB2 VB2

Vi3 ' Vi3
Dospivame tak k vysledku, Ze

1 (2+\/ﬁ).<5+2\/ﬁ> —(2—¢ﬁ)~<5_\/ﬁ> 1

a(n) = —-

V13

pro v8echna nezdpornd celd &isla n.

2
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