
Úloha o pokrýváńı

Pro každé nezáporné celé č́ıslo n uvažujme částečně uspǒrádanou množinu An

s diagramem
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n pater, takže A0 je •.

Naš́ım úkolem je zjistit, kolik existuje podmnožin množiny An neobsahuj́ıćıch
žádné dva prvky, z nichž jeden pokrývá druhý v An.
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K tomu účelu uvažme pro každé nezáporné celé č́ıslo n ještě částečně
uspǒrádanou množinu Bn s diagramem
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n pater, takže B0 je uu u
@@ ��.

Pro každé nezáporné celé č́ıslo n označme symbolem a(n) počet všech podmnožin
v An neobsahuj́ıćıch žádné dva vzájemně se pokrývaj́ıćı prvky. Podobně označme
symbolem b(n) počet všech podmnožin v Bn neobsahuj́ıćıch žádné dva vzájemně
se pokrývaj́ıćı prvky.
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Uvažme nyńı libovolnou podmnožinu K v An+1 splňuj́ıćı stanovenou podḿınku.
Obsahuje-li K nejvěťśı prvek v An+1, pak ostatńı prvky v K tvǒŕı podmnožinu
v An splňuj́ıćı danou podḿınku. Neobsahuje-li však K tento nejvěťśı prvek, je K
podmnožinou v Bn splňuj́ıćı tuto podḿınku. Podobně uvažme libovolnou
podmnožinu L v Bn+1 splňuj́ıćı stanovenou podḿınku. Obsahuje-li L některý ze
dvou maximálńıch prvk̊u v Bn+1, p̌ŕıpadně obsahuje-li L oba tyto maximálńı prvky,
pak zbývaj́ıćı prvky v L tvǒŕı podmnožinu v Bn splňuj́ıćı danou podḿınku.
Neobsahuje-li však L žádný z obou maximálńıch prvk̊u v Bn+1, je L podmnožinou
v An+1 splňuj́ıćı požadovanou podḿınku. Z těchto úvah pak plynou rekurentńı
vztahy

a(n + 1) = a(n) + b(n),

b(n + 1) = 3b(n) + a(n + 1),

které plat́ı pro všechna nezáporná celá č́ısla n. Úpravou těchto vztahů dostáváme

b(n) = a(n + 1)− a(n),

a(n + 1) = b(n + 1)− 3b(n),

opět pro všechna nezáporná celá č́ısla n. Odtud dosazeńım do druhého vztahu za
b(n + 1) a za b(n) z prvńıho vztahu vycháźı

a(n + 1) = a(n + 2)− a(n + 1)− 3(a(n + 1)− a(n))

= a(n + 2)− 4a(n + 1) + 3a(n),
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takže zjǐst’ujeme, že

a(n + 2)− 5a(n + 1) + 3a(n) = 0

pro všechna nezáporná celá č́ısla n. To je ale homogenńı lineárńı rekurentńı
formule s konstantńımi koeficienty pro posloupnost dosud neznámých hodnot
{a(n)}∞n=0. Počátečńı hodnoty p̌ritom jsou

a(0) = 2, a(1) = 7.

Řeš́ıme tedy dále standardńım způsobem tuto lineárńı rekurentńı formuli.
Charakteristický polynom této formule je

x2 − 5x + 3,

tento polynom má dva r̊uzné jednoduché reálné kǒreny
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nezáporné celoč́ıselné proměnné n tvǒŕı bázi vektorového prostoru všech řešeńı
této rekurentńı formule. Posloupnost hodnot {a(n)}∞n=0, neboli hledaná funkce
a(n) proměnné n je lineárńı kombinaćı posledńıch dvou funkćı.
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Jde o lineárńı kombinaci s jistými koeficienty c , d , pro něž z počátečńıch
podḿınek plynou rovnice

c + d = 2,
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Řešeńım této soustavy lineárńıch rovnic vycháźı
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Dosṕıváme tak k výsledku, že
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pro všechna nezáporná celá č́ısla n.
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